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— A feladatok megolddsdban nem csupdn a megoldds megtaldldsa a fontos, hanem a megoldashoz veze-

t6 ut tudatositdsa annak érdekében, hogy egyrészt sajat feladatmegoldé rutinunkat fejlessziik, masrészt
a modszertani ismereteinket kialakitsuk, bovitsiik.

— Minden feladathoz keressiink tobbféle, tobbféle szintii megolddst (ha lehetséges).

— Gytjtsiik 6ssze, hogy az egyes megoldasokhoz milyen ismeretekre van sziikség, és ezek a tanitas
sordn mely évfolyamokon, milyen 0sszefiiggésben keriilnek el6!

— Vizsgaljuk meg a feladatoknak a rananyaggal valé kapcsolatét (feldolgozhato-e; ha igen, hol; ha nem,
miért nem; milyen feladatokkal tehetjiik feldolgozhatéva; milyen feladatok megolddsdhoz nyujthat
segitséget; feladhaté-e hédzi feladatnak stb.).

— Vizsgéljuk meg, hogy 0sszhangban éllnak-e az egyetemi szintii megoldasok az iskolai szintiiekkel.
Keressiik meg a hasonldsagot, a kiilonbséget, és vizsgaljuk meg a kiillonbség okat.

— A gyakorlat tovabbi célja, hogy az itt megszerzett médszertani, rendszerez6 ismeretek segitségével
egy-egy feladatot akdr ,,rdnézésre” meg tudjunk oldani, a nehézségi szintjét el tudjuk donteni.

Megjegyzés. A KoMal.-ban kitiizétt C jeld feladatok — a szerkeszt6k szandéka szerint — a NAT-ban
eldirt tananyagra tdmaszkodik. Mégis, nem egy koziiliik nehéznek tlinik. Gondoljuk végig, miért!

Ennek a félévnek a fo témaja a geometria.

A geometria feladatok megoldasa sordn figyelniink kell, hogy ne tdmaszkodjunk az dbréra, de egy jol
megrajzolt dbra segit a megoldds megtalalasaban. Ugyan egy vazlat, egy skicc is nyujthat segitséget,
de a dinamikus szamitogépes dbra (pl. GeoGebra) sokoldalian megmutathatja az osszefiiggéseket.

A geometria feladatok jellegiiket tekintve lehetnek: bizonyitdsi, szerkesztési vagy szamitési feladatok.

A geometria eszkozei (a bizonyitds, a szerkesztés, a szdmolds mellett): halmazelmélet, koordinata-
geometria, vektoralgebra, linedris algebra, algebra, (komplex) aritmetika, trigonometria, analizis.

A beadandorél. A beadandé 1ényege, hogy a hallgatok tanibizonysigot adjanak arrél, hogy meg-
értették a feladatok tanitdsban betoltott helyét és szerepét. Ez€rt a beadand6 vagy egy kevésbé nyil-
vanvalé megoldésu (pl. KoMaL) feladat részletes, a megadott szempontok szerinti elemzése, vagy egy
meghatdrozott témahoz, (KoMaL) feladathoz kapcsolddo, azt elokészitd feladatsor készitése €s annak
elemzése.
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Altalanos iskolas ismeretekkel megoldhaté feladatok?
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10.

11.

12.

Egy ABC haromszog szogei rendre «, 3, v. Mekkora szoget zar be egymassal
(a) az A és B csticsokbdl indul6 szogfelezbk

(b) az A és B cstcsokbdl indulé magassdgvonalak

(c) Az A csucsbdl indul6 szogfelezd és magassagvonal.

(a) Egy egyenld szard haromszog alapjan felvett tetszdleges P pontbdl parhuzamosokat hizunk
a szdrakkal, amelyek a szdrakat X és Y pontokban metszik. Mutassa meg, hogy PX + PY nem
fligg a P pont megvalasztasatol.

(b) Egy egyenld szard haromszog alapjdnak meghosszabbitdsdn felvett tetsz6leges P pontbdl
parhuzamosokat huzunk, amelyek a szdrak egyeneseit X €s Y pontokban metszik. Mutassa meg,
hogy |PX — PY| nem fiigg a P pont megvélasztasatol.

. Adott a d tdvolsdg. Mi azon pontok halmaza, amelyek (a) egy félegyenestdl d; (b) egy szakasz-

tdl d; (c) egy szogvonaltdl d; (d) egy pontpartdl d; (e) egy két félegyenesbdl all6 alakzattdl d;
(f) egy két szakaszbol éll6 alakzattdl d; (g) két ponttdl ugyanakkora; (h) egy ponttdl és egy
egyenest6l ugyanakkora tdvolsagra vannak?

. Egy ABC hdromszog AC és BC oldalara kifelé ACB’ és BCA’ szabalyos hdromszogeket rajzolunk.

Mutassa meg, hogy AA’ = BB’ és hogy ezek 60°-0s szdget zdrnak be egymassal.

. Egy hatszog minden szoge 120°. Mutassa meg, hogy két szomszédos oldal 0sszege megegyezik

a szemben fekvd szomszédos oldalak 6sszegével.

. Mutassa meg, hogy egy a €s b oldalu paralelogramma szogfelezdi téglalapot hatdroznak meg,

amelyben az 4tl6k hossza éppen a — b.

. Egy ABC haromszog C csucsabdl merSlegeseket bocsatunk az A, illetve B csicsokbdl induld

kiils6 és belsd szogfelezOkre. Mutassa meg, hogy az igy nyert négy merdleges talppontjai egy
egyenesen vannak!

Egy ABCD konvex négyszog belsejében felvett P pontot kossiink 6ssze a négyszog csicsaival.
(a) Keresse meg azt a pontot, amelyre az AP + BP 4+ CP + DP 6sszeg minimalis.

(b) Bizonyitsa be, hogy ez az 6sszeg nagyobb a négyszog keriiletének felénél.

(c) Mit lehet mondani konkdv négyszogekre?

Igaz-e, hogy minden konvex négyszdgben van olyan oldal, amely kisebb valamelyik atlonal.
Mit lehet mondani konkav négyszdgekre?

(a) Mutassa meg, hogy a haromszég barmelyik oldaldhoz tartoz6 sdlyvonal kisebb a masik két
oldal szdmtani kdzepénél.

(b) A P és Q pontoknak a sik A és B pontjaitdl mért tavolsdgosszege egyenld. Mutassa meg, hogy
a PQ szakasz felez6pontjdra ez az érték kisebb.

Az egyik minion a Budapest térképen az A3 négyzetben van, mig egy mdsik a D7-ben. Ha
egy négyzet 4 X 4 cm-es a térképen, mig a 1épték 1 : 25000-hez, akkor milyen tartomanyban
mozoghat a két minion ,,1égvonalbeli” tavolsdga?

(a) Abdul, aki meleg éghajlaton €1, a tevéjével kozlekedik. Tevéje, Tibi, azonban elfelejtett eleget
inni, miel6tt Abbadiabdl Bakkaraba indultak. Szerencsére van a kozelben egy folyd, ami ugyan
nem esik ttba, de nem is nagy kitérd. Merre vigye Abdul Tibit tigy, hogy Tibi tudjon inni a
folyobdl, de minél révidebb tton Bakkardba érjenek? A térkép:
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14.

15.
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(b) Abdul, aki meleg éghajlaton €l, a tevéjével kozlekedik. Tevéje, Tibi, azonban elfelejtett eleget
inni, miel6tt Abbadiabdl Bakkardaba indultak. Szerencsére van a kozelben két folyo (f és a belé
torkoll6 e), amik ugyan nem esnek utba, de nem is jelentenek nagy kitérét. Merre vigye Abdul
Tibit tgy, hogy Tibi mind a 2 foly6bdl tudjon inni, de minél révidebb tton Bakkaraba érjenek?
A térkép:

(Mi van akkor, ha Abdul egyszertien csak Abbadidbol Abbadidba akar menni a lehetd legrovi-
debb tton ugy, hogy Tibi mindkét foly6 vizét megizlelje?)
(c) Egy egyenes és parhuzamos partu foly6 két partjan van egy-egy véros, A és B.

A folyéra merdlegesen hidat épit a két varos ugy, hogy a hidhoz vezet6 utak hossza 0sszesen a
legkisebb legyen. Hova épitsék a hidat, s hova az utakat?

A .
A folyé

*B

Egy kor AB atmérdjén gy valasztjuk a C és D pontokat, hogy azok a kor kozéppontjatdl egyenld
tdvolsagra legyenek. Mutassa meg, hogy ha e két pontot a kor keriiletének egy tetszés szerinti P
pontjaval 6sszekotjiik, akkor a CP? + DP? 6sszeg 4llandé.

Bizonyitsa be, hogy egy paralelogramma atléinak négyzetdsszege megegyezik az dsszes oldalai
négyzetének osszegével. Tehat 2a> + 2b°> = e + f.

Mutassa meg, hogy egy haromszog oldalai és sulyvonalai kozott fenndll a kovetkezd 6sszefiig-
gés: a® +4s2 =2(b> +c?).

Egy haromszog harom oldala folé egy-egy négyzetet szerkesztiink. A négyzetek haromszogtol
kiilonboz4 csuicsai egy hatszoget alkotnak. Allitdsunk, hogy ennek a hatszognek minden masodik
oldala az eredeti haromszog valamelyik stlyvonala hosszénak kétszeresével egyezik meg. Miért?

Egy ABC hdromszdg oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk: CBPQ, ACRS, BATU . Igazolja, hogy
a OR, ST, UP szakaszokbdl haromszog szerkeszthetd!



18. Mutassa meg, hogy az egyenld oldali haromszog oldalait harom egyenl6 részre oszté pontoknak
az abran lathato 6sszekotésekor keletkezd jelolt szogek derékszogek!

~

19. Egy négyzet atldira a csicsokbdl mérje rd sorra a négyzet oldalait! Az igy kapott pontokat kosse
Ossze!

(a) Bizonyitsa be, hogy a keletkezett négyszog ismét négyzet!
(b) Hatdrozza meg az 4j négyzet oldaldnak hosszit!

20. frjunk négyzetbe egyenld oldali haromszoget, amelynek az egyik cstcsa egy négyzetcsticsba, a
madsik két csucsa a két nem ide befut6 oldalra esik.

(a) Bizonyitsa be, hogy a haromszog a négyzetbdl két egybevagd haromszoget vag le!
(b) Szerkessze meg a négyzetbe a szabédlyos haromszoget!

21. Szerkessze meg a haromszoget, ha adott harom oldalfelezé merdlegese és az egyik oldal egy
pontja!

22. Szerkesszen egy adott haromszogbe szabalyos haromszoget igy, hogy az egyik csucsa az egyik
oldal adott pontja legyen!

23. Szerkesszen paralelogrammat ugy, hogy két szomszédos csucsa két elore kitlizott pont legyen, a
masik két csicspontja pedig egy-egy eldre megadott egyenesre illeszkedjen!

24. Szerkesszen négyszoget, ha adottak a szogei és két szemkozti oldala!

25. Szerkessze meg egy haromszog egyik oldaldn azt a pontot, amelybdl a mésik két oldalig huzott,
az oldalakkal parhuzamos szakaszok 6sszege egy adott szakasszal egyenls!

Egy tetszoleges téglatest csiicsait az aldbbiak szerint fogjuk betiizni. A csiicsok neve A, B, C, D, E, F,
G és H. ABCD az egyik lapja, EF GH a szemkozti lap 1igy, hogy AE, BF, CG, DH is egy-egy él.

26. Ismerjilk az ABCDEF GH téglatest EA = a élének, EB = b lapétl§janak és EC = c testatléjanak
hosszét. Hatdrozza meg a téglatest 0sszes oldaldnak és lapatldjdnak a hosszat!

27. Egy kocka éle 2 méterrel hosszabb, mint egy mdsiké. Térfogatuk kiilonbsége 26 m?. Mekkorik
az éleik?

28. Egy szabalyos hdaromszog alapi egyenes hasédb felszine 518,2 dm?, magassdga 22 m. Mekkora
az alapéle és a térfogata?

29. Lehet-e a kocka valamely sikmetszete 6tszog?

30. Adott a sikon két egyenld hosszu szakasz: AB és CD. Hany olyan egybevdgdségi transzformacid
van, amely AB-t CD-be viszi?

31. Legaldbb hany pontbdl dll az a T alakzat, amelynek adott T’ képe egyértelmiien meghatdrozza
azt az egybevagdsagi transzformaciot, amely T-t T'-be viszi?



32.

33.
34.
35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

43.
44.
45.
46.
47.

Legyen ABC egyenl6 oldali hdromszog. Jeldlje a haromszog belsd P pontjdnak a csicsoktol
mért tavolsagat x, y, z, az oldalaktdl mért tavolsagat u, v, w. Igazolja, hogy

x+y+z2>22(u+v+w)

Mely P pontokra dllhat fenn az egyenl6ség?
Szét lehet-e vagni egy nem egyenld szard haromszoget két egybevdgd haromszogre?
Keressiink olyan testet, amelynek 7 lapja és 7 csucsa van!

Igazolja, hogy egy tetszbleges négyszog oldalfelezé pontjai paralelogrammat hatdroznak meg!
Igaz-e torznégyszogre az allitas?

Mi azon pontok mértani helye a sikban (térben), amelyek egy haromszdg harom oldalegyenesétdl
egyenld tdvolsdgra vannak?

(a) Igazolja, hogy egy haromszog egyik cstiicsdn atmend, a szemkozti oldalt metsz6 egyenesnek
a hdromszogbe es6 szakasza rovidebb, mint a hdromszog leghosszabb oldala!

(b) Igazolja, hogy egy haromszog keriiletén felvéve két pontot, az 6ket 6sszekotd szakasz hossza
rovidebb, mint a haromszdg leghosszabb oldala!

Adott az A(aj;an) és a B(b1;by) pont, az a, A pontba, illetve a b, B pontba mutatd, valamint az
V= z@ vektor. Hatdrozza meg az a + Av vektort a koordinatdival!

Igazolja, hogy az (1;3), (2;8), (—1;4), (4;7) egy paralelogramma négy csucsa!
Bizonyitsa be, hogy ha két vektor

(a) egyenld hosszu, akkor 0sszegiik és kiillonbségiik merSleges egymasra;

(b) Osszege és kiilonbsége merdleges egymasra, akkor a két vektor egyenld hosszu;
(c) merdleges egymadsra, akkor az sszegiik €s kiillonbségiik hossza egyenld;

(d) osszege és kiilonbsége egyenld hosszu, akkor a két vektor merdleges egymasra!
Keressen kapcsolatot a részfeladatok kozott!

Bizonyitsa be, hogy egy négyszog silypontja (a silypont koordinétdi a csiucsok megfeleld koor-
dindtdinak szdmtani kozepe) felezi az atlok felez6pontjat 6sszekotd szakaszt!

Hatdrozza meg a tér olyan pontjainak halmazat, amelyek egy adott egyenestdl valé tdvolsaga
(a) egy adott tdvolsaggal egyenld;

(b) egy adott tavolsagnal kisebb;

(c) egy adott tavolsdgnal nagyobb,

és egy adott sikra esnek!

Hény részre osztja a teret a tetraéder négy lapjanak sikja?

Hatérozza meg egy adott ponton dtmend, adott egyenesre merdleges egyenesek mértani helyét.
Keressen adott ponton dtmend, két adott sikra merSleges sikot!

Bizonyitsa be, hogy a szabdlyos tetraédert lehet négyzetben metszeni!

(Hajdu tkv. 5.) Egységkockdkbdl épitettiik fol az dbran lathatd 1épcsSs piramist.

(a) Abrazold a testet foliilrdl, illetve oldalrél nézve!

(b) Szamitsd ki a felszinét! Esszerfisitsd a szamitast!

(c) Szamitsd ki a test térfogatat!



48. (Andrasfai: Versenymatek) Melyik hal6é melyik kockdé?

49. (Apéczai tkv. 8.) Egy a oldaléli kocka minden lapjdra kifelé olyan egyenld oldaléld guldkat
illesztiink, amelyeknek magassdga a kocka élének a fele.

(a) Milyen lapjai lesznek az igy kapott testnek?
(b) Konvex vagy konkayv testet kapunk?
(c) Hény éle, hany lapja és hany csucsa lesz az 1) testnek?

50. (Apéczai tkv. 8.) Két egybevagd, négyzet alapu gulat alapjuknal Osszeragasztunk. A guldk min-
den éle 10 cm. Milyen lapok hatdroljdk a testet? Mekkora a térfogata?

Kozépiskolas ismeretekkel megoldhatoé feladatok?

51. Egy ABCD rombusz AB oldalat rogzitjiik, az A cstucsndl levd szogét 0-tdl 180 fokig véltoztatjuk.
Mi lesz az 4tl6k metszéspontjanak a halmaza?

52. Egy trapéz hosszabbik alapja a, rovidebbik alapja b hosszisdgu. Szérai derékszoget zarnak be
egymdssal. Mutassa meg, hogy az alapok felez8pontjat sszek6t6 szakasz hossza (a —b) /2.



53.

54.
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56.

57.

58.

59.

60.

61.

Egy ABC hiromszognek adott az AB oldala, valamint tudjuk, hogy a haromszog A, illetve B
csticsdbol indul6 szogfelez6k 120°-os szoget zarnak be egymdssal. Szerkesztendd a hdromszog
koriilirt kore!

Mutassa meg, hogy a hiromszog ugyanazon oldalhoz tartoz6 szakaszfelezd merdlegese és szog-
felezdje a koriilirt koron metszi egymast.

Az ABC szabdlyos haromszog koriilirt korén felvesziink egy D pontot a C-t nem tartalmazd AB
koriven. Mutassa meg, hogy DC = DA + DB!

Szerkesztendd a hdromszog, ha adott az oldalak, szogek, magassdgok és sulyvonalak koziil ha-
rom adat.

Mutassa meg, hogy egy hdromszdgben

(a) a kozépvonalak 4ltal alkotott hdromszog sulypontja megegyezik az eredeti haromszog suly-
pontjdval,

(b) a kozépvonalak altal alkotott hdromszdg magassdgpontja megegyezik az eredeti haromszog
koriilirt korének kozéppontjaval,

(c) hozzairt koreinek kdzéppontjai altal alkotott haromszog magassdgpontja megegyezik az ere-
deti haromszog beirt korének kdzéppontjaval.

(a) Ha egy hegyesszogii haromszogben 6sszekotjiik a magassagtalppontokat, kozépen a talpponti
haromszoget kapjuk, €s a csticsokndl még hdrom darab haromszog keletkezik. Mutassa meg,
hogy a cstucsokndl keletkez6 haromszogek hasonldk az eredeti hdromszoghoz.

(b) Bizonyitsa be, hogy a talpponti haromszog beirt korének kdzéppontja megegyezik az eredeti
haromszdg magassagpontjaval.

Bizonyitsa be, hogy a haromszog szogfelezjét a szogfelez6k metszéspontja a kovetkezd ardny-
ban osztja: a csucs melletti rész ugy ardnylik a masik részhez, mint a szogfelez6t kozrefogd két
oldal 6sszege a harmadik oldalhoz.

Két, egymadstdl 90 km-re 1év adétorony hatésugara 75, illetve 60 km. A két tornyot dsszekotd
szakaszra merSlegesen a nagyobb hatésugartitél 60 km-re halad egy egyenes it.

(a) Vegyen fel egy koordinata-rendszert igy, hogy az egyik ad6 legyen a kezdGpont, s ebben adja
meg a masik adé koordinatdit, illetve az ut egyenletét!

(b) Hatdrozza meg az ut azon szakaszit, ahol mindkét ad6 foghatd!
(c) Hol nem foghat6 egydltalan adas?

Egy koriv alaki hidat helyezzen el ugy egy koordinata-rendszerben, hogy a hid legmagasabb
pontja legyen a rendszer kdzéppontja, €s a hid ttteste az x tengellyel parhuzamos legyen!

Mi lesz az iv egyenlete, ha a hidf6k tavolsdga 100 méter, és a hid legmagasabb pontja a hidf6khoz
képest 5 méterrel magasabban van?




62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

(a) Adjameg az A = (2;1), B= (0;4) és C = (—5;—2) pontok dltal meghatdrozott hdromszog
sulypontjanak koordinatait!

(b) Adja meg az ABC koré irt kor kdozéppontjanak koordinatait!
(c) Adja meg ABC magassagpontjanak koordinatait!

Bizonyitsa be, hogy egy négyszog atloi akkor és csak akkor merdlegesek egymadsra, ha a szem-
kozti oldalak négyzetdsszege egyenld!

(a) Egy paralelogramma A csticsabdl indul6 két élvektorat jelolje a, illetve b. Hogyan hatarozhat6
meg ezekkel a paralelogramma A csicsabdl az 4tléi felez6pontjdba mutatd vektor?

(b) Egy ABCD trapéz a = AB és ¢ = CD parhuzamos oldalpérjara |c| = |a|/2. Legyen tovabba

AB = a, AD = d. Irjuk fel ezekkel a vektorokkal az A csticsbél az 4tlok felezGpontjdba mutaté
vektort.

(c) Hogyan hatarozhaté meg egy ABCD altalanos négyszog kozépvonalainak metszéspontjaba
mutaté vektor, ha a sik egy pontjabdl a négyszog csucsaihoz vezetd vektorok rendre a, b, ¢, d?

Egy ABCD konvex négyszdgben az AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadoldpontjét, H-t kossiik
0ssze a DC szakasz D-hez kozelebbi harmadolépontjaval, J-vel, valamint az AD szakasz ismét
A-hoz kozelebbi harmadoldpontjat, K-t a BC szakasz B-hez kozelebbi harmadoldpontjdval, I-vel.

Milyen ardnyban osztja a HJ szakaszt az IK szakasz?

Jelolje az egység élhosszusagu szabdlyos tetraéder egy csucsabdl kiindul6 élvektorait a, b és c.
Mi az eredménye a kovetkez6 miiveleteknek:

(a) (a+b)c (b) (a+b)(b+c) (c) (a+b+c)(a—c)?

Mekkora az a sz6g, amely a mellékszogének (a) %—éval, (b) %-ével, (c) %—ével egyenld? (d) g
részével egyenld?

(a) Bizonyitsa be, hogy a derékszogli haromszoget az atfogbéhoz tartoz6 sulyvonal két egyenld
szari haromszdgre bontja.

(b) Bizonyitsa be, hogy ha egy derékszogl haromszogben az egyik szog 30°-os, akkor az ezzel
szemkozti befog6 fele az atfogénak!

(c) Bizonyitsa be, hogy ha egy derékszogli haromszog egyik szoge 15°-o0s, akkor az atfogéhoz
tartoz6 magassag negyede az atfogonak!

(a) Szerkessziink 1+ /5 hossziisagu szakaszt, ha ismert az egység hosszi szakasz!

(b) Szerkessziink 36°-os szoget!

(c) Szerkessziink szabélyos 10-szoget!

(a) Szerkessziik meg az a és b szakaszhoz a \/ab hosszisigi szakaszt!

(b) Adott egy a és egy a” hossziisigi szakasz. Szerkessziink egységnyi hosszisagu szakaszt!
(c) Megszerkeszthet-e adott a, b hosszu szakaszokbodl az egységnyi hosszisagu szakasz?

(d) Szerkessziink a és b hosszisagi szakaszokat, ha adott egy |a — b| > 0 és egy Vab hosszi
szakasz.

(a) Szerkessziink \4/ 17+ /13 hosszusigu szakaszt, ha ismert az egység!
(b) Szerkessziink egység hosszi szakaszt, ha ismert a \4/ 174 +/13 hosszusagu szakasz!

Szerkessziink derékszogili haromszoget, ha ismerjiik azt a két szeletet, amelyekre az egyik he-
gyesszog felezdje vigja szét a szemkozti oldalt.



73. (a) Egy goétikus ablak felsé része két korivbol all. Ezek sugara egyenld az ablak a szélességével.
Mekkora annak a kornek a sugara, amely a két korivet és a vizszintes keresztfét érinti?

(b) Szamitsa ki az abrén r-rel jelolt sugarat, ha R-et ismertnek tételezziik fel.

R
a) b)

74. Legyen M az ABCD hiirnégyszog AC és BD éatldinak metszéspontja. Bizonyitsa be, hogy

AM -BC-CD =CM -AB-AD.

75. Az ABCD szimmetrikus trapéz (hurtrapéz) parhuzamos oldalai AB = 12, CD = 6, a szérak 5
hossziak. A trapézt elviagtuk egy olyan, az AC atléval parhuzamos egyenessel, amely felezi a
trapéz teriiletét. Hol metszi ez az egyenes a trapéz AB oldalat?

76. Az ABC hiaromszog AB oldaldnak F felez6pontjan at hizzunk parhuzamost a szemkozti szog
szdgfelezGjével! Ez az AC oldal egyenesét B'-ben, a BC oldal egyenesét A’-ben metszi. Bizonyit-
sa be, hogy AB' = BA"!

77. (a) Szerkessze meg a haromszoget, ha ismert az a oldala, a szemben fekvd o szog, valamint a
beirt kor sugara!

(b) Szerkessze meg a haromszoget, ha ismert az a oldala, a szemben fekvld o szog, valamint az
a oldalhoz kiviilr6l irt kor sugara!

78. (a) Bizonyitsa be, hogy egy trapéz atl6i a pairhuzamos oldalak aranyaban osztjdk egymast!

(b) Egy trapéz parhuzamos oldalai hossza 9 és 12. Egy ezekkel parhuzamos szakasz a szarakat
a hosszabb alaptdl szamitva 1 : 2 ardnyban osztja. Milyen hosszu részekre osztja a trapéz egyik
atlgja ezt a szakaszt?

79. Igazolja, hogy a kor egy pontjanak egy hur egyenesétdl mért tdvolsdga mértani kdzepe a hirvég-
pontokhoz tartoz6 érintdktdl mért tdvolsdgoknak.

Egy tetszoleges paralelepipedon csiicsainak sztenderd betiizése a kovetkezot fogja jelenteni. A csticsok
neve A, B, C, D, E, F, G és H. ABCD az egyik lapja, EFGH a szemkozti lap gy, hogy AE, BF,
CG, DH is egy-egy él. A tovdbbiakban minden paralelepipedon csiicsait sztenderd betiizését fogjuk
haszndlni.

80. Adott két metsz sik és egy rajuk nem illeszkeds pont. Allitsunk a pontbdl a sikokra merdleges
egyeneseket. Bizonyitsa be, hogy a merdlegesek talppontjat 6sszekot6 egyenes merdleges a sikok
metszésvonalara!

81. Adottak a térbeli a, b, ¢ egyenesek, valamint egy P, ezekre nem illeszked6 pont. Adjunk meg
olyan sikot, amely tartalmazza a P pontot, és ugyanakkora szoget zar be az adott egyenesekkel.

82. (a) Mekkora szoget zar be a kocka két atloja?
(b) Mekkora szoget zar be a kocka testatlgja egy €llel?



83.
84.
85.
86.

87.

88.

89.
90.

91.

92,

93.

9.

Bizonyitsa be, hogy a téglatest testatléinak négyzetdsszege egyenld az élek négyzetosszegével!
Szamitsa ki az egység €1l szabdlyos tetraéder koré irhaté gomb sugarat!
Hény fokos, testatld koriili forgatds viszi a kockat 6nmagéba?

(D (a) Valassza ki a sik két tetszdleges kiilonboz6 egyenesét. Hatdrozza meg, hogy ezeket mint
tilkortengelyeket tekintve milyen transzformaciét kaphatunk a két tiikkrozés szorzataként! (Sor-
rend?)

(b) Hatdrozza meg a transzformdciok fixpontjait, fixegyeneseit, fixkoreit!
(c) Jellemezze a transzformacidk fixalakzatait!
(d) Milyen tulajdonsdgokat tart meg (szog, tavolsdg, koriiljaras, arany)?

(II) (a) Vdlassza ki a sik harom tetszbleges, egymadstdl kiilonbozd egyenesét. Hatdrozza meg,
hogy ezeket mint tiikortengelyeket tekintve milyen transzformdciét kaphatunk a harom tiikkrozés
szorzataként!

(b) Hatdrozza meg a transzformdcidk fixpontjait, fixegyeneseit, fixkoreit!
(c) Jellemezze a transzformaciok fixalakzatait!
(d) Milyen tulajdonsdgokat tart meg (szog, tavolsag, koriiljaras, arany)?

(I) Adott az AB és CD két egyenld hosszisagu, parhuzamos szakasz. A sik tetszSleges pontjat
centrdlisan tiikkrozziik az A, majd a B pontra, illetve a C, majd a D pontra. Mi a két kapott pont
viszonya?

(II) Adottak egy n-szog oldalfelez6 pontjai. Szerkesztendd az n-szog, ha n értéke

(a) 3, (b) 5, ()7, (d) 4, (e) 2k+1, (f) 2k

Mi a kapcsolat az (I) résszel?

Egy alakzatnak van n

(a) tiikkortengelye; (b) szimmetriacentruma.

Mi mondhaté az alakzatrél szimmetria szempontb6l?

Fektessiink a tér adott P pontjan at olyan egyenest, amely metszi a tér két adott egyenesét.

Adott a térben n egyenes, amelyek koziil barmely kettd metszi egymadst. Igazolja, hogy az egye-
nesek vagy mind egy sikban vannak, vagy mind egy ponton mennek at!

Hatérozza meg azt az e egyenest, amely az a és b kitérd egyeneseket metszi, €s parhuzamos az
adott ¢ egyenessel!

Egy AB szakasz végpontjainak tdvolsaga az S siktdl a, illetve b. A szakasz C pontja m : n ardnyban
osztja a szakaszt. Mekkora a C pont S sikt6l mért tdvolsaga?

(a) Egy négyszog harom csucsat rogzitve a negyedik csicsot egy egyenesen mozgatjuk. Adjuk
meg az oldalfelez6 pontok dltal meghatarozott paralelogrammak kozéppontjanak mértani helyét!

(b) Egy négyszog hidrom csicsat rogzitve a negyedik csticsot egy sikon mozgatjuk. Adjuk meg
az oldalfelez6 pontok altal meghatdrozott paralelogrammak kozéppontjdnak mértani helyét!

Egy parabola keresztmetszet tiikkor keresztmetszetét rajzolja le tigy egy koordinédta-rendszerben
az y tengelyre szimmetrikusan, hogy a parabola ,,fenékpontja” éppen az origéban legyen. Ekkor
a tiikor parabolametszete egyik széls pontjanak koordinétdi (4;4).

(a) Mi a parabola egyenlete?

(b) Mi annak az 5 egység sugaru kornek az egyenlete, amely dtmegy a megadott (4;4) ponton és
a parabola fenékpontjan?
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9s.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

10s.

106.

107.

Adott az A(2;3) és B(10;6) pont. Hol helyezkednek el a sikban azok a P pontok, amelyekre
|AP|?> — |BP|> = 20 teljesiil?

Az e egyenesen felvessziik az A, B, C pontokat ebben a sorrendben. Az AB szakaszra irjuk az
ABXY, a BC szakaszra a BCUV négyzetet! Igazolja, hogy az AU és CY szakaszok P metszés-
pontja illeszkedik az e-re B-ben emelt merSlegesre!

Meghatéarozhat6-e a BP : PX, illetve a BP : PV ardny?

[rja fel az (u;v) kozépponti P ponton dtmend kor egyenletét, valamint a Q pontbeli érintjének
egyenletét!

Egy 10 m x 10 m-es kertben két atellenes sarokban kikotottek egy-egy kutyat. Az egyiknek
8 méteres, a méasiknak 7 méteres a péraza. At akarok vagni a telken a mdsik két dtellenes sarok
kozott.

(a) Mekkora a legrovidebb ttszakasz, amelyet a két kutya dltal kozosen 6rzott teriileten be kell
jarnom?

(b) Haugy vagok 4t a telken, hogy a két kutya éltal kozosen bejarhaté részen a lehetd legrovidebb
utat tegyem meg, és a teljes ut is a lehetd legrovidebb legyen, akkor milyen hosszu utat kell
bejarnom?

Az ABCD négyszogben a = E és b= IY' vektorok egy négyszog szemkozti oldalvektorai.
Igazolja, hogy az AD oldal F; és BC oldal F, felezGpontjaira k := Fi F, = %(a +b).

Egy korben vegyiink fel harom, sugér hosszusagu hurt: AB, CD, EF. Bizonyitsa be, hogy BC,
DE, FA szakaszok felezGpontjai egy szabdlyos haromszog cstcsai. (Segitség: Egy a vektor 60°-
os, illetve 120°-o0s elforgatottjdra, a’-re, illetve a”-re fennall, hogy a’ = a” + a. Igazoljuk!)

Ismert, hogy egy konvex négyszog oldalfelez6pontjai egy paralelogrammat hatdroznak meg. Mi-
lyen feltételek mellett lesz ez a paralelogramma (a) rombusz; (b) téglalap; (c) négyzet?

Szerkessziink paralelogrammat, ha egyik szemkozti oldalpérja két adott parhuzamos egyenesen
van, a masik szemkozti oldalparjanak egyenesei egy-egy adott pontra illeszkednek, €s adott még
az egyik 4tlo irdnya!

Hol a hiba a kovetkezd gondolatmenetben? Vegyiik fel a sikon az A, B, C, D pontokat ugy, hogy
ne legyenek egy koron, tovabba, az A, B és C, D pontpédrok ne legyenek parhuzamos egyenese-
ken. Ekkor az AB felez6 mer6legese és CD felez6 merdlegese metszik egymdst egy O pontban,
de ez az O egyenld tavolsdgban van az A-t6l és B-t6l — hiszen rajta van AB felez6 merdlegesén —
és ugyanilyen okndl fogva C-t6l és D-t6l is, igy O egyenld tdvolsdgra van mind a négy ponttdl,
ezért van olyan O kozéppontu kor, amely tartalmazza a pontokat, holott ezeket tgy vettiik fel,
hogy ne legyenek egy koron.

Milyen hibdba lehet beleesni a kovetkezd kérdés megvalaszoldsakor? Mi azoknak a pontoknak
a mértani helye, amelyeknek egy szog két szaratdl mért tavolsdgainak kiilonbsége egy adott
szakasz hosszaval egyenl$?

Adott két pont. Bizonyitsa be, hogy azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyekre e két pont-
tél mért tdvolsdgok aranya allandd, kor (in. Apollonius-kor).

Adott a sik A és B pontja. Mi azoknak a C pontoknak a mértani helye, amelyekre AC? + BC?
allando érték?

Hatdrozza meg a tér olyan pontjainak halmazit, amelyek két adott siktél mért tdvolsdgainak
ardnya adott allando.
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108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.
119.

Hatarozza meg a tér olyan pontjainak halmazit, amelyek két adott siktdl mért tdvolsdgainak
Osszege vagy kiilonbsége adott allando.

Adott egy pont és egy sik és rajta kiviil két pont. Hatdrozza meg az adott pontokon dtmend és a
sikot érinté gdbmbok kozéppontjainak mértani helyét.

Hatédrozza meg az olyan pontok mértani helyét, amelyekbdl két adott gombhoz egyenld hosszu
érint6k hizhatok.

Hatdrozza meg egy adott ponton dtmend, adott egyenessel adott szoget bezar6 egyenesek mértani
helyét.

Igaz-e az aldbbi dllitds? Ha egy tetraéder szemkozti élei egymadsra merSlegesek, akkor barmelyik
csucspontnak a szemkozti lapra esd merdleges vetiilete a lap magassdgpontja!

Bizonyitsa be, hogy ha egy tetraéder két magassaga metszi egymadst, akkor a masik kettd is metszi
egymast!

Bizonyitsa be, hogy két, egybevdgo triéderrel (térszoglet) rendelkezd tetraéder térfogatanak ara-
nya egyenld a triéderekhez tartozo élek szorzatdnak ardnyéval!

Bizonyitsa be, hogy minden tetraéderhez taldlhaté olyan gomb, amely a tetraéder egyik oldaldt,
tovabba a harom masik oldal sikjat érinti. (Négy ilyen, un. hozzdirt gomb van.)

Bizonyitsa be, hogy ha a tetraéder szemkozti éleinek 0sszege mindhdrom élpérra ugyanannyi,
akkor a tetraédernek van érint6gdmbje.

Bizonyitsa be, hogy az ABCD tetraéder AB élén atmend belsé lapszogfelezd sik a CD élt olyan
M pontban metszi, amelyre a CM és M D szakaszok ardnya megegyezik az ABC és ABD harom-
szogek teriiletének ardnyaval.

Bizonyitsa be, hogy ha egy tetraéder lapjai egyenld teriiletiiek, akkor egybevigoak is.

Igazolja, hogy hdrom, nem kollinedris kozéppontu kor hasonldsdgi pontjai egy egyenesen van-
nak.
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»,Egy feladat tobb megoldasa” — adalék elemzéshez

Az elemz€s szempontrendszere a honlapunkon olvashat6. Alaplépései vazlatosan:
1. a feladat értelmezése; 2. a megoldas terve; 3. a terv megval0sitdsa; 4. reflexio.

Vizsgéljuk meg az alabbi feladatra adott megoldasokat! Gondoljuk meg, hogy melyikhez milyen meg-
kozelitéssel lehet eljutni! Allitsunk fel nehézségi sorrendet a megoldasok kozott. Diszkutaljuk a fel-
adatot. Vizsgaljuk meg, hogy mennyire kotédnek az dbrdhoz a megolddsok.

Feladat: Egy egyenld szard haromszog alapjan felvett P pontbdl a szdrakkal parhuzamost hizunk,
ezek a szdrakat Q és R pontban metszik. Bizonyitand6, hogy a P pontnak a QR egyenesre vonatkozé
tilkorképe a haromszog koré irt kor keriiletén van.

A

1. megoldas. Az egyenl$ szard haromszog alappal szemkozti csicsdt A-val, alapon 1évé masik két
csucsét B-vel és C-vel jeloljiik. A Q pont az AC szaron, az R pont az AB szdron van. A P pontnak a QR
egyenesre vonatkozo tiikkorképét D jeloli. DQ és AB metszéspontja E.

Az A, B, C, D pontok egy kordn vannak, ha

ABD< = ACD«<.
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Feladatunk megoldasa ennek az egyenloségnek igazoldsat jelenti. A szerkesztésbol kovetkezik, hogy a
QPCA és RBPA hasonlé az ABC/\-hoz. Tehat ezek is egyenld szartak, azaz QC = QP és RB = RP.
A tiikrozés kovetkezménye, hogy QP = OD és RP = RD. Eredményeinket 0sszevetve QC = QD és
RB = RD, azaz a QCDA és RBD/\ egyenld szaru. E két haromszog alapjandl fekvs szogek egyen-
16ségének bizonyitdsat tlztiik ki éppen célunkul. Egyenld szard haromszogek alapjanal fekvé szogei
egyenlSk, ha csucsuknal 1év6 szogeik egyenlk. A QCDA és RBD/\ cstcsanal fekvo szoge egyenld,
ha mellékszogeik egyenldk:
AQD< = ARD«.

E szogegyenlGséget kell tehat bizonyitanunk. Ezek a szogek az AQE A-ben és a DRE /A-ben szerepel-
nek. E haromszogeknek E-nél 1€vd szogei csicsszogek s igy egyenldk. A bizonyitand6 egyenl&ség
tehdt igaz, ha a haromszogek harmadik szogei egyenldk:

QAR<{QDR<.

E két sz0g viszont egyenld, mert mindkettd egyenld a QPR<-gel: az egyik tiikorképe, a masik az AQPR
paralelogrammdban vele szemkozti szog.

2. megoldas. Ki kell mutatnunk, hogy az ABCD négyszog hirnégyszog. Ehhez viszont elég azt belétni,
hogy e négyszog szemkozti szogeinek 6sszege egyenld, dbrank esetében:

A<+B<a =Ca+ D«
Ugyanis e négy szog Osszege 360°, és igy — ha az dllitott egyenl&ség fenndll — az ABCD négyszog

szemkozti szogeinek dsszege 180°, tehdt e négyszog hirnégyszog.

Az egyenld szari ABCA alapjanal fekvé szogei (egyives) egyenldk. Az elsé megolddsbdl tudjuk, hogy
az RBD/\ egyenl§ szard, s igy az ennek alapjandl fekvo szogek (kétives) is egyenlok. Az AQRD négy-
sz0g szimmetrikus trapé€z, ugyanis atloi egyenlok: AR = QD (mindkettd egyenlé a QP tdvolsaggal,
egyrészt az AQPR paralelogramma szemkozti oldalaiként, mésrészt a tiikrozés folytan), és két szem-
kozti oldala egyenld (az eldbbi indokolds szerint mindketté egyenld az RP tdvolsdggal). Az AQRD
szimmetrikus trapéz egyik parhuzamos oldalanal fekvo szogei (haromives) tehat egyenlok.

Az Allitott szogegyenl6ség mindkét oldala egy-egy egyives, kétives €s haromives szog Osszege. Ezért
ez az egyenldség valdban fenndll.

3. megoldas. Az elsé megolddsnal mar belattuk, hogy QC = QP = QD és RB = RP = RD. Tehat a C,
P, D pontokon éathaladé kor kozéppontja Q, a B, P, D pontokon athaladé kor kézéppontja pedig R. E
korokre alkalmazzuk a kertileti €s ugyanazon iven nyugvo kozépponti szogek tételét. E tétel szerint:

1

CDP< = ECQP<I,
1

PDB< = 5PRB<I.

A jobb oldalakon szerepld szogek s a CAB< egyenldk, mert szdraik parhuzamosak és egyiranyuak.
A bal oldali szogek 6sszege CDB<. Egyenleteink 6sszeaddsabdl tehat

CDB< = CAB<

adddik s igy A és D ugyanazon a B és C ponton dthaladé koriven van.
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4. megoldas. A masodik megoldasndl mar belattuk, hogy az AQRD négyszog szimmetrikus trapéz.
Tehat a D pont az A pontnak tiikorképe a OR tavolsag felez6 merblegesére vonatkozolag. A kor kerii-
letének egy pontjat egy egyenesre tiikkrozve tjbdl a kor keriiletén 1év6 pontot kapunk, ha az egyenes
athalad a kor kozéppontjan. Tehat azt kell belatnunk, hogy QR felezd mer6legese dthalad az ABCA
koré irt kor kdozéppontjan.

Két pont tavolsaganak felezd merSlegese akkor halad at egy kor kozéppontjan, ha a két pont a kor
kozéppontjatol egyenld tavolsagra van. Azt kell tehat igazolnunk, hogy Q és R az ABCA koré irt kor
O kozéppontjitdl egyenld tdvolsigra van.

Az ABCA koré irt korben, a kor kozéppontja koriil elforgatjuk a BA hurt, amig a (vele egyenld hosszi)
AC hurt nem fedi. E forgatas az R pontot a Q pontba viszi, hiszen BR = AQ, mert a szerkesztés folytan
mindkettd egyenl6 a PR tavolsdggal. A kor kozéppontja koriil valé forgatdssal egymadsba atvihet pon-
tok a kor kozéppontjatdl egyenld tavolsdgra vannak. Tehat Q és R valdban egyenld tavolsdgra van az
ABCA koré irt kor kozéppontjatdl.

5. megoldas. Rajzoljuk meg a harmadik megolddsban mar szerepelt Q kozéppontd kort a C, P, D pon-
tokon 4t s az R kozéppontu kort a B, P, D pontokon ét. E korok C, illetve B pontban szerkesztett érintdi
merdlegesek az AC, illetve AB szarra. Tehat ezek az érintSk egymast az ABCA tiikortengelyén 1éve M
pontban metszik és igy MB = MC.' Az M pontnak hatvanya a szerepl& két korre vonatkozélag MB, il-
letve MC négyzete. Ezek egyenl&sége folytdn M rajta van a két kor hatvanyvonaldn. Ez a hatvdnyvonal
athalad a korok metszéspontjain: a P ponton s ennek a korok kozéppontjait 6sszekotd QR egyenesre
vonatkozo tiikorképén, a D ponton.

Tehdt M, P, D egy egyenesen helyezkednek el, és a hatvany értelmezése szerint:
= ) 0
MP-MD =MB" =MC".

Az inverzid fogalom felhasznaldsdval megéllapitdsunkat ugy is szovegezhetjiik, hogy a D pont a P
pontnak az M koriil MB = MC sugérral irt korre vonatkozé inverze. Minthogy P a BC egyenesen van,
a D pont ennek az egyenesnek inverzén van rajta. Tudjuk, hogy egy egyenes inverze egy, az inverzid

IBeldthat6, hogy M illeszkedik a hdromszog koré frhaté korre. Beldthaté — az alabbi 4llitdsbol — , hogy D is illeszkedik
erre a korre. (Az allitas: Az ABC haromszog BC oldalan felvessziik az E (belsd) pontot, majd az E-n d&tmend, az AB, illetve
az AC egyenesét B-ben, illetve C-ben érint6 koroket szerkesztiink. Igazolja, hogy az érint6 korok masik metszéspontja rajta
van a hdromszog koré frhatd koron!) Hogyan?
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polusén athaladé kor. Mivel a B és C pont 6nmagénak inverze, a BC egyenes inverze az M, B, C pon-
tokon dthaladé kor. Egy kor kozos végpontd hdrjainak masik végpontjdban emelt merdlegesek a koron
metszik egymast. Ezért az M, B, C pontokon athalad6 kor dthalad az MB és MC hurok végpontjaiban
emelt merdlegesek A metszéspontjan. Tehdt a D pont rajta van az A, B, C pontokon dthaladé koron.
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