Elemi matematika 1g

1. Osztok és tobbszorosok

1. Egy tablara felirtuk az 1, 2, 3, ..., 1999, 2000 szamokat (az els6 2000 darab pozitiv egészet). Ezek
koziil két tetszSleges szamot letoroltiink, és helyettiik a kiilonbségiiket irtuk fel. Ezt az eljarast addig
ismételtiik, amig egyetlen szdm maradt. Meg lehet-e mondani, hogy ez paros, vagy paratlan?

Ha nem 2000-ig, hanem n-ig irtuk fel a szdmokat, akkor mi lesz az utols6 szdm paritdsa?

2. Allapitsuk meg, hogy az alabbi kivetkeztetések koziil melyik igaz tetszdleges x egész szdmra!

(a)
(b)
©
(d
(e)
()
€3]
(h)

6|xés5|xésll|x) =330]|x

(6] xés20 | x) =120 | x

13 | 120x = 13| x

7| x? =7|x =492

15 | x? =15|x =225]|x%

12 | x? =12|x =144 |x%

11| xyz = (11| x vagy 11 | y vagy 11 | 2)
15| xy = (15| x vagy 15| y)

3. Adjuk meg primtényezds alakban azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amelyre igaz az allitas:

(a) 5-tel oszthat6 négyzetszam

(b) 10-zel oszthat6 négyzetszam

(c) 21-gyel oszthaté négyzetszam

(d) 3-mal oszthaté paros négyzetszdm

(e) S-tel oszthat6 0-ra végz8ds négyzetszam
(f) 12-vel oszthat6 kobszam
(g) 27-tel és 24-gyel oszthatd négyzetszdm

(h) péros, 3-mal oszthat6, de 18-cal nem oszthatd négyzetszam

(i) 20-szal oszthat6 és a dupldja négyzetszam

4. Ketten jatszanak. Felvéltva ifrnak be egy-egy (,,+ vagy ,,—) miveleti jelet minden szdm elé (az 1-es
elé is tehetnek + vagy — elGjelet) az aldbbi sorban:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

(a) ,,Kezd§” azt szeretné, hogy a legvégiil kapott elGjeles 6sszeg paros legyen, mig ,,Masodik™ azt

szeretné, hogy pdratlan legyen. Hogyan érdemes jatszani?
Kinek kedvez§ a jaték?

(b) Mi a helyzet akkor, ha megforditjuk a szerepeket, vagyis ha ,,Mdsodik™ célja, hogy az Osszeg

paros legyen?

5. Ketten jatszanak. Felvdltva irnak be egy-egy (,,+” vagy ,,—) miveleti jelet minden szdm elé (az 1-es
elé is tehetnek + vagy — eldjelet) az aldbbi sorban:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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(a) ,,Kezd§” azt szeretné, hogy a legvégiil kapott elGjeles 0sszeg oszthaté legyen harommal, mig
»Madsodik” azt szeretné, hogy ne legyen oszthat6 vele. Hogyan érdemes jatszani? Kinek kedvezd
a jaték?

(b) Mi ahelyzet akkor, ha megforditjuk a szerepeket, vagyis ha ,,Mdasodik™ célja az 6sszeg harommal
val6 oszthatsaga.

Keressiink megfelel§ m, n, k szamokat, amelyekre valamennyi alabbi feltétel teljesiil! ((a; b) az a és b
egész szamok legnagyobb kozos osztéjat jelenti, [a; b] pedig a legkisebb kdzos tobbszorosiiket.)

(@) (myn) =12, (m; k) = 80és (n; k) =77
(b) (m;n) =21 és[m;n] =3689
(¢) (m;n) =120 és Smn négyzetszam.

Rajzoljuk le az

(a) 2-vel, a 3-mal, a 4-gyel;

(b) 4-gyel, a 6-tal, a 12-vel;

(c) 3-mal, 4-gyel, a 6-tal;

(d) 30-cal, a 42-vel, a 70-nel, a 105-tel;
(e) 12-vel, a 10-zel, a 15-tel, 20-szal

oszthatd szdmok halmazait ,,optimdlis” Venn-diagramon, tehat a diagramon ne legyen olyan tartomdny,
ahova nem frhat6 egész szdm, de minden egész szdmot be lehessen irni egy és csakis egy tartomanyba.
(a) Héany O-ra végzddik a 100!?
(b) Mi az utols6é nem 0 szamjegye a 100!-nak?

Hény olyan kiilonb6z8d szampdar van, amelyeknek legnagyobb kozos osztdja 7, a legkisebb kozos
tobbszorose pedig 186 3407

Melyik az a legnagyobb négyzetszdm, amely osztdja az 50!-nak?
(a) Hany olyan 600-ndl kisebb természetes szdm van, amelyik sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel nem
oszthat6?
(b) Hany olyan természetes szam van, amelyik 6000-nél kisebb é€s relativ prim a 6000-hez?

Mi a sziikséges €s elégséges feltétele annak, hogy egy szdm pdros osztdinak Osszege kisebb legyen a
paratlan osztok 0sszegénél?

(a) Egy sorban elhelyeztiink 100 korongot, amelyek egyik fele piros, a mésik kék. Kezdetben
minden korongnak a piros fele van feliil. Ezutan els6 1épésben az 6sszes korongot megforditjuk.
Misodik 1épésben minden masodikat megforditunk, a harmadik 1épésben minden harmadikat és
igy tovabb, a k-adik 1épésben minden k-adik korongot megforditunk, végiil csak a szdzadikat.
Hény korongnak lesz végiil a kék fele feliil?

(b) Mi a helyzet akkor, ha minden k-adik 1épésben minden k-adik korongot k-szor forditunk meg?

Egy kupacban 20 szdl gyufa van. Ketten felvaltva vesznek el gyufdkat a kupacbdl, egyszerre 1-et, 2-t
vagy 3-at sajat dontésiik szerint. Az nyer, aki az utolsonak maradt gyufat vagy gyufakat veszi el.

(a) Kinek van nyer§ stratégidja, a kezdének vagy az ellenfelének? Hogyan kell jatszania, hogy
nyerjen?
(b) Hogyan mdédosul a vélasz 20 helyett mas gyufaszam esetén?
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(c) Elemezziik a jatékot az altaldnos esetben is, tehat amikor n szdmu gyufaval jdtszanak, és 1-t6l
m-ig tetszbleges szamu gyufaszélat vehetnek el!

Piroska €s Farkas egy hosszu tdblén jatszik, amelynek mez&i 0-t6l 100-ig vannak szamozva. Kezdetben
Piroska bdbuja a 100-on, Farkasé a O-n 4ll. A két jatékos felvdltva 1€p, Farkas mindig a nagyobb
sorszdmu mezdk irdnyaban 1-gyel, 2-vel vagy 3-mal teszi arrébb a babujat, mig Piroska az ellenkezd
irdnyba 1ép szintén 1-et, 2-t vagy 3-at. Az nyer, aki kiiiti a masik figurdjat, azaz 1épésével épp oda jut,
ahol a masik 4ll. Kinek kedvezd a jaték, annak, aki els6nek 1ép, vagy annak, aki mdsodiknak?

(a) Eldéll-e a 2000 valahany (legaldbb kettd) egymast kovets egész szam Osszegeként?

(b) Elgéll-e a 2000 valahéany (legaldbb kettd) egymast kdvetd pozitiv egész osszegeként?

(c) A fenti [(a), (b)] esetekben hanyféle elGallitas van?

(d) El&éll-e a 2000 szomszédos paros természetes szamok 0sszegeként?

(e) Mi a helyzet més szamokkal?

1-t61 10-ig a szdmokat szdmkartydkra irtuk. Sz€t lehet-e ezeket a kartydkat osztani 2 (3, 4, 5) dobozba
ugy, hogy a szamok

(a) Osszege, (b) szorzata
mindegyik dobozban ugyanannyi legyen?

Legyen n 4-gyel oszthatd egész, és jelentse S az [1, n] intervallumba esd, n-hez relativ primszamok
Osszegét, T az [1, %] intervallumba esd, n-hez relativ primszdmok 0sszegét. Tehat pl. amikor n = 4,
akkor § = 1 + 3; T = 1. Bizonyitsuk be, hogy az % hanyados n-tdl fiiggetleniil mindig 4.
(a) Igaz-e, hogy 5 (nem feltétleniil kiilonboz6) egész szam koziil mindig ki lehet valasztani harmat
ugy, hogy az 0sszegiik oszthat6 legyen 3-mal?
(b) Igaz-e, hogy 3 (nem feltétleniil kiilonbozd) egész szam koziil mindig ki lehet valasztani valah4-
nyat ugy, hogy az 0sszeg oszthat6 legyen 3-mal? (Az egytagu Osszeget is 0sszegnek tekintjiik.)
(c) Igaz-e minden k pozitiv egészre, hogy k darab szam koziil mindig kivélaszthaté néhany, amelyek
0sszege oszthat6 k-val?
10 db szamkartyéra felirtunk egyet-egyet a 0, 1, 2, 3, ..., 9 szdmjegyek koziil. Egymas mellé rakva
valahdny szamkdrtyat szamokat készitiink. Minden kértyat pontosan egyszer haszndlunk fel. Lehet-e
az igy elkészitett szamok dsszege 1007

Egy adott korvonalon 44 fa helyezkedik el. Mindegyik fan iil egy majom. Adott jelre valamelyik két
majom 4tugrik a szomszéd fara, az egyik az dramutat6 jardsaval azonos, a mésik az ramutato jarasaval
ellentétes irdnyba. Ilyen ugrdsokkal elérhet6-e, hogy minden majom ugyanazon a fan legyen?

A 2, 22,222, 2222, .... Tartalmaz-e a mindig eggyel tobb kettes szdmjegyet tartalmazé szamok
sorozata végtelen sok

(a) harommal; (b) héttel; (c) kilenccel; (d) 111-gyel
oszthat6 szamot?
Figyelje meg ugyanezt mds szammal vald oszthatdsdgokra is!
Milyen p primszdmokra igaz az, hogy akdrmilyen a egész szam esetén (a+1)> +(a+2)> +- - -+ (a+p)?
oszthat6 p-vel?

Legyen n pozitiv egész szam €és nem primszam. Legyen p az n legkisebb primoszt6ja. Bizonyitsuk be,
hogy p > +/n esetén 2 is prim!
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Legyen a 1-nél nagyobb szam és nem egész, legyen tovdbbd n az a-ndl kisebb pozitiv egész szam.
Bizonyitsuk be, hogy -5 - a €s a kozdtt van egész szam!

Oszthatosagi szabalyok

Tudjuk — mert valaki megmondta, akinek elhissziik —, hogy
35! =10333147966386144929ab6651337523200. . .,

ahol a kipontozott helyen mar csak 0-k dllnak. Hatdrozzuk meg az a és a b szdmjegyet!
Keressiink olyan négyzetszamot, amelyben 150 a szdmjegyek Osszege!

Adjunk meg harom kiilonb6z6 szdmot tgy, hogy semelyik kettd ne legyen relativ prim, de a hdrom
szam relativ prim legyen!

Adjunk meg végtelen sok ilyen szamhédrmast!

Az 4bran lathat6 75°-os korcikket elforgatjuk 75°-kal az 6ra jardsaval ellenkez$ forgdsirdnyban. A
kapott korcikket tjbol elforgatjuk 75°-kal stb. Hanyszor kell a forgatast elvégezni, hogy az elforgatott
korcikk pontosan fedje az eredeti korcikket?

i\

Egy a x b-s racstéglalapnak behuzzuk az egyik atlojét, és kiszinezziik azokat a rdcsnégyzeteket,
amelyekbe az 4tl6 belemetsz (amelyeknek kdzos szakasza van az atloval). (Lasd az dbrat!) Hiny mezd
lesz kiszinezve?

5 6

Melyik a legkisebb pozitiv egész szdm, amely csak 0 és 1-es szdmjegyet tartalmaz, és oszthat6 792-vel?

Szamrendszerek

Irjuk fel tizes szamrendszerben azokat a szamokat, amelyek tizenegyes szamrendszerben a0b, a kilences
szamrendszerben pedig b0a alakuiak!

Allitsuk el8 2010-et kettes szamrendszerben, azaz

n

an-Zk:nm-2m+nm_1 2y oty 2242 g - 20 (1)
k=0
alakban, ahol m, ng, ny, . .., n,, egészek, m pozitiv, és k € {0, 1,...,m} esetén 0 < ny < 1.
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A tizes szamrendszerbeli 2010, tehat 20109 nem oszthatd héttel.

(a) Mutassuk meg, hogy ha a szdmrendszer alapszdma oszthat6 7-tel, akkor abban a szdmrendszer-
ben a 2010 alakban leirt szam is oszthat6 7-tel.

(b) Van-e olyan, héttel nem oszthat6 a alap, hogy a 2010, szdm oszthat6 7-tel?
(c) Van-e olyan tizeneggyel nem oszthat6 a alap, hogy a 2010, szam oszthat6 11-gyel?

Bizonyitandd, hogy egy szdm akkor és csak akkor oszthat6 7-tel, ha utols6 szdmjegyének kilencszeresét
levonva az utolsé szdmjegy levagdsdval keletkezd (1-gyel kevesebb jegyl szambdl) 7-tel oszthatd
szdmot kapunk.

Milyen maradékot ad az 125574392777 540 024 3079 szam 2-vel, 3-mal, ..., 9-cel, 10-zel osztva?
Mi a helyzet 8-as, illetve 9-es szimrendszerben?

Melyek azok a szdmrendszerek, amelyekben az
(a) 169; (b) 196; (c) 225
szamjegysorozattal leirt szdm négyzetszdm?

Egy hdromjegy( szdm 100-as helyiértéken levs jegyét toroltiik, majd a kapott kétjegyd szamot meg-
szoroztuk 7-tel. Eredményiil az eredeti haromjegyd szdmot kaptuk. Mi lehetett ez a hdromjegyl szdm?

(a) Melyik az a szdmrendszer, amelyben a 2222 és a 0,201 0201020102010... szdmok szorzata
egész szdm?
(b) Melyik szamrendszerben teljesiil a

2010 - 0,2222222 - .- = 2222 - 0,201 020 102 010. ..

Osszefiiggés?

Allitsuk elé 2010-et faktoridlis szamrendszerben, azaz

Zmnk-k! =ty + gy (=D + . 33 +np 20+ - 1+ g - 0! 2)
k=0
alakban, ahol m, ng, ny, ny, ..., n,, egészek, m pozitiv, és k € {0,1,...,m} esetén 0 < n; < k.

Ketten a kovetkezd jat€kot jatsszak. Két kupacban gyufaszalak vannak, az egyikben 5, a masikban 7 szal.
A két jatékos felvéltva vesz el gyufat. Egy 1épésben akdrhany — de legaldabb egy — gyufaszal elvehetd,
de egyszerre csak az egyik kupacbdl szabad elvenni. Az nyer, aki utoldra vesz el gyufat, 1épése utdn
mdr egyik kupacban sem marad szdl. Tud-e valamelyikiik tgy jatszani, hogy mindenképpen nyerjen?
Hogyan jétsszon?

Ketten a kovetkezd jatékot jatsszak. Egy 6 X 8-as tdbla jobb felsd sarkdba helyeznek egy bastyat. A két
jatékos felvaltva 1ép a bastydval, mindig lefelé (akarhdny mez6t), vagy balra (tetszSleges szamu mezGt).
Passzolni nem lehet. Az

(a) nyer; (b) veszit,
aki a bal alsé sarokba 1ép a bédstydval. Tud-e valamelyikiik ugy jatszani, hogy mindenképpen nyerjen?
Hogyan jétsszon?

Egy 6 x 8-as tdbla jobb felsd sarkdban 4ll a kirdlynd. Ketten a kovetkezd jatékot jatsszak. A két jatékos
felvaltva 1ép a kirdlyndvel, mindig lefelé (akarhany mezét), vagy balra (tetszSleges szamui mezGt), vagy
atlosan balra lefelé¢ akdrmennyit. Az nyer, aki a bal alsé sarokba helyezi a kirdlyné6t.

Dontstik el, hogy kinek van nyerd stratégidja, Kezd6nek vagy Médsodiknak?
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(a) Bizonyitsuk be, hogy minden 6-nal nagyobb egész szam elGall kiilonbozo primszamok Osszege-
ként!

(b) Tekintsiik az f; = 1; o = 2 és f,+1 = fu + fu—1 sorozatot. (Ez a Fibonacci-sorozat, e sorozat
tagjait Fibonacci-szdmoknak is nevezziik.) Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szdm
el6all kiilonbozo Fibonacci-szdmok 0sszegeként!

(Mind az (a), mind a (b) feladatban a szdmokat tekinthetjiik egytagi 6sszegnek!)

Maradékok

Hat kosarban tojasok voltak. Némelyikben tyuktojasok, mdsokban kacsatojdsok, mindegyik kosarban
csak egyféle. Az egyes kosarakban sorra 8, 13, 15, 18, 19 és 21 tojis volt. ,,Ha eladom ezt a kosar
tojast, akkor kétszer annyi tytktojasom marad, mint kacsatojadsom.” Melyik kosérrol lehet sz6?
(a) Van-e az 59-nek olyan tobbszorose, amely 4 darab 1-es szdmjegyre végzddik?
(b) Haigen, keressiik meg a legkisebb ilyen pozitiv tobbszorost!
(a) Bizonyitsuk be, hogy o0t egész szam koziil ki lehet valasztani harmat, amelyeknek az Osszege
oszthaté harommal!
(b) Igaz-e, hogy 2n — 2 egész szdm koziil ki lehet vdlasztani n-et, amelyeknek Osszege oszthatd
n-nel?
Mutassuk meg, hogy barmely n természetes szamhoz 1étezik olyan csak valahdny egyesbdl, majd utdna
néhdny 0-bol 4116 szam (111...1100...0), amely oszthatd n-nel.
Mi az utolsé szamjegye a 20142014-nek?
Mi az utolsé szamjegye a 20142014-nek hetes szamrendszerben?

Mit ad maradékul 20152916 2017-tel osztva?

Egy Kkis algebraval

Gondoljunk egy 3-jegy( szamra! Ha leirjuk kétszer egymds mellé, akkor egy hatjegy(i szamot kapunk.
Osszuk el ezt a hatjegyd szdmot 13-mal, azutdn az eredményt 11-gyel, majd az igy kapott eredményt
7-tel. Mit tapasztalunk? Mi a magyaradzat?

Gondoljunk egy 3-jegyl szdmra! Készitsiik el a forditottjat, és vonjuk ki a nem kisebbdl a nem
nagyobbat. Az eredményhez adjunk hozzd annak forditottjat. Mit tapasztalunk kiilonbozd szamokkal
prébédlkozva? Mi a magyardzat?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 6tjegyd szdm oszthat6 271-gyel, akkor, ha néhdny szdmjegyet levagunk a
végérdl és a szam elejére tessziik, az igy kapott szadm is oszthat6 lesz 271-gyel!

Egy 6-ra végz48dd, hatjegyd szam végén 4ll6 6-os szamjegyet a szdm elejére rakva a kapott hatjegyd
szam éppen 4-szerese az eredetinek. Mi lehet ez a szdm?

(a) Igaz-e az az 6egyiptomi észrevétel, hogy minden 0 és 1 kozotti tortszam kifejezhetd kiilonbozd,
véges sok torzstort 0sszegeként, ahol a torzstorton 1 szamlalgja tortet értiink?

(b) Legtfeljebb hianytagu 6sszeget kapunk, amikor ez sikeriil?
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(c) Mutassa meg, hogy barmely k < n esetén a % tort elGallithaté pontosan n darab kiillonbozs
torzstort Osszegeként.

Van-e olyan tizes szdmrendszerbeli szam, amelynek k6z€épsd jegyét torolve a beldle igy nyert kétjegyd
szam az eredetinek

(a) hetede; (b) nyolcada; (c) kilencede?

Jancsinak 37-et kellett volna megszoroznia egy kétjegyd szdmmal, amelyben a tizesek helyén allé
szamjegy készer akkora, mint az egyesek helyén 4116 szdmjegy. A példa leirdsakor véletleniil felcserélte
a szorzo6 két szamjegyét, és igy a szorzat a keresettnél 666-tal kisebb lett. Melyik szdmmal kellett volna
szoroznia?

Helyezzen a szdmok kozé (ahol sziikséges) miveleti jeleket, zardjeleket tigy, hogy az eredmény 2007
legyen!
1 2 3 4 5 6 7 8 9 =2007

ElGall-e a 2007 két négyzetszam

(a) osszegeként; (b) kiilonbségeként?

Diofantikus egyenletek

Oresztész egy papirlapot felvagott 7 részre. Az igy kapott részek koziil az egyik részt felvagta 13 részre,
majd a kapott részek egyikét ismét 7 részre, és igy folytatta, arra sem tigyelve, hogy a 7, illetve a 13
részre vagast felvéltva végezze. Bizonyos szdmu osztds utdn megszdmolta a kapott részeket, és azt
allitotta, hogy 2000 részt kapott.

(a) Lehet-e, hogy jol szdmolt?
(b) Milyen 2000 koriili darabszamokat kaphatott?
Milyen darabszdmokat kaphat Oresztész, ha egy 1épésben
(c) 7vagy 16; (d) 7 vagy 14
részre vag?

Melyek azok a pozitiv egész szdmok, amelyeknek pontosan négy (pozitiv) osztdja van, €s az osztoik
Osszege 108?

Milyen racstéglalapokra teljesiil, hogy a kertiletiik és teriiletiik mér6szdma megegyezik?

Egy téglalap alaku siitemény széle megégett. A siitit az oldalaival parhuzamos — teljesen végig ér§ —
vagasokkal kisebb darabokra vagtuk. Azt tapasztaltuk, hogy az égett — tehat a siiti sz€l€rdl szdrmazo
— darabok szdma megegyezik az égett részt nem tartalmazé — belsd — szeletek szdmaval. Hany részre
vagtuk fel a sliteményt?

Az els6 Fold—Mars taldlkozon kideriilt, hogy a marslakék 1dba éppen olyan, mint az embereké, de
a kezek és rajtuk az ujjak szdma mar més. Noha a marslakék hattal tobben voltak, mint a foldiek,
ujjaikbdl (a kezeket és a ldbakat is figyelembe véve) Osszesen 1-gyel kevesebb volt. Hany résztvevGije
volt az elsé taldlkozonak?

Egy gazda hazinyulakat €s tyukokat tartott. Ezeknek az allatoknak volt 0sszesen 50 feje €s 140 ldba.
Hény tyukja és hany nyula volt a gazdanak?
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Egy 8 és egy 5 literes edénylink van, amelyekkel vizet merhetiink egy kozeli forrasbol.

(a) El tudjuk-e érni, hogy a nagyobbik edényben pontosan 7 liter viz legyen?
(b) El tudjuk-e érni, hogy pontosan 11,21, 3 1, 4 1, illetve 6 1 legyen valamelyik edényben?

Szamhalmazok

Az 1-nél nem kisebb, 100-ndl nem nagyobb természetes szdmok koziil maximum hanyat lehet kivé-
lasztani igy, hogy a kivalasztottak koziil barmelyik kettGt kivadlasztva

(a) az egyik osztdja legyen a médsiknak?

(b) azok ne legyenek relativ primek?

(c) egyik se legyen tobbszordse a masiknak?
(d) azok relativ primek legyenek?

Adott 12 darab 1200-ndl nem nagyobb Osszetett szdm. Bizonyitsuk be, hogy van kett6 kozottiik,
amelyeknek van 1-nél nagyobb kozos osztjuk!

Raciondlis vagy irraciondlis szdm a tg 1°?

Szamsorozatok

(a) Adjuk meg az Osszes olyan hdrom pozitiv egész szambdl 4ll6 szdmtani sorozatot, amelynek
differencidja 2, és minden eleme prim!

(b) Mi lehet a lehetd legkisebb differencidja egy ot kiillonb6z6 pozitiv primszambdl 4116 szdmtani
sorozatnak?

(c) Igazoljuk, hogy ha egy szdmtani sorozat olyan, hogy minden tagja primszam és 15 tagu, akkor
a differencidja nagyobb 30 000-nél!

Bizonyitsuk be, hogy nincs csak primszamokbdl 4ll6, nem konstans végtelen szdmtani sorozat!
Igaz-e, hogy n egymast kovets egész szdm szorzata mindig oszthat6 n!-sal?

Ebben a feladatban a Fibonacci-sorozatot (fo =0, fi = 1, f, = fu—1 + fu—2, han > 1) vizsgaljuk.
Hényadik helyeken vannak a

(a) kettével; (b) harommal; (c) tizzel
oszthatd szamok a sorozatban?

(d) Mutassuk meg, hogy minden egész szdmnak van pozitiv tobbszorose a sorozatban!

(e) Vizsgaljuk a Fibonacci-sorozat k-val oszthat6 elemeit! Igazoljuk, hogy ha az Fy = 0-t6l kiilon-
boz6 legkisebb ilyen elem az F,,, akkor k | F;, © m | n!

(f) Mutassuk meg, hogy (F,, Fj) = F,p). Példaul Fg = 21, Fi, = 144, ahol (8;12) = 4, (21;144) =
3, és valoban: F; = 3.

Tekintsiink egy természetes szamokbdl 4116 ndvekvd szdmtani sorozatot.

Bizonyitsuk be, hogy barmely k-ra van e sorozatnak k egymadst kovetd tagja, amelyik Osszetett szam!
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77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan kiilonb6zd természetes szamokbdl 4116 szdmtani sorozat, amelynek
minden eleme hatvinyszdm (azaz nk, k > 2 alakd)!

Rogziteni szeretnénk a fiiggdnyt a karnisra. Az egyenlé tdvolsdgokat gy biztositjuk, hogy két felcsip-
tetett csipesz koz€é a maradék részben pontosan kozépre is betesziink egyet. (A felrakdst a fiiggdny két
szélén kezdjiik.) Hany csipeszre lehet sziikségiink?

Folirtuk sorban a tdblara a természetes szamokat 1-t61 2010-ig. E1§szor letoroljiik a paratlan szamokat.
Ezutan a megmaradtak koziil letoroljiik a paros helyen all6 szamokat, majd a megmaradtak koziil 4jbol
a pdratlan helyeken allékat toroljiik le. Igy haladunk tovdbb, amig csak egyetlen szim nem marad.
Melyik lesz ez a szdm?

Feloszthat6-e 2010 darab (n darab)

(a) négyzetre egy négyzet?

(b) derékszogl haromszogre egy tetszSleges haromszog?
(c) szabdlyos haromszogre egy szabdlyos haromszog?

(d) tetsz6leges haromszog hozza hasonlé hdromszogekre?
(e) egyenld szaru hdromszogre egy tetszSleges haromszog?

Vegyes feladatok

Leirva a természetes szdmokat 1-t6l 2014-ig

(a) milyen szdmjegy 4ll a 2014. helyen, ha

(i) nem hagyunk helykozt az egyes szamok kozott,
(ii) az egymads utdn kovetkez$ szamok kozott egy-egy helykoz van, amelyeket bele is szamo-
lunk a 2014 hely kozé.

(b) hényat kell felhaszndlnunk az egyes szamjegyekbdl?
Egy négyzet csticsaiba szdmokat irtunk. Egy-egy alkalommal két szomszédos cstics mindegyikében

1-gyel noveljiik az ott levé szamokat. ElérhetS-e hogy mindegyik csicsban ugyanaz a szam élljon, ha
kezdetben

(a) az egyik csticsban 1, a tobbiben 0 van?
(b) két szemkozti csicsban 1, a tobbiben 0 van?
Egy hdromszog csucsaihoz gyufdkat helyeztiink. Egy 1épésben barmelyik csticstdl elvehetiink néhany

gyufaszalat, de ekkor a mésik két csiics mindegyikéhez kétszer annyi gyufat kell helyezniink. Elérhet6-e,
hogy a hdrom csicsndl egyenld szdmu gyufa legyen, ha kezdetben az egyes csicsokndl

(a) 5,11,14; (b) 5,9,11

szal gyufa volt?

A tablara valaki felirta az 1, 2, 3, ..., 20 szdmokat. Egy 1épésben le lehet torolni két szdmot, ha
ugyanakkor felirjuk a két letorolt szam 6sszegének és szorzatanak dsszegét. Igy 19 1épés utdn mar csak
egy szam lesz a tabldn. Mi lehet ez a szdm?



84. Egy szigeten 13 sziirke, 15 barna, 17 z6ld kaméleon él. Ha két kiilonboz$ szind kaméleon taldlkozik,

85S.

86.

87.

88.

89.

90.

akkor annyira megijednek egymastol, hogy mindketten a harmadik szinre véltoztatjak bdriik szinét.
Két azonos szind kaméleon nem ijed meg egymastdl, igy taldlkozdskor nem valtoztatjadk meg sziniiket.
Lehetséges-e, hogy egy id6 muilva minden kaméleon ugyanolyan szini legyen?

Egy kor alaku, nyolc részre osztott tdbla hét részében kezdetben 10 kavics van (1asd az dbrat). A tdbla
melletti halombdl ratesziink egyszerre egy-egy kavicsot két egymads melletti részre, majd ezt tobbszor
megismételjiik azért, hogy mind a nyolc részben ugyanannyi kavics legyen. Hany kavics lesz akkor
a tdbldn, amikor mind a nyolc részben ugyanannyi lesz, és a tdbldn 1év$ kavicsok szdma a lehetd
legkevesebb?

Az n szami (n — 1)-elem( halmaz koziil barmelyik (n — 1) darab halmaznak van kozos eleme, de az n
halmaz k6z0s része az iires halmaz. Bizonyitsuk be, hogy ha a halmazok kiilonboz6k, akkor a halmazok
unidjanak pontosan n darab eleme van.

Egy gyalogos parhuzamosan haladva a villamossinekkel észrevette, hogy minden 12 percben meg-
el6zi egy villamos, és minden négy percben taldlkozik egy szembejovs villamossal. A gyalogos is
és a villamos is egyenletes sebességgel haladt. Hany perces id6kozben indultak ki a villamosok a
végallomasrol?

Egy egyetemi hallgaté 5 targybdl vizsgizott. Atlageredménye 3,4 volt. Semmib6l nem bukott meg,
nem volt egynél tobb kettese, és nem kapott kettdnél tobb azonos osztdlyzatot. Milyen osztdlyzatokat
kapott?

Négy kartya van az asztalra téve, ahogy az az dbran lathato.

2 ) M M A A 7 7

2 M A 7

2 2 M M A A 7 7

Mindegyik kartya egyik oldaldn egy szdm, a mdsik oldaldn egy bet( van.

Valaki ezt éllitja: ,,Minden maganhangzé tiloldaldan 2010 egy osztdja van”. Mely kartyakat kell meg-
forditani ahhoz, hogy ellendrizziik az éllitas helyességét?

Héarom dobozunk van, amelyek mindegyikében két goly6 van: az egyikben két arany, a mésikban két
ezlist, a harmadikban egy arany és egy eziist goly6. A dobozokon ennek megfelelen a kovetkezd
feliratok vannak: AA (arany-arany), EE (eziist-eziist) AE (arany-eziist). A probléma csak az, hogy
egyik doboz tartalma sem felel meg a doboz feliratanak.

Ki szeretnénk taldlni, hogy melyik doboz mit tartalmaz, de mindossze egyetlen dobozbdl egyetlen
goly6t szabad kivenniink.
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Melyik dobozbdl valasszunk goly6t, hogy ez sikeriiljon?
(a) Anyu és Apu kiilon-kiilon Ela fiilébe stigta kedvenc szamat. Ela Ili fiilébe stigta a hallott szdmok

szorzatat, és EzsGébe az Osszegiiket. Ezutdn az alabbi beszélgetés hangzott el:
Ili: ,,Nem tudom melyik ez a két szam.”
Ezs6: ,,En sem tudom melyik ez a két szdm.”
Ili: ,,Akkor én mar tudom melyik ez a két szdm.”
Ezs6: ,,...”

Melyik ez a két szam? Mit mondott EzsG?

(Ili, Ezs6 és Ela okosak, tudjak is ezt egymasrdl, de egyikiik sem hallotta, milyen szamot mondott
masikuknak Ela, és a fentieken kiviil nem beszéltek egymassal.)

(b) Es ha a beszélgetés kissé hosszabb volt? P1. mi lehetett a két szdm, az aldbbi beszélgetés esetén?
Ili: ,,Nem tudom.”
Ezs6: ,,En sem tudom.”
Ili: ,,Még most sem tudom.”
Ezs6: ,,Akkor én mar tudom!”

Egy papirlapon a kovetkezd allitdssorozatot taldljuk:
w22 =4
Ezen a lapon legfeljebb 1 igaz allitds van.

Ezen a lapon legfeljebb 2 igaz allitds van.

Ezen a lapon legfeljebb 10 igaz 4llitds van.”
Hény igaz éllitds van a lapon?

Alice a felejtés erdejében elfelejtette, hogy a hétnek melyik napja van éppen, €s nagyon szerette volna
tudni. Taldlkozott az Oroszlannal és az Egyszarvival. Arra szerencsére emlékezett, hogy ezeknek
a lényeknek milyen szokdsai vannak: az Oroszlan mindig hazudik Hétfén, Kedden és Szerdan, de
a hét tobbi napjain biztosan igazat mond. Az Egyszarvid mindig hazudik Csiitortokon, Pénteken és
Szombaton, a tobbi napokon pedig igazat mond.

Egy napon Alice taldlkozott az Oroszldnnal és az Egyszarvival, akik egy fa alatt pihentek. Alice
kérdésére a kovetkezSket mondtdk:

Oroszlan: Tegnap hazud6s napom volt.
Egyszarvu: Tegnap nekem is hazudés napom volt.
Ezekbdl a vélaszokbdl Alice (aki egy nagyon okos kisldny), ki tudta taldlni, hogy milyen nap volt.

Hérom vandor az itéletidd el betért egy fogadoba. Hogy eliissék a varakozas idejét, kartydzni kezdtek.
Megegyeztek abban, hogy a vesztes minden korben megdupldzza a mésik két jatékos pénzét. Az elsG
korben A, a masodikban B, a harmadikban C veszitett. Ezutdn mindhdrmuknak 8 aranya volt. Hany
aranya volt kezdetben az egyes jatékosoknak?

Két kupac kavicsunk van, az egyikben 8, a mdsikban 10. Két jatékos felvéltva vesz el vagy mindkét
kupacbodl egyet-egyet, vagy az egyik — barmelyik — kupacbdl egy kavicsot. Mi a nyerd stratégia, ki
nyer, az Els6 vagy a Mdsodik, ha
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(a) az nyer, aki az utolsé(ka)t hizza?
(b) az veszit, aki az utolsé(ka)t hizza?

Legaldbb hdny totészelvény kitdltésével biztosithatd, hogy legyen legalabb 5-6s taldlatunk? (Ugy
tekintjiik, hogy a TOTO-n 13 mérkézésre lehet tippelni.)

Van 80 golydnk, koziiliik 35 piros, 25 zold, 15 sarga, 5 fekete. Legkevesebb hany darabot kell kivenni,
hogy biztosan legyen koztiik

(a) piros; (b) piros vagy fekete; (c) piros és fekete;
(d) két kiilonbozd szind; (e) valamelyik szinbdl legalabb harom?

Adott 21 kiilonbozd pozitiv egész szdm, mindegyik kisebb 70-nél. Mutassuk meg, hogy péaronkénti
kiilonbségeik kozt van négy egyenld!

(a) Egy vandor betér egy fogadéba. Nincs ndla pénz, csak egy 7 cm hossza aranyrad. A fogadds
elfogadja, hogy a vandor egy éjszakdra egy darab 1 cm hosszu aranyruddal fizet. A vandor azon-
ban nem tudja, meddig szdndékozik maradni (nyilvéan legfeljebb 7 napot), ezért a fogadds kikoti,
hogy naponta fizessen az éjszakakért. A fogadds az addig megkapott darabokkal visszaadni is
tud. Legkevesebb hany viagéssal oldhatjdk meg ezt?

(b) Varidljuk, folytassuk a fenti alapfeladatot!

(a) Egy mésik vandor betér ugyanebbe a fogaddba, ndla csak egy 7 ldncszembdl 4116 aranyldnc van.
(A lanc nyitott, nem zarddik korbe.) A fogadds vele is megkoti az iizletet: mindennap, amit ott
tolt egy lancszembe fog keriilni. (Att6l, hogy egy lancszemet elvag a vandor — akar tob darabra
is —, az nem veszit az értékébdl.) Azonban ez a vandor sem tudja, meddig szandékozik maradni
(nyilvan & is legfeljebb 7 napot.) A fogadds az addig megkapott darabokkal ezittal is visszaad.
Legkevesebb hdny lancszemet kell kettévagni ahhoz, hogy a vandor mindennap ki tudja fizetni
a szdallasat, de a lehetd legkevesebb lancszemet vagjak ketté?

(b) Ha 20 napig akar a vandor maradni és 20 szembdl 4116 nyitott ldnca van, akkor hanyat kell
vagnia?

(c) Hany napig maradhat, ha csak kett§ szemet vaghat el? (Mely n-re maradhat n hosszu lanccal
1-t8l n napig barhdny napra, ha maximum két szemet vighat ketté?)

(d) Mely n-re maradhat n hosszu lanccal 1-t6] n napig barhany napra, ha maximum k szemet vaghat
ketté?

Az asztalon 4ll két egyforma pohdr. Az egyikben (2 dl) tiszta viz, a mdsikban pontosan ugyanolyan
mennyiségl bor van. Egy kiskandl (2 cl) bort 4ttesziink a masikba, jol 0sszekeverjiik, majd ugyanazzal
a kiskandllal egy kiskandlnyi keveréket visszatesziink a borospohdrba.

Az a kérdés, hogy a vizespohdrban lesz tobb bor, vagy a borospohdrban lesz tobb viz?

Egy vegyes erd6nek 999%-a fenySfa. A tulajdonos ki akarja vagatni a feny6fdk egy bizonyos hanyadat.
A kornyezetvéddk tiltakozé akcidba kezdnek, de a tulajdonos megnyugtatja a nagykdzonséget, hogy az
allomanyban a feny6fdk ardnya még mindig 98% lesz a tervezett kivdgdsok utdn.

A teljes erd6allomanynak hany szdzalékat fogja kivagatni a tulajdonos?

Valaki 5 6rén keresztiil gyalogolt. El6szor sik tton, majd hegynek fel, aztan megfordult és ugyanazon
az uton tért vissza kiinduldsi pontjdhoz. Sik talajon 4, hegynek fel 3, volgynek le 6 km-t tett meg
ordnként. Mekkora utat jart be? Elegenddk az adatok a megolddshoz? Miért? Elemezze a kérdést!
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