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Bevezetés

Ma mar a tanulok ismereteiknek joval kisebb hanyadat szerzik meg az isko-
lai tanorakon, mint kordbban. Az iskolak feladatai k6zott a primer informécio-
szolgaltatéassal szemben elGtérbe keriil az informéciok feldolgozasa, rendszerezé-
se.

A kapcsolodas a matematika és a média kozott régota és sokféleképpen megvalo-
sul. Filmeken, cikkekben, képeken jelennek meg matematikusok és matematikai
tartalmak, méar évszazadok 6ta. Gondoljunk példéul a régota megjelend szora-
koztato, ismeretterjeszts konyveken til akar Diirer Melancholia cimi metszetére,
vagy Leonardo da Vinci Vitruvius-tanulméanyara.

Korunkban matematika megjelenhet — és meg is jelenik — konyvekben, plakato-
kon, képeken, cikkekben, filmekben is, és természetesen az interneten. A meg-
jelenés modja barmely médium-tipus esetén tobbféle lehet. Ha csak a filmeket
tekintjiik is, ez a megjelenés lehet a matematika vizualizacidja, lehet ismert-
terjesztd film — ezen beliil foglalkozhat a matematika torténetével vagy konkrét
matematikai eredményekkel, gyakran e kett6t 6tvozve —, lehet életrajzi film, be-
mutato ora, ismeretterjeszts eldadas (pl. Mindentudas egyeteme), vagy akar egy
filmdrama része is. A miifaji sokféleség a t6bbi médium-tipusra is jellemzd.

A matematika miivelGiben, hasznaléiban és oktatoiban egyarant jelen van az
igény a tudomanyag eredményeinek, érdekességeinek széles korben valdé megis-
mertetésére. De igény van a szembenézésre is azzal, hogy mi médon latjak kiviil-
allok a matematikat és a matematikusokat. Igény van annak feltérképezésére is,
hogy mi médon jelennek meg matematikusok, illetve matematikai tartalmak a
kiilonféle miivészeti alkotasokban. Ez utébbinak intuitiv megnyilvanulésai pél-
déul az ELTE TTK-n a matematika szakos hallgatok altal létrehozott és mii-
kodtetett ,Matekos-filmklub”, vagy az, amikor példaul a 2007-es GDM Tagung
részeként ,Mathematik im Kino” cimmel vetitéseket tartottak. De szamos honla-
pon is taldlhatunk a matematikanak a kiilénféle médiumokban val6 megjelenését
bemutaté anyagokat.

Az ELTE TTK Matematikai Intézete éppen a téma fontossaga miatt vezette be
2006-ban a matematika alapszakosok elemzg§ és tanari szakiranyan a Média és
matematika kurzust.

A kurzus célja a matematika és a média kapcsolatanak gyakorlatorientélt vizs-
géalata mindkét irdnybol. A tanari szakiranyos hallgatok szamara a matematika
médiaban valdé megjelenésének oktatasi és pedagodgiai vonatkozésai.
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A tantargyat szeminériumi forméban oktatjuk, hagyoméanyos és elektronikus
médiumokat egyarant felhasznalva. A tantargy oktatasa soréan az ismereteknek
csupan kisebb részét kozoljiik direktben a hallgatokkal. A kurzus jelentds rész-
ben a hallgatok 6nallo munkéjara épiil, otthoni kutatésokra éppugy, mint érai
egylittgondolkozasra. Matematikai tartalmakat dolgozunk fel konkrét példakon
keresztiil, médiumokat vizsgalunk és 6sszehasonlitunk 6ssze, f6leg a matematikai
tartalmak megjelenitésének szemszogébdl.

A féelévi munkat tobb Osszetevs alapjan értékeljiik. Az orai részvételen és aktivi-
tason til figyelembe vessziik a ZH eredményét és bekiildott anyagok mennyiségét
és mindségét is. A ZH-ban kizarolag matematikai ismereteket kérdeziink vissza.

Az oraknak mintegy kétharmadéan kapnak a hallgatok — altalaban rovid, legfel-
jebb félorai munkaval megvalosithatd — bekiildends hazi feladatot. A félév soran
két tobb munkat igényls feladatok is van a didkoknak: egy irasbeli interjut,
illetve egy ismeretterjeszté cikket is el kell késziteni, természetesen megadott
kritériumok alapjan, tanari atmutatasokkal, kozos el6készitéssel.

A kurzus soran konkrét matematikai anyagot is tanitunk, melyet ebben a jegy-
zetben is ismertetiink. E tananyag megértéséhez sziikséges matematikai elisme-
reteket a hallgatok kiilonb6z6 tantargyak keretében tanuljak: Lineéris algebra
(vektorterek, matrixok, sajatérték, sajatvektor), véges matematika (elemi gréafel-
mélet), analizis (fliggvénysorok konvergenciaja), valoszintiség szamitas (klasszi-
kus valoszintiségi mezd, valoszintiségi valtozd). Ajanlott tehat az Algebral,2, a
Szamelméletl, a Véges matematikal, és a Valoszintiségszamitas el6zetes hallga-
tasa.

A médium” sz6 jelentése ,kozvetits”. Jelentheti példaul a televiziot, mint olyant,
és jelenthet egy konkrét csatornat vagy misort is. Epp igy jelenthet konyvet,
cikket, vagy az egész Internetet. A ,média” a médium tObbesszama, ami egy-
szertien médiumokat jelent, de jelenti a médiumok Osszességét is. A magyar
nyelvben manapséag koznyelvileg sajnos elterjedt ,médiak” kifejezést e jegyzet-
ben igyekeztiink keriilni.

Valoszintileg nem sziikséges hangstilyozni a matematika mindenki szadmara vald
megkozelithetGségének fontossagat.

A Matematika és média tantargy o6rain egyebek kozott a matematikai tartalmak
és a matematikusok mozifilmekben és TV-sorozatokban valé megjelenitésének
alapos vizsgalataval is foglalkoztunk. Kissé talan meglepd tapasztalatot jelen-
tett, hogy még a legjobb matematikus hallgatokat is csak igen ritkan érdekelte,
érintette meg a filmekben megjelend matematikai tartalom, a matematikai hat-
tér. Egyszerten csak elfogadtak, hogy valami matematikarol is sz6 van, és ettl
eltekintve kovették a torténet menetét.

A kurzus soran — és ebben a jegyzetben is — kitiintetett részletességgel vizsgaljuk
meg a Good Will Hunting cimtd 1997-ben késziilt amerikai filmdramat, tobb
szempontbdl is.

A Good Will Hunting alapvetGen nem a matematikarol szol, még csak nem is
egy matematikus élettorténetét dolgozza fel. Nem célja (legalabbis nem nyilt
célja) véleményt formalni sem matematikusokrol, sem matematikarol. Viszont
megjelenik benne néhany matematikus, és megjelenik benne val6di matematikai
tartalom is. A vélasztasunk épp azért esett erre a filmre, mert
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— Nem matematikus élettorténetét dolgozza fel, illetve a cselekmény lényegében
nem épiil arra, hogy a szereplék egy része matematikus, nem ez a dramai konf-
liktus forrasa. Ellentétben sok egyéb filmmel nem akar valami konkrétat kézolni
veliink sem a matematikusokrol, sem a matematikarol. Igy az eléfordulo mate-
matikus szereplSk az alkotok — és kdzvetve a tarsadalom — matematikusokroél
alkotott képét tiikrozik, azt nem modositjak jelentés mértékben dramaturgiai
szempontok. Vagyis nem torzitjak azért a figurakat, hogy élesebb konfliktus-
helyzeteket hozzanak létre.

— Igényesen elkészitett film, ami azt is jelenti, hogy val6di matematikusokat
kértek fel szakértSknek. Igy valodi matematikai tartalmak keriiltek a filmbe.
(Két tanacsado is volt. Az egyik Patrick O’Donnell, a University of Toronto fizika
professzora, a masik szakérté Daniel Kleitman, az MIT matematika professzora
volt. Kleitmanrol érdemes megjegyezni, hogy 1 az Erd@s-széama.)

— Sikeres, kozismert film, igy feltételezhets, hogy valoban lehet valamennyi haté-
sa a kozvélemény matematikus-képére. Remélhets az is, hogy a filmben szerepld
matematikai tartalmak mar csak a film ismertsége okan is szamot tarthatnak a
tanulok érdeklGdésre, amennyiben ezeket a tartalmakat bevissziik az oktatésba.
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I. fejezet

A matematikus kép

Sem a matematika fejlédése, sem a matematikus utanpotlas, sem a matemati-
ka eredményeinek hasznositasa szempontjabol nem kézombos, hogy milyen kép
él a tarsadalomban a matematikarol és a matematikusokrol. E jegyzetben nem
definialjuk, kit tekintiink matematikusnak, mivel sem a tarsadalom, sem a kér-
déssel foglalkoz6 nemzetkozi szakirodalom nem teszi ezt. Az emberek — mint ezt
kiilfoldi és hazai vizsgaltok is kimutattdk — gyakran még abban sem egységesek,
hogy a matematika tanaraikat matematikusoknak tekintik-e. De a nemzetkozi
vizsgalatokbol egyértelmien kideriil, hogy az emberek tébbségében él valamiféle
intuitiv kép arrél, hogy ki matematikus és ki nem. Viszont mas kutatésokbol
az is kideriilt, hogy az egyénenként valtozo lehet, kit sorol be valaki ebbe a
kategoriaba.

A matematikaval valo kapcsolat szempontjabol harom szociologiai csoport, és
ily mo6don haromféle matematika- és matematikus-kép van. Ezek a csoportok
torténetileg alakultak ki, és kiillonb6z6 szerepet toltenek be a tarsadalomban.
Létezésiik a tarsadalmi munkamegosztas része. Mindegyik csoportban alapvets-
en fontos minél tisztdbban latni, hogy mik a célok, mi a konkrét matematikai
tartalom, és azt is, hogy milyen modon és mértékben valésulnak meg a csoport
céljai.

A harom csoport:

1. A matematikus-tarsadalom, a tudomény matematika képe, paradigma-
rendszere (Sci)

2. A tanari kozosség, beleértve a személyeket és az intézményeket is (Edu)

3. Az egyének matematika képe, beleértve az esetleg nem létezd, de a tarsadalom
altal elvart matematikai ismereteket és kompetenciakat is (Pers).

Mindhérom csoport kdlesénhatasban all egymassal. A Sci és Edu csoport k6zotti
kapcsolat elsGsorban a pedagogus-képzés soran nyilvanul meg effektiven.

Az Edu és Pers csoport kozotti kapcesolat nyilvanvalo: Ez a matematikai kép-
zés, illetve a tarsadalom hatésa arra, hogy mit és milyen moédon tanitsanak az
sedukatorok”. Az elbbi hatéas jobbara kozvetlen, mig az ellentétes iranyu hatés
altalaban kozvetett.
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—

A Sci és Pers csoport kozotti kdlesonhatés sokkal rejtettebb. Ezen kolcsénha-
tas egyik OsszetevGje az a hatds, ami matematikus figurdknak és matematikai
tartalmak a médidban val6 megjelenitésén keresztiil torténik.

Majdnem minden szakmarol, hivatasrol 1étezik a tarsadalomban egy altalanos
vélemény, mely negativ, pozitiv vagy semleges elképzelések és elGitéletek egyiit-
tese (sztereotipia). Ha ez a szamos Osszetevébdl allo kép riaszto, akkor sokkal
nagyobb elhivatottsag kell az adott teriilet felé vald orientalodashoz, mint egy
vonz6 szakma esetén. Az, hogy melyik szakma mennyire vonzo, vagy mennyire
elutasitott, koronként valtozik. Napjainkban példaul a ,médiaszemélyiség” (je-
lentsen ez a fogalom barmit is) vagy a szinész munkaja sokkal vonzobb, mint a
matematikusé.

A sztereotipia kialakitasdban cseppet sem elhanyagolhat6 szereppel bir az a ha-
tés, ami a gyerekeket, illetve sziileiket a médian keresztiil éri. Az, hogy milyen
kép jelenik meg az djsdgban, radidban, tévében vagy interneten a matematiku-
sokrol, befolyassal lehet a matematikusok tarsadalmi megitélésre éppugy, mint
arra, hogy az ifjak milyen mértékben valasztjak ezt a hivatast. (A ,kép” szot
természetesen elvont, ,image”, és nem ,picture” értelemben hasznaljuk.) Nyil-
vanvalo példaul, hogy az a sztereotipia, amely a matematikusi hivatéast férfiak
hivatasanak tartja — vagyis nem tartja ndiesnek — szamos (bér szerencsére ko-
rantsem minden), a matematikaban tehetséges leanyt tart vissza ettdl a palyatol.

Kutatasok

A tarsadalomban él6 tudos-kép tudomanyos igényii vizsgalata Margaret Mead és
Rhoda Metraux kutatasaival kezd6dott, akik 1957-ben publikaltak errdl cikket

([28])-
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Chambers egy tesztet (Draw-a-Scientist Test — DAST) dolgozott ki, amellyel
szintén a tudos-képet vizsgalta. A tesztet és a vizsgalatdnak eredményeit 1983-
ban tette kozzé ([11]).

Chambers vizsgalati mdédszere igen népszertivé valt, és sorban jelentek meg ily
modon készitett vizsgalatok eredményei. Az altalanos ,tudos” kép vizsgalatahoz
specifikus vizsgalatok csatlakoztak, és megjelentek a ,rajzolj egy -mérnckot” -
vegyészt”, ,rrégészt”, -pszichologust”, -matematikust”, ,-fizikust”, -orvost”, stb.
vizsgélatok eredményei. Péld4aul: Barman C. R., 1996, 1999; ([2]) Beardsley, D.
C., és O’Dowd, 1961 ([3]); Bodzin, A., és Gehringer, M., 2001 ([7]); Bohrmann,
M. L., és Akerson, V. L., 2001 ([8]), Dickson, J. M., Saylor, C. F., és Finch, A. J.,
1990 ([12]); Finson, K. D., 2001 ([13]); Finson, K. D., Beaver, J. B., és Cramond,
B. L., 1995 ([14]); Flick, L., 1990 ([15]); Kahle, J.B., 1988 ([17]); Rampal, A.,
1992 ([31]); Rosenthal, D. B., 1993 ([32]); Schibeci, R. A., és Sorenson, I., 1983
([33]). A felsorolas korantsem teljes: 1983 ota tobb mint 200 tanulmany jelent
meg a DAST-ot, illetve annak valtozatait hasznalok tollabol.

Kifejezetten a matematikus-képet mar joval kevesebben vizsgaltak. A legtob-
bet hivatkozott tanulmany ezek koziil Berry és Picker 2000-ben megjelent cik-
ke ([6]), amely angol és amerikai (USA) iskolasok rajzaira épiil. A ,Draw-a-
Mathematician” tesztet tobben megismételték, egyéb kulturakban tanulé didkok
kozott is. (Példaul Grevholm, 2010 — Norvégia [19]; Khoon Yoong Wong, 1995 —
Singapor [36]; Hemant Bessoondyal, 2005 -Mauritius [4]) Ezen vizsgalatoknak
kozos sajatossaga, hogy aranylag kevés jellemz6t vizsgalnak, a vizsgalatba be-
vontak létszama alacsony és szinte kizarolag altalanos vagy kozépiskolai tanulok
matematikus-képét vizsgaljak. Azonban igy is értékelhet6 — és elgondolkoztato
— eredményeket nytjtanak.

Az ember nem sziiletik matematikus-képpel. Ez a kép a gyermek, majd ké-
s6bb a felndtt kozvetlen és kozvetett tapasztalatai alapjan alakul ki. Minthogy
az emberek dont6§ tobbsége nem ismer személyesen tudost, illetve konkrétab-
ban matematikust, igy a kozvetett hatas altalaban meghatarozo6. Tudos-, illetve
matematikus-képe az embereknek altalaban méar gyerekkorban is van, bar ké-
s6bb ez a kép gyakran valtozik, drnyaltabba valik. Egy tanulmany szerint az
otodikes (10-11 éves) torok didkok kozel fele tartja fontosnak és/vagy nagyon
fontosnak a médiat abbol a szempontbol, hogy milyen mértékben szarmazik
onnan az informécidja a tudésokrol (Tiirkmen, 2008, [34]). De a magyar mate-
matika szakos egyetemistak jelentGs része is ugy emlékszik vissza, hogy a mate-
matikusokrol alkotott korai képiik létrejottében fontos szerepe volt a médidnak.

Milyen kép él az emberekben a tudésokrol, matematikusokrol?

A kép természetesen egyénenként véltozo, és gyakran szélsGségesen eltérs lehet.
Ugyanakkor néhany sztereotipikus tulajdonsig nagyon sok esetben megjelenik.

Sztereotipia a tudosokrol

Mead és Metraux 1957-ben publikalt cikke mintegy 35000 kozépiskolas esszé-
jének feldolgozasan alapult. A tanuloknak arrol kellett irniuk, mit gondolnak
a tudosrol. A vizsgalat kimutatta, hogy egy tipikus kozépiskolas szerint a tu-
dos férfi; idds, vagy legalabbis kozépkori; fehér képenyt és szemiiveget visel;
altalaban szakallas. Laboratoriumban dolgozik, veszélyes dolgokkal foglalkozik;
titokzatos és titkos dolgokat mtivel, és 6 maga is titokzatos. A tudos gondosan
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irogat a fekete noteszaba; idénként felkialt, hogy "Megtalaltam!”. Olyan dolgo-
kat fedez fel, amik segitségével az emberek jobb termékeket tudnak késziteni.
Szinte allandoan konyveket olvas.

Chambers 1983-ban jelentette meg a mér emlitett kutatdsanak eredményeit. A
DAST vizsgalat lebonyolitéi tobb mint 4 800 gyermekkel rajzoltattak képet ,a
tudos™rol. A rajzok alapjan széamos jellemzordl kideriilt, hogy méar igen koréan
kapcsolodik a gyermek gondolkozasaban a tudés fogalmahoz. Ilyen volt a labo-
ratoriumi képeny, a szemiiveg, az arcszérzet, a kutatas olyan szimboélumai, mint
példaul a tudomanyos eszkozok és a laboratoriumi kellékek, a tudés olyan ma-
nifesztaciol, mint példaul a konyvek, konyvespolcok és a tudomany ,termékei”,
példaul a képletek, formulak, stb. Csak lanyok rajzoltak néi tudost, de azok-
nak is alig t6bb mint 1 szazaléka! (Ez utobbi azért is kiilonosen érdekes, mert
azokban a vizsgalatokban, amikor egyszeriien egy személyt kell rajzolni, akkor
a rajzolo altalaban sajat magéval azonos nemiit rajzol.) A képeken a tudos szin-
te mindig szobaban vagy a laboratériuméban dolgozik, gyakran pincében vagy
alagsorban. A rajzok egy részén a tudos veszélyes, illetve titkos dolgokat ku-
tat. T6bb rajzon is Frankenstein vagy Jekyll-Hyde tipusi figuraként ttinik fel a
tudos.

Meg kell emliteni, hogy szamos maés vizsgalat is folyt a tudosokrol 1étezd szte-
reotipiakrol, a kozvéleményben roluk él6 képrol. Odell munkatarsaival példaul a
DAST modszert fejlesztette tovabb, és altalanos iskolasoktol egészen egyetemis-
ta kortiakig vont be fiatalokat a felmérésbe (Odell, Hewitt, Bowman és Boone,
1993).

Rampal (1992) ([31]) a kezd§ tanarok tudés-képét vizsgélta keérdsivek segitsége-
vel. Ezen vizsgalatok soran tovabbi tulajdonsagokkal béviilt a tudés sztereoti-
pikus képe, nevezetesen a tudods érzelemmentes is, nemtér6dom, hianyzik bel&le
a szocialis érzékenység.

Sztereotipia a matematikusokrol
Torténtek kutatasok kifejezetten a matematikusokrol 1étezs sztereotipidkrol is

Berry és Picker (2000) 12-13 éves didkokat kért meg két csoportban (kozelebb-
r6l meg nem hatarozott megoszlasban, 476 {6s Gsszlétszammal) Plymouthban
(Egyesiilt Kiralysag) és New Yorkban (USA), hogy rajzoljanak egy matemati-
kust. Kés6bb a kutatok beszélgettek is a gyerekekkel. Kideriilt, hogy a mate-
matikus sztereotipidja nagyon hasonlo a tudéséhoz, bar néhany vonatkozasban
markansan eltér attol. A rajzok és beszélgetések szerint a matematikus fehér
férfi, nincsenek baratai, kivéve esetleg més matematikusokat. Maganyos, alta-
laban kovér, régimodi és szemiiveget hord. A matematikus homloka rancos a
sok gondolkodastol, kopasz vagy bizarr frizurdja van. Kénnyen méregbe gurul.
Ceruzak, tollak, szamologép és tabla vannak a keze ligyében, és érthetetlen kép-
leteket, formulakat ir.

A kérdésekre adott valaszokbol kitiinik, hogy a didkok alig tudnak vagy gondol-
nak valamit arrél, mivel is foglalkozik egy matematikus, és arrdl, hogy az élet
mely teriiletein és mi moédon lehet hasznos a matematika. Néhany a valaszok
koziil, amiket a tanulok arra a kérdésre adtak, hogy szerintiik mivel foglalko-
zik egy matematikus: ,A matematikus tanit.” ,Egy bankban vagy egy boltban
dolgozik.” ,Nehéz problémékat old meg.” , Keményen szamol.”
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Gondolhatnank azt, hogy az emberek matematikusokrol alkotott képét alap-
vetGen meghatirozza, milyen volt a matematika tanaruk. De Berry és Picker
vizsgalata valamint az e targykorben folytatott magyar kutatésok is azt mutat-
tak ki, hogy a tanulok altalaban nem tekintik matematikusnak a matematika
tanaraikat.

(o Saealt

'Mh v

Szintén a matematikusokrol él6 sztereotipidkat vizsgéalta 2010-ben Grevholm
egy nem reprezentativ norvég kutatasban. O is rajzokat és kérdéseket hasznalt
a vizsgalataban, hogy megtudja, mit gondolnak 16 és 19 év kozotti kdzépiskolas
didkok a matematikusokrol és a matematikarol. Itt a kovetkezd jellemzsk domi-
naltak: kopaszsag vagy megdobbents haj, altalaban szemiiveg, képletek veszik
koriil, egyediil dolgozik, maganyos. A matematikus csak néhany képen tiinik bol-
dognak. A didkok ugy gondoljék, hogy a munkaja szamokhoz és szamitasokhoz
kapcsolodik.

Matematikusok és egyéb tudbésok a poularis médiaban
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A pop-kultira médiumainak hatésat hiba lenne alabecsiilni. A tarsadalom tag-
jai, kiilénosen fiatal korukban lényegében nem talalkoznak igazi tudossal, mate-
matikussal. Igy képiiket errél a palyarol alapvetden a kiilonbz6 médiumokban
megjelend matematikusok és a filmekben, kdnyvekben, stb. dbrazolt matemati-
kus karakterek, valamint a matematika mtivelésének megjelenitett képe hataroz-
za meg. Ez a kép pedig dontd hatassal lehet a pélyavalasztasukra. de hosszabb
tavon a tudodsok tarsadalmi megbecsiilésére is.

Ugyancsak jelent&s lehet a populéris kultira médiumainak hatéasa az érdeklédés
felkeltésében. Itt elsGsorban a filmekre és tévémiisorokra gondolunk.

A filmekben megjelend tudos/matematikus szereplékhoz, tudoményos tartal-
makhoz a nézé elsGsorban érzelmileg viszonyul. Ha ez az élmény pozitiv, akkor
annak hatasa sokkal erésebb és tartosabb lehet, mint példaul egy tanéran meg-
tanitott konkrét ismereté.

A filmes eszkozokben nem kell kompromisszumokat kétni ahhoz, hogy korrek-
tiil Abrazolhassanak tudoméanyos tartalmakat és tudosokat. E korrekt abrazolas
azért is sziikséges — gyakran csak sziikséges lenne —, mert a tarsadalomban él§
kép példaul a matematikusokrol elismerd ugyan, de meglehet&sen negativ. (,Tan
csodallak, 4&m de nem szeretlek.”) Olyannyira, hogy amikor esetenként egy tel-
jesen normalis figura jelenik meg egy filmben matematikusként, az kifejezetten
pozitivnak hat.

Wilson és Latterell 2001-es cikkében ([35]) szadmos irodalmi mivet, illetve filmet
sorol fel, amelyekben matematikus szerepel. A kutatdsukban szerepld mitvek-
ben a matematikus t6bbnyire kiilonc, esetleg zavart, helyenként 6riilt. Elgfordul,
hogy a fGszerepld lelki alkata, netan betegsége az alapkonfliktus forrasa, a cse-
lekmény elinditoja. Epp azért valaszt ilyen fészereplét a szerz, mivel az ebbol
a helyzetbdl adodd dramai cselekményt kivanja felépiteni, dbrazolni. A létezs
sztereotipidkra utal, hogy ilyen esetekben aranylag gyakran valaszt az alkotd
f6héséiil matematikust.

E vizsgalat lezarulta utan is fellelhetSk az ilyen tipusu filmek. Hogy csak kett6t
emlitsiink, az Egy csod4latos elme (A Beautiful Mind; 2001) f6szereplGje, John
Forbes Nash paranoid skizofrén volt, Kodjatszmaé (The Imitation Game; 2014),
Alan Turing pedig a film szerint arrogéns, zavarodott viselkedésid és homosze-
xuélis.

Khoon Yoong Wong (Images of Mathetaticians, 1995, [36]) a matematikusokrol
a didkokban é1§ képet kutatta a modositott DAST segitségével. Hét kategoria-
ban vizsgalta meg kozel haromszaz 12-15 éves szingapuri didk rajzat. (Szemiiveg,
haj, oltozet, eszkozok, konyvek, jelképek, nem). Azt tapasztalta, hogy a rajzokon
szerepl6 matematikusok jobbéara férfiak, szemiiveget hordanak, formulék és ma-
tematikai jelek veszik Gket koriil és kissé furcsan néznek ki. Hemant Bessoondyal
2005-ben Mautritiuson végzett felmérést. Az 6 vizsgalataik is azt mutatjak, hogy
a matematikus-kép foldrajzilag meglehetss allanddsédgot mutat. Schibeci és Sor-
enson 1983-ban azt vizsgélta, hogy a tuddsokrdl alkotott kép mennyire tér el a
kiilonbozd etnikai csoportokban. Azt taldltak, hogy alig. Véleményiik szerint ez
a média hatéasa, mivel az emberek a vilag minden tajan nagyon hasonlé miiso-
rokat, filmeket, sorozatokat néznek. Ugyanerre az eredményre vezetett Finson
2001-es kutatasa is.
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A tudos képének idébeni valtozéasa elég jol nyomon kovethets a kiilonféle fil-
mekben megjelend tudosok figurait vizsgalva. Ez a kép meglehetds 6sszhangot
mutat a didkok tudos-képét vizsgalo kutatasok eredményeivel.

Egyrészt tapasztalhaté benniik egy elég nagy stabilitas, a tudoés jellemzéi koziil
csak kevés valtozik, és az is lassan. Ugyanakkor némi valtozas azért érzékelhets.
Mint a tesztek eredményeibdl, igy példaul a filmvaszonrol is eltiinében van az
oriilt tudos képe, aki iszonyatos dolgokat fedez fel, amelyek segitségével le akarja
igazni a vilagot. Példaul, mig a hatvanas években késziilt hét James Bond film
koziil haromban is zsenialis, &mde 6riilt tudds volt a 007-es ellenfele, azota egy
ilyen filmben sem. Ujabb matematikusfigurat jelenit meg egy igen népszertivé
valt sorozat, a Gyilkos szamok (NUMB3RS). Ennek egyik fészereplGje egy ma-
tematikus, aki az emlitett sztereotip tulajdonsagok koziil szinte egynek sem felel
meg. Fiatal, joképt, nem visel szemiiveget, vékony és (talan az egyetlen ,szte-
reotip” tulajdonséga) okos. Parkapcsolatban él, rengeteg baratja van, sokat jar
szorakozni, a tarsadalmi élete is tokéletes. Ez egy merében 1j, a korabban abra-
zoltaktol jelent&sen eltéré matematikus-képet, matematikusi életformat mutat.
Egyeltre eléggé egyediilallo ez az abrazolas. Hatésat egyelére nehéz kimutatni,
de ez a hatas semmiképpen sem elhanyagolhaté. Van példaul olyan hallgato, aki
éppen e sorozat hatésara dontott gy, hogy alkalmazott matematikus lesz!

A Good Will Hunting (1997) amerikai filmdrama. A Gus Van Sant rendez-
te film t6bb kiilonb6z6 dijjal is biiszkélkedhet. Példdul Oscar-dijat kapott a
forgatokonyvéért (a film két {6 szinésze, Matt Damon és Ben Affleck irta), és
ugyancsak (a legjobb mellékszereplének jaré) Oscar-dijjal jutalmaztak Robin
Williams-et a filmbeli pszichologus megformélasaért.

A film f6szereplGje egy dél-bostoni srac, Will Hunting (Matt Damon). Egyete-
mista kort, de a Massachusetts Institute of Technology-ra (MIT) takaritani jar,
nem diploméat szerezni. Lepusztult munkéaskdrnyéken él, indulatos természete
miatt gyakorta keriil 0sszettizésbe a térvénnyel. De kittinik ebbdl a kornyezet-
bél és a barati korébsl egyarant, mégpedig csodalatos intellektualis képessége-
ivel. Zsenialitdsa azonban nem igazan tud kibontakozni, mert szocialis hattere
és a kornyezete megakadalyozza ebben. Legalabbis egy darabig. A film épp ar-
rol szo6l, hogy hogyan sikeriil mégis elindulnia — egy hasonléan mélyrél indult
pszichologus segitségével — egy sikeres élet iranyaba. A film leegyszertsitve egy
intellektualis és érzelmi sikertorténet. Nem meglepd, hogy az egyik Oscart a
forgatokonyv kapta.

A filmben nyolc olyan matematikus, illetve matematika szakos hallgat6 szerepel,
akiket név szerint is megismerhetiink, illetve akik szerepelnek annyit a filmvasz-
non, hogy legaldbb néhanyat tulajdonsagukat megismerhessiik, megitélhessiik.
Ok: Will Hunting, Gerald Lambeau professzor, Tom, a professzor segédje, Ale-
xander, egy idGsebb kolléga, és négy hallgatd Steven, Jack, Nimesh és ,,Alison”.
(Ez utdbbi az egyetlen néi matematikus a filmben, akinek a neve ugyan nem
hangzik el, de egy parbeszédben néhany mondatnyi szerephez jut. A tovabbiak-
ban az 6t alakito szinészné utan ,Alison”-ként emlitjiik).

A kovetkezd tablazatok azt mutatjak be, hogy a korabban emlitett sztereoti-
pidk koziik melyek érhetSk tetten a filmben a matematikusok korara, nemére,
megjelenésére vonatkozodan.
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A matematikusok tobbsége az altalanos véleménynek megfelelGen a film szerint
is fehér férfi. A film nyolc nevesitett szereplGje koziil, aki komolyan foglalkozik
matematikaval, hét férfi, koziilik 6t fehérbori: a cimszerepls, William Hunt-
ing, partfogoja, Lambeau professzor, az § segédje, Tom, egy mésik matematika
professzor, Alexander, és Steven. Jack néger, Nimesh indiai szarmazasi, és az
egyetlen n6i matematikusunk, Alison, szintén fehér.

A matematikusok korara vonatkoz6 sztereotipia alapjan vartnél a filmbeli ma-
tematikusok atlagéletkora jelentGsen alacsonyabb. Alexander az Gtvenes éveivel
a legidésebbnek szamit a film matematikusai kozott, hatan pedig kifejezetten
fiatalok (matematikus hallgatok).

Kovérnek egyikiik sem mondhato, tobbnyire normal testalkattiak, talan csak
»Alison” tulstlyos, de lehet, hogy 6 is pusztéan az elénytelen 6ltézkddése miatt
tlinik annak.

A hét férfi koziil kettének van valamilyen arcszérzete, és csak egyikiik szemiive-
ges (bar olvasashoz Lambeau professzor és Alexander is szemiiveget hasznél).

A megjelené matematikusok és matematikushallgatok koziil senki sem visel ele-
gans ruhat, 6ltonyt, Lambeau professzor még az elGadésait is egy lezseren a
nyakaba logatott sallal tartja.

Hajviseletiik altalaban rendezett, semmilyen szempontbo6l nem kirivo, ketten
kopaszodnak.

Az altalanos képnek talan Alexander felel meg leginkabb. Benne a kutatasokban
feltart sztereotip jellemzdk jelentGs része felfedezhets: aranylag idés, kopaszo-
do fehér férfi, homlokan rancokkal, konvencionalis 6ltézékben. S6t, noha egyér-
telmt, hogy Alexander csak olvasashoz hasznalja a szemiivegét, &m a filmbeli
szereplésének t6bb, mint harmadaban (24-bdl 9 méasodpercben) szemiiveggel az
orran vagy a kezében latjuk, igy a nézé joggal tarsitja Alexander képéhez a
szemiiveget.

Tom is olyan tipust testesiti meg, aminek a képe szintén jelen van a koézvéle-
ményben, nevezetesen az okos, de nem zsenidlis, a szorgalmas, megbizhatd és
unalmas ,kocka” matematikust.

Bar kiilon n6i matematikusokrol létezd sztereotipidk vizsgélatéarol nem ir a szak-
irodalom, de valdszintileg nagyon jellemzére, a minden bizonnyal 1étezé ,néi ma-
tematikus” kozfelfogasban létezd képének megfelelGen formalt karakter ,,Alison”
is. Kénnyt elhinni, hogy az emberek tobbsége éppen ezt varja egy matematikus
n6t6l: ruhadarabjait igényteleniil valogatja Ossze, megjelenése slampos, régimo-
di, hajviselete semmitmondo, lényegében minden néiességet nélkiiléz. Marpedig
ez a kép nagyon nem felel meg a valésagnak.

Baratok, csalad, kapcsolatok szempontjabél nincs egységes kép a filmben, bar
legtobb esetben ezekrdl inkabb csak sejtéseink vannak, a film nem mutatja be
a magénéletiik részleteit, csak utal ezekre. Lambeau professzor szemlatomast
vilagfi, a kapcsolatteremtés teriiletén éppugy sikeres, mint a munkajaban. Will,
béar kiterjedt és Osszetartd barati korrel rendelkezik, s6t a film soran a szerelmet
is megtalalja, de érzelmileg sériilt és tarsadalmilag devians. Viszont — és itt Gjra
megjelenik a sztereotipia — & a zseni. Tipikus elképzelés, hogy a matematikus
nem csupén okos, de nagyon okos. Ezt a film készit6i is felhasznaljak: Will Hun-
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Will Lambeau Tom Alexander
kor fiatal kozépkora fiatal id6s6d6
nem ferfi ferfi ferfi ferfi
rassz fehér fehér fehér fehér
testalkat normal normal normal normal
arcszdrzet nincs nincs nincs nincs
szemiiveg nincs nincs* van nincs*
o0ltézkodés hétkdznapi lezser konzervativ | konzervativ
haj atlagos atlagos atlagos kopaszodo

I.1. tablazat.

Steven Jack Nimesh ,wAlison”
kor fiatal fiatal fiatal fiatal
nem férfi férfi ferfi né
rassz fehér néger indiai fehér
testalkat normal normal normal talsilyos
arcszlrzet nincs bajusz korszakall nincs
szemiiveg nincs nincs nincs nincs
o0ltozkodés sportos sportos sportos odivata
haj atlagos kopaszodd hossza elénytelen

[.2. tablazat.

tingrol kideriil, hogy tobb teriileten is elképesztSen tehetséges. Ez nehezitheti
esetleg kapcsolatok, baratsdgok kialakitasat atlagos képességii személyekkel, de
jelen esetben errdl nincs sz6. Baratai inkabb biiszkék Will kiemelkedd tudaséra,
semmint zavarna Gket. Mikor az egyetemi hallgatok barjaban — ahova a haverja-
ival egyiitt illetékteleniil megy be szorakozni — konfliktusa tamad egy torténész
hallgatoval, azt konnyedén alazza torténelembdl. Ezaltal baratjat menti ki egy
kinos beszélgetésbdl. Amikor verekedése miatt birosag elé keriil, kideriil, hogy
lényegében ismeri az Egyesiilt Allamok 6sszes biintetéperét a hozzajuk tartozo
itéletekkel egyiitt, ami — tekintve, hogy az USA-ban precedensjog van érvényben
— szinte felbecstilhetetlen értékd. Lathatja tehat a nézé, hogy Will Hunting érvé-
nyesiilhetne mint jogasz, vagy mint torténész is. De azt, hogy Will egy egészen
rendkiviili tehetség, a film készit6i abban lattak alkalmasnak megmutatni, hogy
még matematikaban is kivalo. (Jellemzs, hogy a film készit6i elGszor egy elméleti
fizikust akartak a torténet fGszereplGjének vélasztani, de kés6bb mégis inkabb
egy matematikus figuraja mellett dontottek.) Will tehetségesebb, mint maga
professzor, aki pedig szintén nem hétkéznapi matematikus: a film szerint meg-
kapta a Fields-medalt. A filmben el is hangzik Will szajabol, hogy a professzor
szaméara tul bonyolult problémak megoldasa neki nem jelent igazi kihivast.

A matematikusok munkaja

Mit csinal egy matematikus, amikor dolgozik? A legtobb embernek fogalma
sincs errdl, és a Good Will Hunting sem sokat segit abban, hogy az emberek
pontosabb képet alkothassanak. Koézvetleniil a fcim utan feltiinik a matema-
tikus professzor. Az MIT egyik nagyelSadojat latjuk, egy matematika elGadés
utols6 perceit. A hattérben egy hatalmas tabla, képletekkel teleirva. Ez tokéle-
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tesen illik abba a képbe, amit az emberek altalaban gondolnak: a matematikus
képletekkel dolgozik. A professzor éppen kihirdeti, hogy felirtak egy Fourier
transzforméciot a tanszéki tablara. Ha valaki a szemeszter vége el6tt meg oldja,
akkor annak a megoldasat lekozli az egyetem folyoirata. Elmondja a hallgato-
sagnak azt is — egyszersmind a feladat nehézségét is érzékeltetve —, hogy eddig
ezt a feladatot ,bizonyitottdk Nobel dijasok, matematikai palyadijasok, neves
asztrofizikusok, és magamfajta szerény professzorok.” A jelenet hiien tiikrozi
azt a képet, hogy a matematikusok altalaban feladatokat oldanak meg és ren-
geteget gondolkoznak, amig egy-egy nehezebb probléméval megbirkéznak. Ez
nagyjabol megfelel a valosdgnak. Az az &tlet viszont, hogy egy valaki altal ko-
rabban mar megoldott nehéz probléma jboli és Gjboli megoldasait publikaljak,
a magyar szinkron fordit6jatol szarmazik. Hasonloan a Fields-medéal szanalmas
félreforditasahoz (,matematikai palyadij” — alighanem a field — mez8, palya sz6
fatalis félreértésébdl), ami sajnos éppen azt erdsiti meg, hogy a tarsadalom (de
legalabbis a film szovegkonyvének forditoja) szamara a matematikusok egyik
legnagyobb elismerése ismeretlen fogalom. Pedig ez olyan, mintha nem tud-
nank, mit jelent a szinészeknek az Oscar-, vagy a tudosoknak a Nobel-dij. (Az
eredeti angol szoveg viszont nem &ll ilyen messze a valosagtol. Abban a felsorol-
takrol azt mondja a prof, hogy 6k olyanok, akik korabban részesiiltek abban a
megtiszteltetésben, hogy a munkijuk megjelenhetett az ,MIT Tech™ben.) Elég
hasztalan dolog lenne, ha a kutaté6 matematikusok tjra és Gjra ugyanazt a prob-
léméat oldandk meg. A kitiizott feladat raadasul nem is kiilonésebben nehéz. Egy
atlagos képességi matematikushallgaté par ora alatt megoldhatja. Raadéasul —
mint erre majd késébb részletezziik — a feladatoknak semmi kdze sincs a beigért
Fourier-transzformaci6™hoz.

A kovetkez6 olyan jelenetben, amikor valaki matematikaval foglalkozik a film-
ben, azt lathatjuk, amint Will feladatmegoldast firkal egy tiikorre. Elmélyiilten
koncentral, de nem hezital, nem akad el, hanem azonnal a megoldast, a kit{izott
feladatok végeredményét irja fel. A képsor lizenete nyilvanvald: aki igazan zseni-
alis matematikdbol, annak szamolgatnia sem kell. Akédrmilyen nehéz feladattal
els§ pillantéasra boldogul, még akkor is, ha mésoknak ehhez egy egész szemeszter
is kevés. Ez természetesen téves képzet. Legyen valaki akidrmilyen zseniélis ma-
tematikus, ennyire kbnnyen azért nem megy egy-egy szamolasigényesebb feladat
megoldésa.

A jelenetnek nyilvanvaléan csak dramaturgiai szerepe van. Hiszen ha lenne is
ilyen matematikus, ha példaul Will — a filmben az abszurditésig felnagyitott
— képességei lehet6vé tennék is, hogy egybdl a végeredményeket irja fel, akkor
teljesen felesleges a tiikorre irnia ezeket. Irhatna egybdl a folyosoi tablara, mint
azt kés6bb meg is teszi.

A filmben szerencsére valosagos matematikusi munkamodszereket is lathatunk.

Ilyeneket mutatnak be példaul azok a jelenetek, melyekben megjelenik a tars-
sal vagy csoportban dolgozé matematikus. Ez részben eloszlathatja azt a tév-
hitet, hogy a matematikus mindig maganyosan dolgozik, formulakon, képlete-
ken, konyveken és esetleg szamitogépen kiviil nem veszi mas koriil. Lambeau
professzor mar a feladatok kittizésekor beszél ,a tanszék” munkajarol. Egy je-
lenetben latjuk, amint Will-lel egyiitt old meg egy gréaf-szinezési problémét.
Késébb Lambeau, Tom és Alexander egyiitt gondolkozik egy maéasik matemati-
kai probléman, majd Will is csatlakozik hozzajuk. De az is kideriil a filmbdl,
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hogy mindegyikiik dolgozik egyénileg is, igy a film helyesen szemlélteti, hogy a
csoportmunka csak egy része a matematikus alkotd tevékenységének.

A film matematikat tartalmazo jeleneteiben mindeniitt el6fordulnak matemati-
kai szakkifejezések, képletek és a matematikai szaknyelv. Még olyan esetekben
is, amikor ez nem feltétlen lenne sziikséges. Ezek szemléltetik, hogy a mate-
matika tele van képletekkel és szakkifejezésekkel. Mar a f6cim alatt képletek
kavarognak a hattérben, felettébb misztikusan. Matematikarol 1évén szo, az ter-
mészetes, hogy képletekkel teli minden tabla, ami a filmvasznon feltiinik. De
a szereplSk akkor is matematikai zsargont hasznalnak, amikor arra nem volna
feltétleniil sziikség. Példaul a tanszéki hirdet&tablan megjelend egyik felvetett
probléma homeomorfikusan irreducibilis (,homeomorphically irreducible”) gra-
fokrol szol. Ami egyszertien annyit jelent, hogy a grafban nincsen maéasodfoku
pont, vagyis olyan pont, amibd&l pontosan két él indul ki. Ez is, mint a szaknyelv
és a képletek hasznélata szinte mindig, azt sugallja, hogy itt olyan dolgokrol
van sz0, amelyeket normalis f6ldi haland6 fel nem foghat. Az ilyen jelenetek
alkalmasak lehetnek arra, hogy az emberek csodalattal tekintsenek a matema-
tikusokra. Végss soron azonban ezek inkabb tavolitjak és elriasztjak a nézét a
matematikatol, a matematikusoktol.

A matematikusrol, a matematikus munkajarol a film altal kozvetitett kép Osszes-
ségében a sem igazan vonzo. Azt latjuk, hogy a matematika tulsdgosan bonyo-
lult dolog. Nagy része még a j6 matematikusok szamaéra is nehéz. Sok kudarc
éri a matematikust, mert nem, vagy csak nagy faradsaggal tudja megoldani a
problémakat. Es ha mégis elér eredményeket, mint példaul a filmben Lambeau
vagy Alexander, akkor is ki van téve annak a veszélynek, hogy a palyaja csacsan
egyszer csak betoppan egy ifju tehetség, aki utdlag feleslegessé teszi minden erd-
feszitését. Matematikaval foglalkozni tehat — gondolhatni — kizarélag a zseniknek
éri meg, masok ne is probalkozzanak vele.
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A nemzetkozi vizsgalatokbol kittinik, hogy a matematikusokrol és természettu-
dosokrol él6 képzetek csak lassan valtoznak, és nemzetiségtsl lényegében fiig-
getlenek. Szamos kutato véli agy, hogy ezeknek a jelenségeknek a média az oka.
A TV misoroknak, sorozatoknak, filmeknek fontos szerepe van a sztereotipi-
ak megtartasaban, erdsitésében vagy gyengitésében. Valoszintinek latszik, hogy
a stabilitas egyik oka az, hogy a médiumokban a koézvéleményben él6 képnek
megfelels tudos/matematikus figurak jelennek meg. Ugyanakkor viszont az itt
megjelend sztereotipidk is befolyasoljak a kézvéleményt.

Mivel ezek a sztereotipiak gyakran és jelentés mértékben kedvezétlen képet feste-
nek a kutatokrol, matematikusokrol, jelentGsen csokken a természettudoményos
palyat valaszto fiatalok szama. Komoly elhivatottsag kell a matematikusi palya
valasztasahoz, amikor ,a médidban (radio, TV, mozi) a riporterek, a szereplok
szinte dicsekszenek azzal, hogy az iskoldban nem szerették és nem is tudtak a
matematikat.” ([23]) A meédia javithat a népszertitlen munkakrol, hivatasokrol
alkotott kozvélekedésen, vonzobb (és talan a valdsdghoz kozelebb allo) képet
mutathat az ilyen hivatast valasztok életérdl, munkajarol a gyerekeknek és a
sziil6knek egyarant.



I1. fejezet

Matematikal tartalmak a
médiaban

A médiumokban meglep&en gyakran jelenik meg a matematika. Mindennapi
tapasztalat a matematika felbukkanasara példaul arleszallitasok reklamozasa,
valasztasi eredmények vagy idgjaras jelentések ismertetése, folyoiratokban meg-
jelens szam- és logikai rejtvények, stb. Ezek esetében szinte észre sem vessziik,
hogy matematikaval talédlkozunk.

A matematikai tartalmak kozvetitésének legnyilvanvalobb formaja talan az is-
meretterjesztd irasokban, miisorokban valé megjelenités.

Ugyanakkor nem elhanyagolhaté mértékben jelennek meg ilyen tartalmak a po-
pularis médiaban is.

Minthogy a tarsadalomban, de kiilénosen a fiatalok korében az Internet vilag-
héloja valt, illetve valik az informécié kozvetitésének meghatarozé médiumava,
érdemes kicsit belepillantani abba is, mik a jellemzéi az itt fellelheté matemati-
kai tartalmaknak.

II.1. Matematikai tartalmak az ismeretterjeszts
irasokban, miisorokban

A tudoményos ismeretterjesztés részeként megjelenitett matematikai tartalmak
valojaban a matematika tanitasanak egy speciélis teriiletét jelentik. Lényeges
eltér azonban a kozoktatastol abban, hogy a kiilonféle médiumokon keresztiil
megvaldsuld “tanitashoz” a kozonséget nem az allamhatalom kényszeriti az isko-
lapadba, hanem egy kommunikaciés piacon kell az érdeklédésiiket és figyelmiiket
megnyerni. Ez lehet&ségeire, modszereire és eredményeire nézve egyarant meg-
hatéroz6. Matematikai targya tudomanyos ismeretterjeszté cikkek ma Magyar-
orszagon elsGsorban az alabbi nyomtatott folydiratokban jelennek meg: K6Mal,
Elet és Tudomany; Természet Vilaga. (Ez utobbi a vilag egyik legrégebbi tu-
domanyos folyoirata. El6dje a Kiralyi Magyar Természettudoméanyi Téarsulat

23
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Evkonyveinek sorozata 1841-ben indult.) De jelennek meg matematikai tartal-
makat bemutaté ismeretterjeszté cikkek sok egyéb djsdgban a bulvarlapoktoél
kezdve a politikai napilapokig. E cikkek stilusa, matematikai tartalma és szakmai
igényessége természetesen felettébb sokféle, a mar gyakorlatilag hirlapi kacsa-
nak tekinthets hirektdl egészen a valoban tudoményos igényi ismeretterjeszté
irasokig terjed.

Az internetes hirportalok jelentSs részén is jelennek meg tudomanyos ismeret-
terjesztd hirek, cikkek, koztiik matematikaiak is.

Jelenleg az ELTE TTK Tudoménykommunikécié a természettudoményban cim-
mel nappali MSc képzés folyik.

I1.2. Matematikai tartalmak a popularis média-
ban

A pop-kultira részeként megjelend matematikai tartalmak koziil mi most a kii-
l6nféle filmekben megjelens anyagokkal foglalkozunk részletesebben. Az anyag
a kiviilallok szaméra talan meglepd modon igen gazdag, bar a filmekben meg-
jelend matematikai altalaban csak ,diszlet”. Gyakorta a készit6k nem is veszik
a faradtsagot, hogy ,érvényes’” matematikat hasznaljanak fel a filmjiikben, de
nem kevés olyan film is késziilt, amelyben valédi matematika — vagy matema-
tikai gondolat — jelenik meg. Itt néhany olyan filmet emlitiink meg, ahol a ma-
tematika nem csupén hangulatfesté halandzsa, hanem felismerhetd, érvényes és
tanulsagos anyag. Természetesen a teljesség igénye nélkiil.

A szerencse” és az ezt vizsgalod valoszintiségszamitas nagyon sok ember szé-
méra maga a misztikum. A véletlen, a szerencsejatékok jo kiindulas, izgalmas
konfliktusforras tud lenni, ezt szamos filmben fel is hasznaljak. Ilyenek példaul:

Macsdok és macdk (Guys and Dolls), Rosencrantz és Gulidenstern halott, Kecs-
kebivolok, Tisztességtelen ajdanlat, Casino; Las Vegas (TV sorozat), What Hap-
pens in Vegas, Ocean’s Thirteen, stb. Az alabbiakban Wintsche Gergely eladasa
alapjan egy, a Kecskebiivolok-ben megjelené matematikai jellegti problémét ele-
mezink, majd a Good Will Hunting matematikai anyagéat.

Kecskebiivolsk (The Men Who Stare at Goats, 2009)

Bob Wilton (Ewan McGregor) riporter egy nap egy talalkozik Lyn Cassady-vel
(George Clooney), aki azt allitja, hogy paranormalis képességekkel rendelkezik
és egy kiilonleges, kisérleti alakulatnak volt a katonaja. Ezt az alakulatot az
amerikai hadsereg hozta létre a szovjet fenyegetésre valaszul. Bill Django (Jeff
Bridges), aki a program sziilGatyja volt, elttinik, {gy Cassady atnak indul, hogy
felkutassa, és Bob tgy dont, hogy elkiséri az utra.

Az alabbi két perces film részletben Bob egy érmét dobal fel, Cassady pedig elére
megmondja, mi lesz a kovetkez6 dobas eredménye. Sajat allitasa szerint 264 a re-
kordja ebben. https://drive.google.com /file/d /0B5J6 TQ30VWWvNFolREJ5RThVbXM /view?usp=sh

De vizsgaljuk meg a filmben is szerepls fej vagy iras dobéassorozatokat matema-
tikailag is!
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Egy sokak altal ismert kisérlet, amikor a tanar azt kéri a tanuloktol, hogy az
osztaly egyik fele irjon le egy olyan F és I betiikbdl 4116 200 karakter hosszisagu
jelsorozatot, amirdl azt gondolja, hogy egy valos fej-iras sorozat eredménye lehet.
Az osztaly masik fele pedig dobjon fel egy érmét 200-szor és irja le a dobott
sorozatot. Mindkét csoportnak lesz egy 200 jelet tartalmazo F és I bettikbdl allo
sorozata. A tanar nem tudja, hogy konkrétan melyik tanulé dobalt érmét, és
melyik irt kitalalt sorozatot. (Példaul ezt korabban titkos sorsolassal dontotték
el.) Ezek utén a tanar ranéz a sorozatokra és ,nagy biztonsaggal” megmondja,
hogy a sorozat valoban a véletlen sziilotte, avagy a kitalalt fej iras sorozat.

Példaul meg tudnank mondani, hogy az alabbi két mintasorozat koziil melyik a
,wvalodi”?

F F1 F1 FF1 F1 1 F 1 FF
| F F F1 F 1 I F F 1 1 F 1 1
F1 1 1 FFFFI1 I FF 1 F I
| F 1 F F F 1 F 1 1 F 1 I 1 F
F1 1 F1 I FFFFF I F 1 F
F F FI1 I | FFFFF I FFF
F F1 FF1 FFFTFTFI F 1 F
F FFI1 FI1 FFFF F 1 F I 1
| F F F1 1 F 1 F1 1 1 1 FF
F L I F F L 1L F L 1 1 1 1 1 1
F FI1 FF F F I I F F F I 1 1
I 1 1 1 F F F I I I F F I 1 1
)il 1§ FJ &1 EE 1 L BEEF
F 1 I F1 1 F F 1 FF F 1 1 1
F1 FI1 FF 1 F F 1 F F I 1 1
I F 1L 1 1 1 1 F F 1 1 1 F F I
| F1 FF F 1 FF F 1 F F I 1
I F 1L F F L 1L 1 1 F F 1L 1 1 1
I F 1 F F 1 F F I I 1 1 F F I
| F F I I 1 F 1 F F 1 1 1 FF

A példazatban szerepld tanar meg tudta mondani.

Hogyan lehetséges ez? Természetesen ugy, hogy a pénzfeldobassal kapott fej-iras
sorozatok bizonyos torvényszertiségeknek felelnek meg, amiket a tanulok altal
kitalalt F-I sorozatok altaldban nem mutatnak. Kicsit konkrétabban: A tanulok
altalaban maguktol nem mernek olyan hosszti homogén — vagy csak fej vagy csak
irds — sorozatokat irni, mint amilyeneket az érme dobélasa nagy valészintiséggel
produkal.

De nézziik precizebben!

Ha egy érmét haromszor feldobunk, akkor a kapott sorozat nyilvan az alabbiak
valamelyike lehet csak:

FFF, FFI, FIF, IFF, FII, IFL, IIF, III

—- = = = = =,
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Ezek koziil szabélyos szabélyos érme esetén mindegyik valoszintsége 1/8, azaz
az eloszlas

A leghosszabb fej
sorozat 0 L = e

P 18 | 4/8 2/8 | 1/8

A varhato értéket is konnyen megkaphatjuk:
E=0-1/8+1-4/8+2-2/843-1/8=11/8

Az alabbi tablazatban lathatdé néhany n-re a leghosszabb fej dobas sorozatok
szama:

A leg-
hosszabb
fej sorozat

© o0 N O O A W N =2 O

Ha R,, jeloli egy n-hosszti dobéssorozatban a leghosszabb fejsorozat hosszat,
akkor
F,(k) = P(R, <k),

vagyis F, (k) jeloli annak a valoszintiségét, hogy n-szer feldobott érme esetén a
leghosszabb fejsorozat hossza nem nagyobb k-nal.

Ha F,,(k)-nel jeloljiik azon n-hosszu sorozatok szamat, ahol a leghosszabb fej
sorozat legfeljebbk, akkor persze
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Példa: han < 3, akkor A,,(3) = 2% [A0(3) = 1, A1(3) = 2, A2(3) = 4, A3(3) = §]

Ha n > 3, akkor vagjuk szét az eseteket, attol fliggben, hogy mivel kezdddik: I,
FI, FFI, FFFI, és eztan sem jon haromnal tobb fej egymés utén:

An(3) = An1(3) + Ap—2(3) + An—3(3) + An—4(3)

n_|0]1]2]8]4]|5]|6|7 |8 |9 |10
) 1[2]4]8[15]29]56 | 108 | 208 | 401 | 773

Mint a tablazatbo lathatoAg(3) = 208 , vagyis a 8 hosszi dobassorozatok kézott
a legfeljebb 3 hosszu fej (F) sorozatot tartalmazok szama 208.

Kovetkezésképpen az

208 208

Vagyis 8 dobasbdl allé sorozat esetén majdnem 20% annak az esélye, hogy leg-
alabb 4 fej kovetkezik egymas utan.

Altalanos esetre felirva:

2m n<k

k
ZAnflfj(k) n>k
=0

Vagyis konkrét esetiinkben

As(3) = A7(3) + Ag(3) + As(3) + A4(3) = 108 + 56 + 29 + 15 = 208

Konnyen megkaphatjuk azon esetek szamat, amikor a leghosszabb fej sorozat
hossza éppen k:

Peldaul 50, 100 és 200 fej-iras sorozatban a maximaélis hosszt fej (F) sorozatok
eloszlasa:

Ha csak a leghosszabb fej vagy iras sorozat érdekel minket, azaz a homogén
futamok, akkor a korabbiakbdl kénnyen kaphatjuk.

Legyen B, (k) az n hosszu dobassorozatok koziil a legfeljebb k hosszi homogén
sorozatot tartalmazok széma, és B, (0) = 0.

Bo(k)=24,_1(k—1) k>1

Az n hossza sorozatbnan, ahol egyformak jonnek egymés utan, ott irjunk F-et,
ahol kiilonbozsk, ott I-t, azaz

rF 1 ¥ F I F F1 FFF F F F 1T 1 I 1
r 1T ¥ 1 I ¥ T I F F F F F I F F F

A nem szabalyos érme esete: p # 3
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Hasonl6 rekurziot lehet felirni, csak szét kell vagni az Gsszes fej szama szerint.

Ha C) (k) jeldli az n hosszi dobassorozatban a pontosan i fejet tartalmazok
koziil azokat, amelyek legfejlebb & egymas utani fejet tartalmaznak, akkor

Fu(k) = CP(k)p'q"™
i=0

Térjiink vissza a kezdeti kérdéshez.
Empirikus vélaszt adunk a leghosszabb fej sorozat hosszara:

Egy fej sorozat (megengediink 0 hosszat is) el6tt kell allnia egy irasnak. Az
irdsnak. Az irdsok szama = ngq.

npg ~ minimum 1 fej (F) van benne;

npq® ~ minimum 2 fej (F) van benne;

(
npq® ~ minimum 3 fej (F) van benne;
npg® ~ minimum k fej (F) van benne
npgf ~ 1 (R, jeldlta a leghosszabb fej sorozat hosszat)

log,,(nq) + R, = 0
Ry, ~logy,(ng), ha p = %, akkor R, ~log,n —1

Good Will Hunting

A cselekményre méar utaltunk korabban.
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A filmben t6bb helyen is el6fordulnak felismerhets, megvizsgalhatoé matematikai
feladatok, anyagok.

I. Elscként, még a film elején azon a bizonyos tanszéki tablan a folyoson. A
feladatok — Fourier transzformacio helyett — a kovetkezdsk:

&

G)A the ?P‘Fk

R
2) Ha malae Cau)-&-.j lRa. yumbas,-
5F 3 S'J'CP -AJQ.{J(S
3) J‘L( gwﬁw g’l""d“k‘:'»‘i_x'
T Pok L —>
LY Fa Gousrdling functizn

-Fu—( walks -f-‘*nm?n-':-\‘.; (>3

Vagyis:

G egy grdf

Hatdrozzuk meg

1. az A szomszédsdgi-mdtrizot

2. azt a mdtrizot, amely megadja a 3-hosszu sétik szdmadt
3. az i = j sétdk generdtorfiggvényét.

4. az 1 = 3 sétdk generdtorfiigguényét

Will — a forgatokonyv szerint — természetesen konnyedén megoldja a feladato-
kat, a megoldast fel is irja a tablara — sajatos modon ugyanazzal az irassal,
mint amivel eredetileg a feladatok voltak lathatoak. Viszont az eredeti felada-
tok irasképe id6kozben megvéltozott a tablan. (A filmet nézve ez egyaltalan nem
felting.) A filmben a tablara irt megoldas felfedezésekor a tabla el6tt Lambeau
professzor folyamatosan takart. Szerencsére kézben mozgott is, igy mintegy tiz
kiilonbo6z6 képkockabol ossze lehetett montirozni egy aranylag teljes tablaképet.
A megoldas egy része még igy sem olvashatd, de a lathatdakbol kitalalhato,
megalkothato.

Vagyis:
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. »”fj ;héuﬂg /ﬂ"f'///x. A
- /

.T.—.J o D i Hat Mm{""‘f ?{ S5 Ebf -
W aléc - 2
) ’ 'L J =
5 Ty qamtealiness fwmodron Jo .-\.ﬁ"‘(:’:' S. T
y 4 ’; o 7 | o / 4 ‘r

/

e J
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S 7’

1.
01 0 1
1 0 2 1
A= 0 2 0 O
1 1 0 0
2.
2 7 2 3
7T 2 12 7
3 _
A% = 2 12 0 2
3 7 2 2
3.
- .. det (1,5 — zA;5)
T (p; _ _ N n _ ij ij
)= 3o 327 = 24l =)
4.
-1
. 0 . 1 —z 0 —z
1 _2s . —z 1 —2z —z _
_. 0 1 0 -2z 1 0

—z -z 0 1

223 + 222 ) 5 . . .
= A9 7] 2% T2 A I8 0

Hogyan juthatunk el ezekhez a megoldasokhoz?

1. A szomszédsagi-matrix fogalma kdnnyen elmagyarazhaté akar gimnazistdknak
is:
Legyen A a métrix, ahol [A}J

. az 1 — j élek szama.

Most jeldlje wy (i — j) az n hosszi i — j sétdk szamat. Vegyiik észre, hogy az

1 hossz i — j sétak szama az [A]) elem, azaz [A]) = w; (i — j). Indukcioval



I1.2. MATEMATIKAI TARTALMAK A POPULARIS MEDIABAN 31

belathato, hogy A™ kodolja az n hosszu sétak szamat egyik csticsbol a méasikba.
Valéban, egy n + 1 hosszt séta i-b&l j-be egy n hosszu i—k sétabol (valamely
k-ra) és egy 1-hosszt k—j sétabol all. Az n + 1 hosszu séték szamahoz Ossze kell
adnunk ezt a két szamot minden k csticsra. Azaz

w1 (i = J) =D wn (i = k)w (k= j).
k=1

Az indukcios feltétel szerint wy, (i — k) az ik eleme A™-nek, és wy (k — j) = [A]i,
tehat

w1 (i = §) =D wn (i = k)wr (k= j)
k=1

az ij-edik eleme A" -nek, a matrixszorzas szabalyai szerint. A konkrét G grafra
a 3-hosszi sétak szamat A% adja meg, amely koénnyen ellendrizhetSen ugyanaz,
mint amit a film szerint Will Hunting a tablara irt. Ez az érvelés érthetd barmely
didknak, aki elvégzett egy bevezets linearis algebra kurzust. (2. félév ELTE-n
és DE-n, 1. félév SzTE-n).

A harmadik feladat az i — j sétak generatorfiiggvényének megadésa. Ez a foga-
lom olyan didkoknak is elmagyarazhato, akik amugy nem ismerik a hatvanysorok
és analitikus fiiggvények altalanos elméletét.

Ez egyel6re csak egy formaélis végtelen kifejezés.

Ebben az esetben viszont nemkommutativ gytrik (konkrétan az R™*" matrix-
gytri) feletti hatvanysorokra van sziikség.

Ezért analizisre alapozzuk a generatorfliggvény-elméletiinket. A generatorfiigg-
oo

vény tehat legyen egy analitikus fliggvény, amit a an (i — j) - 2" hatvany-
n=0

soraval adunk meg, azaz 2" egylitthatoja az m hosszii i — j sétdk szama. A

generatorfiiggvény-elmélet csak a hatvanysorok elméletét hasznalja analizisbdl.

Az analizis fogalmai és tételei tekintetében [29]-re hivatkozunk, generator-
fiiggvény-modszer és kombinatorikus alkalmazasok pedig [5]-ben talalhatoak.
Mar lattuk az el6z6 feladat megoldasanal, hogy w, (i — j) az i-edik sor j-edik
eleme A"-ben. Minthogy a feladat meghatarozni az Osszes generatorfiiggvény-t
egyszerre, ezt kézenfekvé modon ugy tehetjiik meg, hogy métrixba rendezziik
6ket. Innen mar nem tul nagy ugrds a métrixhatvanysor vizsgalata. Viszont a
matrix-hatvanysor nem része az analizisérak anyagénak, tehat némi magyara-
zatra van sziikség.

Hogyan definidlhatjuk méatrixsorozatok konvergenciajat? A legkozelebbi fogalom
a konvergencia normalt vektorterekben, pl. R™-ben.

Ha az n x n-es matrixok terét egyszertien n? dimenzios vektortérnek tekintjiik,
az normalt tér lesz, pl. a standard euklideszi tavolsdggal. Minthogy véges di-
menzios, igy barmely két norma ekvivalens. Tehat hasznalhatjuk a pontonkénti
konvergenciat, azaz egy maétrixsorozat konvergens, ha minden eleme konver-
gens sorozat R-ben. S6t, az el6bbiek szerint minden szamitast elvégezhetiink
formalisan, a szokasos matrixGsszadéassal és szorzassal. Tehat minden f; ;(2) ge-
neratorfiggvény konvergens (a 0 egy kornyezetében) akkor és csak akkor, ha a
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oo
Z A™ - 2™ maétrixsorozat konvergens (0 kornyezetében). Vizsgaljuk meg ezt a

n=0
maétrix-sorozatot. A szokésos mértani sor-érvelés szerint:

[e%S) k k

ZA -z :kIEEOZA -z :ler{:OZ(Az) =
n=0 n=0 n=0
= lim (I—(Az)kH) (I—Az) "= (- A7 (L)
k—o0

Még mindig meg kell mutatnunk, hogy (I1.1) egyenlGségei teljesiilnek, és min-
den lépés értelmes. Azaz, meg kell hataroznunk azon z-k halmazat, melyre
lim (I — (Az)kH) = I, és melyre az I — Az matrix invertalhato. Az utobbi

k— 00

kérdés konnyen eldonthets: I — Az invertalhatoé akkor és csak akkor, ha z\ # 1
az A egyetlen \ sajatértékére sem. Fzzel véges sok z-t kizartunk. Megadhato
egy tartomény is, amely minden z elemére teljesiil, a 2\ # 1 feltétel. Legyen p
a legnagyobb abszolut értéki sajatértéke A-nak. Ekkor I — Az invertalhato, ha

|2 < 1/]pl.
Most vizsgaljuk meg az klim (Az)k hatarértéket. Legyen J az A normalalakja,
—00

vagyis van olyan invertalhaté @, hogy J = Q@ 'AQ csak Jordan-blokkokbol all.
Ekkor A = QJQ ™! tehat (Az)]C = Ak2k = QJ*Q12*. Ha A egy nxn-es matrix,
akkor J* elemei feliilr6l becsiilhetSk k™ |p|"-nal. Mivel ugyanis A szimmetrikus,
J diagonalis, tehat J* elemeit becsli [u|*. Q elemei és Q™' konstansok. Tehét

lim (Az)k = klim QJFQ ¢ =0,
—00

k— 00

ha |z] < 1/|pl|, tehat klim ([, (Az)k'H) = [ ugyanabban a kérnyezetben.
—00

Ezt a technikat az ELTE-n Algebra 2-b6l, DE-n Linearis algebra 2-b&l SzTE-n
Linearis algebrabol tanitjak.

Veégiil ki kell szamolnunk 7 — Az = I —z A inverzét. A szokasos Gauss-eliminécios
modszer kevéssé segit, mivel z egy valtozo I — zA-ban, és nehéz vele szamolni.
De a métrix inverze Cramer-szaballyal is kiszamithato, aldeterminansok segit-
ségével.

Egy M maétrixra legyen M;; az i-edik oszlop és a j-edik sor elhagyasaval ka-
pott matrix. Ekkor M adjungalt matrixa az az N, mely i-edik sordnak j-
edik eleme (—1)""7 det M;;. A Cramer-szabaly szerint ha M invertalhato, akkor
M~' = N/det M. Azaz az M~" métrix ij indext eleme (—1)"7 det M;;/det M.
Ezt a harmadik feladatra alkalmazva, M = I — zA-val, kapjuk, hogy a genera-
torfliggvény az i — j sétakra a

(=1)"* det (Iij — zAy;) / det (I — zA)

torttel egyenls. Ez majdnem ugyanaz, mint Will megoldaséban, kivéve a (—1)1'1“7
tényezot az elején. Néha a det() jelolés tartalmazza a (—1)"1 tényezét is, de az
is lehet, hogy csak a filmkészit6k néztek el valamit. Egy méasik kiilonbség, hogy
Will az egységmaétrixot 1-gyel jelolte I helyett.
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A negyedik feladatban meg kell adnunk az 1 — 3 sétak generatorfiiggvényét. Az
altalanos formula ismeretében nem nehéz behelyettesiteni:

i wn (1= 3) 2" = (=1)" T det (I15 — 2A413) / det (I — zA) =

—z 1 -2z —z 223 4 222
0 -2z 1 0 424 — 223 — 722417
—z -z 0 1

Semelyik didknak, aki elvégezte a bevezetd linearis algebrat nem okozhat prob-
léméat megkapni ezt a formulat. Itt —1 a szamlalonak és a nevezének is az egyik
gyoke, tehat egyszertisithetiink z + 1-gyel.

o0
223 + 222
an( )z 424 =223 =722 +1
(2 +1)222 B 222

B (z4+1)(423 =622 — 2+ 1) 423 —622—z+1°

Hogy megkapjuk a hatvanysor egyiitthatoit, ki kell szamolnunk a fiiggvény
Taylor-sorat.

f

Alkalmazzuk az analizisbdl jol ismert f(z Z " formulat, ahol
) (0) az f-nek az n-edik derivaltja a O—ban, ésnl =1-2---..n, az
egész szamok szorzata 1-t8l n-ig (és 0! megallapodas szerint 1). Itt f(z) =
222 / (423 — 622 — 2+ 1), tehat ennek a derivaltjait kell megkeresniink 0-ban.
Legyen h (z) = 222, g (2) = 42° — 622 — 2+ 1, ekkor f (2) = h(2) /g (2). Will az
els hat tag egyilitthatojat adta meg, amit f els6 hat derivaltjanak kiszamolésé-
val kaphatunk meg. Minthogy f két polinom hanyadosa, igen faradsagos lehet
ezt kézzel kiszamolni. Ezért egy egyszert triikkot alkalmazunk a szamitas idejé-
nek csokkentésére. h/g = f, tehat h = fg, és %) = (fg)™®). A binomialis tétel
segitségével konnyen megadhatoak a derivaltak. Most h'(z) = 4z, h"(2) = 4,
W'(2) =0, g'(z) = 1222 — 122 — 1, ¢"(2) = 24z — 12, ¢""(2) = 24, ¢P(2) = 0,
tehéat egy linearis egyenletrendszert kapunk az f 0-beli derivaltjaira:

(0) = £(0)g(0) = f(0) =0,
h(0) = £1(0)g(0) + £(0)g(0) = fM(0) =0,
h(0) = £*(0)g(0) + 2 (0)g™ (0)

+ £(0)g®(0) = f@(0) =4,
h®(0) = f<3><0)g< ) + 3£2(0)g™)(0)
+3fM(0)g®(0) + £(0)g™) (0) = f®(0) =12,

h(0) = f*(0)g(0) + 41 (0)g™ (0)
+6£@(0)g2(0) + 4£H(0)g®(0)
+ £(0)g™(0) — f®(0) = 336,
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[

h(0) = £©(0)g(0) + 55 (0)gV(0)
+10£3(0)g?(0) + 102 (0)g®) (0)
+5£1(0)9™(0) + £(0)9(0) — £0)(0) = 2160,
h9(0) = £©(0)g(0) + 6 (0)g'"(0)
+15£9(0)9® (0) + 211 (0)g(0)
+15£3(0)g™(0) + 61 (0)g(0)
+ 1(0)9“(0) — (0 = 67680.

A megfelels faktorialisokkal leosztva kapjuk, hogy

D wn (1 3)2" =227 4+22° + 142" +182° + 9425+ .,
n=0

ami ismét egyezik azzal, amit Will a tablara irt.

1I.

Amikor Gerald Lambeau bemegy a nagy eléadoba, ahol rengeteg didk varja a
titkos megfejts kilétének felfedését, a hattérben két feladatot latunk a tablan,
megoldasaikkal egyiitt.

Mindketts linearis algebrai feladat, egy matrix sajatértékeinek és sajatvektora-
inak meghatarozasarol szolnak.

A bal oldali tdblan elmagyarazzak, hogyan kell az

1 1 0

A=1[11 1 =2

2 1 0
matrix sajatértékeit kiszamolni. Ennek a matrixnak egy valos (irracionalis) és
két komplex sajatértéke van. Ezeket egy harmadfoki egyenlet megoldasaval kap-
hatjuk meg. Mivel a valos sajatérték sem kellemes, ezért aszokésos eljarast — a
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2 +4 = E:gmaﬁ

T1Y~Zp= Ay ;quw&
.Er.g

_—-_-__/-

ty () 1 0 |=o Sdeeh]

|10y 2| cgnond

| < I =)

harmadfokt polinom leosztasat a valos gyoktényezével — nem kényelmes. Ez a
feladat inkdbb a Cardano-formula alkalmazésat igényelné, melyet az ELTE-n
Algebra 1-bgl (1. félév), a DE-n Bevezetés az algebraba és szamelméletbe (2.
félev), az SzTE-n Klasszikus algebrabol (2. félév) tanitanak.

A masodik feladat a tablan szintén egy sajatérték-szamitasi feladat az

2k -k -k
A=k 2k -k
k k2

méatrix sajatértékeinek meghatarozasa talalhatd — bizonyos értelemben. A film-
ben ef6lott a matrix f6lott lathato, hogy a 0 és a 3k két sajatérték, és itt a 3k
multiplicitasa kettS (a tablan elfajuld sajatértéknek nevezik). Elolvashatjuk a
hozzajuk tartozd sajatvektorokat is. Azonban sem a 0, sem a 3k nem sajatvekto-
ra az A matrixnak (kivéve, ha k = 0). Ezért agy gondoljuk, hogy a filmkészitsk
itt hibaztak, és a szimmetrikus

2k -k -k
B=|-k 2t -k
-k -k 2k

matrixot akartak a tablara irni. Kénnyen ellenérizhets, hogy B harom sajatér-
téke 0, 3k, 3k. A 0-hoz tartozo sajatvektor

1
Ll
1
a kétdimenzios sajatalteret pedig a
1 1
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vektorok generaljak.
II1. Fak

A folyoso tablajan szereplé méasodik feladatot kifejezetten az elsd feladat meg-
oldéjanak irtak fel. Két részbdl all:

A feladatok magyarul:
a) Hiny n-csicsy fa létezik, ha a csicsok szamozottak?

b) Rajzolja le az dsszes homeomorfikusan felbonthatatlan fdat n = 10 esetén!

Will megadja az n" 2 megoldast az elsé kérdésre, és lerajzol nyolc grafot a

masodik kérdésre valaszul. Az els6 kérdéshez tartozd eredmény Cayley-formula
néven ismert [10], de elszor Borchardt [9] fedezte fel 1860-ban [9]. Szdmos
kiilonboz6 bizonyitasa létezik, a legismertebb talan Priiferé [30], aki an. Priifer-
kodot rendelt hozza a fakhoz.

Cayley tétele ezzel a bizonyitassal szerepel az ELTE Véges matematika 1 (1.
felév) kurzusaban, igy itt nem részletezziik.

Most nézziik a mésodik feladatot. Egy fagrafot homeomorfikusan irreducibi-
lisnek nevezhetiink, ha nincs masodfoku cstucsa. Az els§ eredmény ilyen fakrol
Haray és Prins [22] nevéhez kothetd. Példaul felsoroljak az sszes ilyen fat legfel-
jebb 12 csticson, specialisan a 10-cstuicstiakat is. Elemi grafelmélet eredményeket
hasznalva mi is megtalalhatjuk az Osszes ilyen 10-csticsu fat.

Erdekes, hogy a késziték matematikai értelemben hibat kovettek el: Will csak 8
fat rajzol a tablara:

RSy S
JH P B

Pedig még két ilyen fa létezik:

Frrt

Szamozzuk a csicsokat 1-t6l 10-ig, fokszamaik pedig legyenek dy, ..., d1o. Te-
gyiik fel, hogy a csticsok fokszdm szerint nem ndévekven vannak sorbarendezve.
A fokszamok 6sszege 18, hiszen egy 10-ponti fanak 9 éle van. Ha [ darab levél és
10—1 darab nemlevél van, akkor a fokszamdosszeg legalabb [43-(10 — 1) = 30—2,
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tehat [ > 6. Ha 9 levél és 1 nemlevél van, csillagot kapunk. Ha 8 levél van, ak-
kor di +do = 10 és d; > do > 3, tehat dy = 7 és dy = 3 vagy dp = 6 és
do = 4 vagy d; = dy = 5. Mindharom, a feltételnek — ne legyen benne masod-
foku pont — megfelels fat ad, ahol az 1. és 2. cstcs Gssze van kotve, a levelek
pedig a maradék foknak megfelelen vannak hozzajuk kétve. Ha 7 levél van,
akkor d1 +d2 +d3 = 11 és d1 Z d2 Z dg Z 3. Tehat vagy d1 = d2 = 4 és
ds = 3, vagy di = 5 és do = d3 = 3. Az els§ esetben két kiilonbozs fat kapunk:
egyet, ha a két negyedfoku csucs Ossze van kotve, és egyet, ha nem. A masodik
eset szintén két fat ad: egyet, amikor a két 3-foku cstcs nincs Osszekotve, és
egyet, amikor igen. Ez utébbi hidnyzik a tablarol, amit valoszintleg a késziték
felejtettek le, és nem a film matematikus szakértsi. Végiil, ha 6 levél van, akkor
di+do+ds+dy =12, dy > dy > d3 > dy > 3, tehat dy = dy = d3 = dy = 3.
Ez tovabbi két fat ad: egyet, amikor az egyik 3-foku csticshoz nem csatlakozik
levél, és egyet, amikor nincs ilyen cstics. Ez utobbi szintén hianyzik a tablarol,
ami egy tjabb (matematikai) hiba a filmben. Osszesen 10 (és nem 8) masodfoki
pontot nem tartalmazoé fa van 10 cstacson.

Az irodalomjegyzékben szerepld [5] konyvben bévebben lehet homeomorfikusan
irreducibilis fakrol olvasni.

IV. Kromatikus polinom

A probléma, melyet Gerald Lambeau és Will Hunting egyiitt old meg az, hogy
adjuk meg a 3-napgraf (azaz a csicsok a, b, ¢, d, e, f, az élek ab, ac, ad, ae,
bd, bf, ce, cf) kromatikus polinomjat. Ez egy sikgraf, amely ugy néz ki, mint
példaul egy haromszog a kézépvonalaival.

Altalanossagban napgrafoknak nevezziik az olyan 2n-pontu grafokat, melyek
elsallnak dgy, hogy tekintiink egy m-pontu teljes grafot 1-t6l m-ig szamozott
cstcsokkal, és minden 1-2, 2-3, ..., (n — 1)-n és n-1 cstcspar mindkét tagjat
0sszekotjiik egy-egy tijabb ponton keresztiil.

Egy G graf kromatikus polinomja az a pg(k) fliggvény, amely megadja a graf jol-
szinezéseinek szamét k szin esetén. Egy csicsszinezést jolszinezésnek neveziink,
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ha szomszédos csticsok kiilonb6z6 szintiek. Bonyolultsagelméleti szempontbol ne-
héz (NP-nehéz) feladat a miniméalisan sziikséges szinszdm meghatéarozasa. Ter-
meészetesen a kromatikus szdm az a legkisebb pozitiv egész szam, amely nem
gyoke a kromatikus polinomnak. Tehat altalanos esetben a kromatikus polinom
meghatéarozasa is NP-nehéz. Konkrét grafokra viszonylag konnyd lehet a poli-
nom megadésa, példaul egy n-csicsu teljes grafé k(k—1)...(k—n+1), mig az
iires grafé egyszertien k".

Mar az is érdekes, hogy ez a pg/(k) fliggvény valoban polinom. Foka legfeljebb n,
ha G-nek n csiicsa van. Ez példaul a kovetkezképp mutathaté meg: Egy jolszi-
nezés szinosztalyokba particionalja a csucsokat, mindegyik osztaly egy fiiggetlen
csucshalmaz. Mivel G véges, csak véges sokféleképp lehet igy particionélni. Te-
hat a szinezések szama kiszamithaté az adott particiét ado szinezések kiilon
szamoléasaval, majd ezek Osszegzésével. Legyen P egy particio d fiiggetlen hal-
mazra. Ekkor az elsé fliggetlen halmazt k-féleképpen szinezhetjiik, a masodikat
(k — 1)-féleképpen stb., az utolsot (k—d+1)-féeleképpen, tehat az ilyen szinezések
szama k(k —1)...(k—d+1). Ez egy k-ban d-edfokt polinom, ahol d < n.

Szamoljuk meg a k szind jolszinezések szaméat. Az a cstucsot k szinnel szinez-
hetjiik, ami (k — 1) szint hagy a b csiucs szinezésére. Ekkor (k — 2) sziniink
marad a ¢ csics szinezésére. Végiil a maradék harom csics egymastol fiigget-
leniil k¥ — 2 szinnel szinezhetd, mivel csak két mar szinezett szomszédjuk van.
Tehét pg(k) = k(k—1) (k—2)*, ahogy Will Hunting és Gerald Lambeau a
filmben egyiitt kitalalta.

A filmben azonban szemlatoméast mas modon kapték ezt az eredményt. Az alab-
biakban konstrualunk egy olyan gondolatmenetet, ami formailag is a tdblan
szerepl§ értéket adja.

1. Lemma. Ha G és H két graf, melyek egy teljes grifban metszik eqymdst,
akkor

_ pc(k)pu (k)
paun ) = k)

Bizonyitas. El6szor szinezziik GN H-t. Itt GN H egy teljes graf, tehat minden
csicsa kiilonbozd szind. Rogzitsiik tehat egy jolszinezését, és legyen go a G
ezt kiterjeszt§ jolszinezéseinek szama. Vegyiik észre, hogy G N H egy maésik
jolszjnezését ugyanugy qg féleképpen terjeszthetjiik ki G-re. Tehat pg(k) =
panm (k) - go (k). Hasonloképpen, legyen gy a H-ra kiterjedd szinezések szama.
Ekkor py (k) = penm (k) qu (k). Na, most paug (k) kiszamolhato tgy, mint hogy
leszamlaljuk, hanyféleképpen terjeszthets ki G N H a G U H egy jolszinezésévé.
Mivel G\ (GN H) és H\ (G N H) fuggetlenek, azt kaptuk, hogy

paun (k) = panu (k) - qa(k) - qu(k) =
_ ponu(k) - qc(k) - panna (k) -qu (k) _ pa(k) - pu (k)
panm (k) panm (k)

amit be akartunk bizonyitani. OJ

A grafok szamara vonatkozo teljes indukciéval azonnal belathato, hogy
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1. Koévetkezmény. Ha Gy, Ga, ... , Gy olyan grdfok, hogy bdrmely kettd
ugyanabban a teljes grafban metszi eqymdst, akkor

_ yZen (k)pGQ (k) .- de(k)
meGm»--ﬂGd(k)d_l

PGLUGLU--- UGy (k)

Most valasszuk Gi-et az a, b, ¢, d csucsok altal kifeszitett részgrafnak, Go-t
az a, b, ¢, e, Gz-at az a, b, ¢, f &ltal kifeszitettnek. Tekintsiikk a G gréfot.
Itt az a csicsot k-féleképpen szinezhetjiik, a b cstucsot k — 1-féleképpen, c-t és
d-t figgetleniil k — 2-féleképpen. Ugyanez az érvelés miikodik Ga-re és Gs-ra.
Tehat pg, (k) = k (k — 1) (k — 2)*. A teljes 3-csticsti graf kromatikus polinomja
k(k —1)(k —2), tehat a 1. Kévetkezménybdl kapjuk, hogy

3 6
e (k')sz (k)pG3 (k) k? (k - 1) (k — 2)
pa(k)=0p k) = = .
G( ) GlUGzUGg( ) PGLNGanGs (k)2 kg (k/’ _ 1)2 (k _ 2)2
Ez a képlet most mér tényleg pontosan ugyanaz, mint a filmben lathato.

Kromatikus polinomrol tovabbi feladatokhoz 1d. [27, 9.36.-9.49 feladatok| vagy
[26].

Egyéb filmekben is fordulnak el6 korrekt, vagy legaldbbis felismerhetd, beazo-
nosithaté matematikai tartalmak. Példaul:

Az Tt’s My Turn” cimi amerikai filmben (1980) a Snake-lemma teljes, korrekt
bizonyitésa elhangzik.

https://www.youtube.com /watch?v=etbcKWEKnvg

A Gyilkos szamok egy epizodjanak feldolgozasabol Partos Boglarka készitett
TDK dolgozatot, és szakdolgozatot.

http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak /bsc _mattan/2012/partos_boglarka andrea.pdf]

I1.3. Matematikai tartalmak az interneten

Az Interneten rendkiviil sokféle matematikai tartalom talalhaté mind mélysé-
gét, mind szinvonalat illetGen. De maga a mennyiség is rendkiviil nagy, ezeket
katalogizalni nincsen sem id6 a kurzus o6rain, sem hely ebben a jegyzetben. A
kurzuson kutatasi feladat szokott lenni egy pozitiv és egy negativ példa keresése
matematikai ismereterjeszt6 oldalra. Természetesen a ,,pozitiv’ és a "negativ”’ is
szamos szempont, tartalmi és formai jegyek alapjan keriil megitélésre.

I1.4. Sajat matematikai tartalom megjelenitése

A kurzus hallgatoi feladatai kozé tartozik annak végiggondolasa és rendszerbe
szedése, hogy mely szempontok fontosak egy matematikai targyu irasbeli in-
terju vagy ismeretterjeszts cikk esetén. Az Gsszegytijtott szempontok segitséget
tudnak nytjtani a sajat interju, illetve cikk elkészitésében.

Mivel a nyomtatasban megjelend anyagoknal igen nagy fontosséaggal bir a tipog-
rafia, ezért Osszegyijtottiink par fontosabb tudnivalot a tipografiarol:
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Az ismeretek tovabbadasanak egyik leggyakoribb modja az irasban valo kozlés.
Az irasbeliség torténete tobbezer évre nyulik vissza. A legelss ismert irasos em-
lékek 5000 évvel ezel6ttrol, a suméroktol szarmaznak. Mar ezen feljegyzések egy
része is matematikai targya volt: szamszertd nyilvantartasok, vagyon, 6rokség,
fold elosztéasarol szolo szerzédések. Ugyanebbdl az idgbdl taladltak matematikai
feladvanyokat is.

http://www.nytimes.com/2010/11/23 /science/23babylon.html? r=0

A rendszeresen leirt (altalaban szigno) szovegekhez pecsétnyomot készitettek,
ez tekinthet6 a nyomtatas els6é formajanak. A pecsét kialakitasanak egyedinek,
esztétikusnak és célszertinek kellett lennie. Az agyagba vésést felvaltotta a pa-
piruszra tintdba martott madartollal térténd irds. Az eurdpai nyomtatas kiala-
kulasaig ez, a kéziras volt a legelterjedtebb, és az is rendelkezett a korabban
sziikséges jegyekkel: egyediség, esztétika, célszertiség. Joval kés6bb, a 15. sza-
zadban alakult ki Eurépaban a nyomdészat (Gutenberg), amelynek alapjaul —a
pecsétnyomohoz hasonlatosan — elére kiontott betiik szolgaltak. Ezekbdl allitot-
tak ssze egy fatablara a szoveget (tiikorforditva), amelyet aztan megfestékezve
papirra nyomtattak, akar t6bb példanyban is. A nyomtatott széveg megjelené-
sével tjabb fontos funkci6 lépett be a szovegirasba: az egységesség. A betiik az
ontéformaknak koszonhetGen szinte teljesen egyformék voltak. A nyomtatéssal
egyid6ben fogalmazodtak meg fontos igények a nyomtatott szévegekkel kapcso-
latban.

1. A nyomtatési kép esztétikusa (formai jegy)
2. Olvashatosag (formai-tartalmi jegy)

3. Tartalomhoz ill§ kiils6 (formai-tartalmi jegy)
4. Egységes megjelenés (formai jegy)

5. Erthetéség (tartalmi jegy)

Nehéz pontosan meghatarozni, hogy a tipografia miivészet-e vagy tudomany,
hiszen fontosak az esztétikai jegyek, viszont nem elegends csak ezeket ismer-
ni és kovetni. A betiik megtervezése példaul nem lehet csak esztétikai kérdés.
Az aranyaban komponalt képeket esztétikusabbnak latjuk, a szimmetria szép
a szemnek. Ugyanakkor nem aldozhatjuk fel az olvashatosagot az esztétikum
oltaran. Ma mar a tipografia legfontosabb célja, hogy a nyomtatott formaban
megjelend tartalomnak megfelel hangsalyt adjon. A tipografiaba tartozik

1. a bettik, betticsaladok kivalasztésa

2. a nyomtatasi méretek meghatarozéasa

3. a szoveg esztétikus elrendezése

4. a kiemelések rendszerének megtervezése
5. a cimrendszer beallitasa

6. a grafikdk alkalmas elhelyezése (és természetesen a grafika és a széveg Ossz-
hangjédnak megteremtése)

Szakmai — példaul matematikai — szvegek esetében a tipografidval szemben
tamasztott kovetelmények még fontosabbak, mint példaul a szépirodalomban.
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Egy-egy szépirodalmi alkotas lehet sejtelmes, titokzatos. A matematikai szdveg
soha! A matematikai szoveg tiszta, vilagos, logikus felépitésti, jol olvashato; a
forma nem vonhatja el a figyelmet a tartalomrol.

Az alabbiakban — a teljesség igénye nélkiil — felsorakoztatunk néhany tipografiai
kévetelményt, amely a szakszovegekkel kapcsolatban tdmaszthato.

1. A bettitipust ugy vélasszuk meg, hogy az minél kevésbé hivja fel magara a
figyelmet. A talpatlan betiitipusok koziil erre egy Swiss vagy egy Helvetica betii,
a talpas bettitipusok koziil a Times vagy a GoudyOldStyle a legalkalmasabb.
Keriiljiik a betiikavalkddot! Ne hasznaljunk olyan tipust, amelybdl hianyoznak
a magyar ékezetes bettik (akar csak egy is!).

2. A szovegben alkalmazott kiemelések: a félkovér (bold vagy fett), valamint
a dolt (italic vagy kurziv) betttipus ajanlott. Semmilyen més — korabban az
irogépek hasznalatakor alkalmazott — kiemelés (alahuzas, ritkitas, csupa nagy-
bettis iras stb.) nem hasznalhaté. Altalaban elmondhato, hogy a matematikai
szovegben nem ajanlatos til sokféle bettitipus hasznélata.

3. A szoveg és a betidl mérete legyen Osszhangban. A tul hosszt sorok (kicsi
bet) olvasasa kozben a szem elfarad, elkalandozik, sort ugrik. A tul rovid sorok
(tal nagy betii) gyakori sortoréshez, olvasasban torténd valtashoz, a figyelem
lankadasahoz vezet.

4. A matematikai szévegekben gyakran fordulnak el matematikai képletek.
Igyekezziink ezeket minden esetben megfelels képletszerkeszté programmal ké-
sziteni, még akkor is, ha csak egyetlen bettit irunk be, ugyanis a matematikai
képletek szedésére kiilon miszaki tipografiai szabalyok érvényesek! Ennek leg-
fontosabb részei:

— a matematikai valtozok déltbetiisek, vektorok esetén félkovérek;
— az operatorok (relaciok, mtiveleti jelek) eltt és utan kis helyet kell hagyni;
— a kozismert fiiggvényneveket allo bettivel kell irni (sin, cos, log stb.);

— a speciélis jeleket az arra alkalmas jelkészletbdl kell venni, és nem sszebarka-
csolni; — és még hosszan sorolhatnank a képletekre vonatkozo6 szabalyokat.

5. Igyekezziink nagyon figyelmesen betartani a Magyar Helyesiras Szabalyaiban
foglaltakat! Ennek az az els6dleges célja, hogy az irasunk érthetébbé, kénnyeb-
ben olvashatova, értelmezhet6bbé valjon.

6. Legylink tisztaban a legfontosabb stilisztikai kévetelményekkel, és matemati-
kai szovegek irasakor is alkalmazzuk azokat, kiilonosen ismeretterjeszt6 szovegek
esetén! A dagalyos kormondatokban bévelkeds szoveget és a nyers stilust, t6-
mondatokban valo fogalmazést egyarant keriiljiik! Mindazonaltal matematikai
szovegben nem minden stilisztikai szabalyt tudunk olyan komolyan venni, mint
példaul a szépirodalomban. A szoismétlést irodalmi szévegben komoly stilaris
hibanak szamit. De szakszovegekben nem hagyhatjuk el példaul egy mondatban
az alanyt azért, hogy ezt elkeriiljiik — még akkor sem, ha az az el6z6 mondatban
mar szerepelt —, ha anélkiil érthetetlenné valna a mondandoénk.

7. Ismerjiik a tipografiai legfontosabb mértékét, ez a "pont” (Hosszmérték, ko-
riilbeliil 1/3 mm.)
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8. Tervezziik meg irdsunk cimrendszerét, és ekozben {ligyeljliink arra, hogy a
kiilonb6zs cimfokozatok (elss-, méasod-, harmadrendt cim) jo elkiilonithet&ek
legyenek! Ne csak méretben, de tipusban is kiilénb6zzenek!

9. Az esztétikus szoveg — kevés kivételtdl eltekintve — sorkizart. Az abraalairas,
a cim, a motto kivétel ez alol. A sorkizart széveg csak akkor valosithatd meg
jol, ha példaul 16-18 cm-es sorszélességhez 12-11 pontos bettiméret tartozik. A
sortavolsag olyankor 13-15 pont lehet. De ha a szévegben matematikai képlet
is szerepel, akkor ez a szabaly gyakran nem tarthaté be, hiszen egy tort vagy
egy integraljel méar nem fér el ebben a méretben. A betd, sorszélesség, sorté-
volsag beéallitasokat gyakran jobb a programra bizni — ha megfelel6 programot
hasznalunk. A szovegszerkeszté programok altalaban sokkal kevésbé kifinomul-
tan allitjak be ezeket az értékeket — és joval kevesebb beallitasi lehetGséggel is
birnak — mint a kifejezetten kiadvanykészitésre kifejlesztett programok.

10. A kdzpontozas szinte fontosabb, mint a helyesiras. A kézpontozas célja, hogy
visszaadja a beszéd hanglejtését, hangsulyait. Egy jol kozpontozott, hibéas he-
lyesirassal irt szoveget meg lehet érteni, azonban a helyesen leirt, de hibasan
kozpontozott mondat érhetetlenné valhat. Ezért nagyon fontos, hogy a helyes-
iras kozpontozasra vonatkozo részével tisztaban legyilink. Figyelniink kell arra
is, hogy ami kézirasban fel sem tiinik, az a nyomtatasban fontos szerepet kap-
hat. A felsorolaskor alkalmazott harom pont nem esztétikus az egymas utén
leiitott harom pont ... alakjaban, erre kiilon speciélis ,harom pont karaktert”
kell hasznalnunk, amelyet a bettikészletek altaldban tartalmaznak is. Figyel-
jink az idézdjelek helyes hasznéalatara! A magyarban egy szdvegen beliil kétféle
hosszusagu kotGjelet hasznalhatunk. A révid valtozat az elvalasztés, a toldalékok
hozzaillesztésének, az Gsszetett szavak kotésének a jele, a hosszu a gondolatjel,
a felsorolasnal hasznalt jel vagy a szopérositasra (Budapest—Szeged) hasznalt
jel. Ne feledkezziink meg rola, hogy a zarojelek, idézGjelek tapadnak a kozrefo-
gott szoveghez! A szézalékjel a szamhoz, a celziusz fokjele viszont a C-hez balrol
tapad, a fok mérészamahoz nem. A mértékegységeket allo bettivel kell irni, és
nem tapadhatnak a mérészamhoz. Az a helyes, ha a mértékegységet el nem
valaszthato szokozzel kotjik a mérdszamhoz, igy nem fordulhat els az a hiba,
amikor az Osszetartozd parbél a mértékegység egy 1j sorba keriil. Ugyancsak el
nem vélaszthato szokozt érdemes hasznalnunk a szamok tagolasakor is. A szam
kozepén kialakult sortérés nagyon komoly hiba!

A szorzas jele a kozépre helyezett pont — amelynek mérete a pont irasjelével
egyezik (képletszerkeszts!) —, nem pedig a csillag vagy a szorzokereszt. A szor-
zOkeresztet kell viszont haszndlnunk, amikor egy téglalap vagy téglatest méreteit
adjuk meg. A szorzokeresztre kiilon karakter van, nem azonos az x bettivel!

A szbvegben a kisebb szdmokat — ha nincs matematikai jelentGségiik — rendsze-
rint bettvel kiirjuk.

Ne feledjiik, minden esetben igyekezziink igényes, nyomdai mingségi kéziratot
kiadni a kezlinkbdl. De azért jo, ha tudjuk: Ha mindezeket a szabalyokat be is
tartjuk, és sikeriil valoban esztétikus munkat létrehoznunk, az ett6l még nem lesz
nyomdai mindségi. A nyomdai elGkészités kiilon szakma, rengeteg, most meg
sem emlitett szabéllyal, tudnival6val. Ha valamikor nyomdai anyagot kell 1ét-
rehoznunk, a tordelést érdemesebb szakemberekre bizni. De megkdnnyithetjiik
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a munkijukat azzal, hogy jol elkészitett kéziratot bocsajtunk rendelkezésiikre,
ezzel egyittal a megbecsiilésiinknek is jelét adjuk.
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I11. fejezet

A médidban megjelen6
matematikal tartalmak
felhasznalasa az oktatasban

A felhasznalas lehetGségei igen sokfélék. A tanitési ora részeként is hasznélha-
tunk a médidban megjelend matematikai tartalmakat, és az orakon kiviil is.
Talan a legnyilvanvalobb felhasznalasi modja ezeknek, ha ismeretterjeszté cik-
ket, filmet mutatunk be a didkoknak.

A matematika tanitdsa soran alapvets, de az egyik legnehezebb feladat a nem,
vagy csak kevéssé motivalt tanulok érdekldésének felkeltése.

Ennek egyik eszkoze lehet a popularis kultiraban helyenként megjelend matema-
tikai tartalmak bevitele a tanorakra. Az ebben az eszkdzben rejlé lehetdségeket
ismét a Good Will Hunting cimii filmet felhasznélva, az ott szerepl6 matematikai
tartalmak ilyen szempontbdl valé feldolgozasaval mutatjuk be. Bemutatunk egy
olyan feladatsort, amely elsGsorban kozépiskolasok szamara késziilt, és ezeken a
matematikai tartalmakon alapul. Mint méar volt szo6 rola, a filmben a felmeriilé
problémak nagy része a véges matematika targykorébe tartozik, annak kiilon-
b6z6 teriileteit érinti. Ez esetlinkben kiilondsen indokoltté teszi ennek a filmnek
a valasztasat: Magyarorszagon tObb évtizedre visszanyilé hagyomanya van a
grafelmélet kozépiskolaban valo tanitasanak. A grafelmélet igen koran, a ku-
tatasokkal parhuzamosan bekeriilt a magyarorszagi tananyagba, tankonyvekbe.
A szakteriilet nemzetkozi szinten is jegyzett miivelGje, Gallai Tibor is irt tan-
kényvet kozépiskolasok szamara, példaul 1949-ben is jelent meg ilyen [16]. A
grafelmélet azota is jelen van a tantervekben, tankényvekben, feladatgyijtemé-
nyekben és a ma hasznalatos taneszk6zok koziil is szdmosban taldlhaté graf-
elmélet — természetesen a legkiilonbozobb szinteken és feldolgozasi modokon.
Peldaul: [18], [20], [21], [24], [25].

Az, ha a problémakat egy széles kérben ismert, a filmes szakma és a kézOnség
altal is elismert filmbdl tudjuk valasztani jelentGsen novelheti az érdeklGdést a
téma irant. Mint az a matematikai tartalom részletes feldolgozasakor mar kide-
riilt, a film matematikai mélység és nehézség szempontjabol eléggé kiillénbozs
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problémakat jelenit meg. A filmben idénként emlités torténik ezek nehézségérsl
is, de az, hogy a filmben mit mondanak réluk, még csak kdszond viszonyban
sincs a problémék valodi nehézségével. A film szamara — mint arr6l mar szintén
esett sz0 — ezek dekoraciok és diszletek.

Nekiink azonban lehetGséget nyujtanak az érdekldés felkeltése mellett arra is,
hogy bizonyos matematikai tartalmakat megismertessiink a tanulokkal és mate-
matikai kompetenciaikat fejlessziik.

A matematikai tartalmak tobbfélesége lehetdséget ad arra, hogy kiilonb6z6 szin-
teken és képzettségi fokokon 1év6 tanulok szamara is érdekes és tartalmas anya-
got tudjunk belsle felépiteni.

A megjelend problémékat, feladatokat kétféleképpen fogjuk vizsgélni.

1. Megnézziik, melyik milyen szintii matematikai képzettséget igényel, milyen
szinten lévék szamara mit mond, illetve kik szamara tudhat relevans tananyag
lenni.

2. Konkrét feladatsorokon, illetve felépitésen keresztiil példat mutatunk arra,
hogy a kiilonb6z§ szinteken tanulok szamara hogyan lehet feldolgozni ezeket a
feladatokat, felvillantva a tovabblépés lehet&ségét is.

A vizsgélt a matematikai tartalmak a filmben tablakon jelennek meg, igy mi is
Sablanként” tekintjiik 4t a probléméakat, de most tanitasi szempontbol, elsGsor-
ban a kozépiskolas korosztalyra tekintettel.

1. tabla

A téabla filmbeli szerepérsl: A film f6hése — Will Hunting —, aki bar rendkiviili
matematikai képességekkel és tudassal rendelkezik, de rossz szociélis hattere
miatt takaritoként dolgozik az MIT-n. A kép azt a jelenetet mutatja, amikor a
napi munkaja soran ratalal a folyosoi tablara, melyre a hallgatok széamara irtak
fel feladatokat, azzal, hogy aki a szemeszter végéig megoldja a feladatokat, az
rendkiviili jutalmakban részesiil, példaul a megoldasa megjelenik az egyetem
folyoirataban is.

A téabla a filmben csak matematikai diszlet a kiilonleges sorsi szerepld zsenia-
litasanak érzékeltetésére. (Will ugyanis egy-két napon beliil, lényegében fejben
megoldja a problémékat.) A matematikai tartalom a szakérts szamara is korrekt
modon jelenik meg, a filmben be nem mutatott elméleti hattér rekonstrualhato.
Ezt korabban mar meg is tettiik. A feladatok nehézségének és a kérdések komp-
lexitasanak érzékeltetése minden didaktikai alapot nélkiiloz, teljesen esetleges,
pontosabban teljesen a film dramaturgidjanak van aldrendelve.

A tabla képe tisztan lathato, alkalmas arra, hogy matematikai szempontbol
korrekt modon elemezziik.

A feladatok a matematikai tartalom elemzésekor mar szerepeltek, most ismét
felidézziik Gket:

Legyen G az abran lathato graf (II1.1. abra).
Keresse meg

1. az A szomszédsdgi mdtrizot;
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2. azt a mdtrixot, amelyik megadja a hdrom-hosszu sétdik szdmdt;
3. az i pontbdl a j pontba vezetd sétak generdtor-fiigguényét;
4. az 1 pontbdl a 3 pontba vezetd sétik generdtor-figgvényét!

A feladatok — mint azt méar lattuk — alapvetSen egyetemi tananyagokhoz kap-
csolodnak.

Egy matematikus szamara jol ismert fogalmakkal dolgoznak, a szakember szé-
méara a rdismerés élményét adja. A mozgositott tudasanyag feldleli az analizis,
a linearis algebra, a kombinatorika és a grafelmélet bizonyos fejezeteit.

A matematika szakos hallgatok szaméara mar altaldban nem egyszertien rais-
merésrdl van sz6. Egy atlagos hallgaté a megértéshez sziikséges ismereteket ta-
nulmanyai soran tobb tantargyon keresztiil, folyamatosan kapja, sajatithatja el.
Viszont épp ezért jo lehetdséget adhatnak a feladatok bizonyos fogalmak beve-
zetésésére, elsajatitasara és gyakorlasara.

Ha az el6képzettségtol fliggetleniil akarunk eljarni, akkor érdemes egy, az elemzé-
si folyamat tipikus lépéseit felfiizé feladatsorozatban feldolgozni a témat. Igy biz-
tosithatjuk a tanulas feltételeit (emlékeztetés, kozos jelolés, szohasznalat azok-
nal, akiknek vannak ilyen irdnya elGismereteik, ugyanakkor 6nallé6 probléma-
megoldas azoknak, akik most szerzik meg a sziikséges ismereteket).

A 3., illetve 4. feladat nem feldolgozhat6 fel ilyen modon, mivel ezek olyan
el6képzettséget és a téma iranti olyan elkételezettséget igényelnek, ami egyetemi
szint alatt altalaban nem remélhet6.

Az els6 két probléma azonban — épp dgy, mint a filmben megjelend tovabbi
problémak — szamottevé matematikai el6képzettséget nem igényel, ezek lénye-
gében tetszbleges kozépiskolai, esetenként dltalanos iskolai osztélyba bevihet&ek.
A segitségiikkel megszerezhets ismeretek, fejleszthets képességek és kialakitha-
t6 attitidok 6sszhangban vannak a NAT célkitiizéseivel, az ott megfogalmazott
célok részét képezik. Mivel azonban a konkrét anyagnak csak egy része szerepel
a kozoktatéas torzsanyagéiban, ezért célszeriibb lehet ezeket szakkorokon, esetleg
matematikai taborokban feldolgozni.

Az els6 két feladatra alapuld gyakorlat-sorozatnak kiindulasa lehet egy-két olyan
feladat, amelyek még a filmben szereplénél is egyszertibb grafokat hasznal. Ami-
kor mondjuk a
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(f1: 3 ponti grdf, hurokéllel, kettds éllel)

és

(f2: 3 ponti grdf, hurokél nélkil, tobbszords élekkel)

grafokkal kapcsolatban adjuk feladatul egy-egy szomszédsagi matrix elkészité-
sét, akkor a gyengébb képességi, illetve a kudarckeriils tipusi tanuldokat is si-
kerélményhez juttathatjuk. E feladatokban a lehet&ségekhez mérten érdemes a
szakkifejezéseket keriilni, kiilondsen eleinte. Tehat a tanulokat nem maéatrixokrol
kérdezziik, hanem példaul olyan feladatokat adunk fel, mint az alabbiak:

— Készitsiink T; tablazatot, hogy az fi rajzon melyik pont melyikkel hany-
szor van sszekotve!

— Keszitsiink Ty tablazatot, hogy az fo rajzon/grafon melyik pont melyikkel
hanyszor van osszekotve!

E két feladat utdn mar batran feladhatjuk a filmbeli tablan szerepld 1. szamu
feladatot:

— Készitsiink T3 tablazatot, hogy az alabbi grafon melyik pont melyikkel
hanyszor van Gsszekotve! (GWH 1. tabla, 1. feladat.)
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A szaknyelv hasznalatat el6készitendé megemlithetjiik — és ezt a filmbeli szo-
veg megértése sziikségessé is teszi —, hogy az ilyen tablazatokat szomszédsagi
matrixoknak szoktédk nevezni.

Altalanos iskolas tanuloknal az alacsonyabb absztrakcios készség miatt a raj-
zokat torténetekbe dgyazhatjuk, de legalabbis mint konkrét helyzetrsl — pl. va-
rosokat vagy hézakat Osszekot6 utakrol — készitett térképeket vezethetjiik eld,
ezzel is fejlesztve a modellalkotési képességiiket.

A tablazat (matrix) felirasa utan felhivhatjuk a tanulok figyelmét, hogy az el-
s6 ,nehéz problémat” megoldottuk. Ez a sikerélmény motivaloé lehet a kapott
tablazat/matrix elemzésére (példaul, hogy szimmetrikus) és kovetkezs kérdés
megvalaszolasahoz vezetd feladatsorhoz is.

A GWH tablan szereplé masodik kérdés megvalaszolasdhoz példaul egy ehhez
hasonl6 feladatsoron keresztiil vezethetjiik el a tanulokat:

— Hanyféleképpen tudunk elmenni az egyes pontokbol egy-egy pontba két
lépésben az f; rajzon? Készitsiink rola egy 155 tablazatot!

— Készitsiik el ugyanezt a — T30 — tdblazatot a 3. (filmbeli) grafthoz!

(Mindkét feladatban elsdleges szerepet jatszik a manipulativ tevékenység, majd
az adatok begytjtése és rendszerezése, az eredmények abrazolasa.)

— Keressiink dsszefiiggést a T és a Th,9 tablazat kozott!

— Fent all-e ugyanez az Osszefiiggés a T3 és a 15,9 tablazat kozott?

(Osszefiiggések keresése, felismerése és megfogalmazasa. Analogiak felismerése
és alkalmazasa.)

— Mi okozhatja felismert Osszefliggést? (Nevezetesen, hogy az 1) tablazat —
pl. T5.2 — egy elemét tgy kaphatjuk, hogy a T3 megfelelS soraban és oszlo-
paban 1év6 szamokat rendre 0sszeszorozzuk és a kapott szdmokat 6sszead-
juk.) Véletlen ez, az adott grafokra jellemz6, vagy minden (véges) grafnal
ezt tapasztalnank?

(Logikai kapcsolat felismerése, megfogalmazasa, bizonyitasa. A felismert elv ér-
vényességi korének vizsgalata, megfogalmazésa.)

— Keressiink harom 1épéshbdl allo ,sétékat” az fo és f3 grafokon!

— Készitsiink Th.3 és T3.3 tablazatokat a korabbiakhoz hasonlbéan, tehat az
egyes helyekre a megfelel§ pontok kozotti harom lépéses sétak szamat
irjuk!

(Manipulativ tevékenység, de mar az elméleti ismeretek birtokaban. Varhatoan
a tanulok a néhany séta szaménak megkeresése utan mar inkabb gondolkozni
fognak, megprobaljak a korabban tapasztalt 6sszefliggést az j helyzetre atvinni.
Ehhez kapcsolodhatnak, illetve ezt segithetik a kovetkezs kérdések.)
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— Lehet-e hasznalni valami médon a kétlépéses tablazatoknal megismert el-
vet ezekben az esetekben?

— Miért igaz az Osszefiiggésiink a harom lépéses sétakra?

(A bizonyitasi igény fejlesztése. Varhatolag a tanulok nagyobbik része elGszor
csak az Osszefliggést altalanositja a haromlépéses esetre, az érvényesség megfon-
tolasa, plane bizonyitasa nélkiil.)

— Hogyan altalanosithatjuk a tapasztaltakat tetszGleges grafra és tetszélege-
sen hosszu sétakra? Igazoljuk is a megfogalmazott allitast!

(A szikebb korben tapasztalt és bizonyitott Osszefiiggések altalanositasa. Az
érvényességi kor keresése. A bizonyitési igény és a bizonyitéasi technikak fejlesz-
tése.)

A film 2. feladatat mar a T3.3 tablazat felirasaval megoldottuk. Erre hivjuk fel
a tanulok figyelmét! Viszont a téma kapcsan szamos kérdés vetsdott fel, ame-
lyek 1étjogosultsagat ilyen moédon nem kellett kiilon indokolni, azok természetes
modon kapcesolodtak a kiindulasi helyzethez, a filmhez.

Az 1. tabla 1. és 2. probléméajanak ilyen modon vald targyaldsa tovabbi kibon-
takozési lehetGségeket rejt magaban. Mégpedig a matrix-szorzas egy nem szok-
vanyos, de természetes bevezetését teszi lehetGvé. Altalanos gyakorlat ugyanis,
hogy a matrixok szorzésat a puszta technika ismertetésével tanitjuk, jobbara
egyetemen. A hallgatok szaméra ez nem csupan nehezen megjegyezhets, de al-
talaban teljesen értelmetlennek is tartjak, és csak elhiszik, hogy ennek igy van
értelme, ezt igy célszerd csinalni. A méatrixok és a homogén linearis leképezések
kapcsolata, ami jol lathatova teszi végre, hogy matrixokat tényleg igy érdemes
Osszeszorozni, altalaban joval kés6bb keriil el6 a tananyagban, és olyan kurzusok
is vannak, ahol ez az Gsszefiiggés igy nem is fogalmazddik meg.

A szomszédsagi matrix viszont altalaban mar az elsé féléves anyagban meg-
jelenik, s6t, példaul a fent vazolt moédon a kozoktatasba is bevihets. A sétak
szamlalasaval természetes moédon ismerhetd fel a szomszédsagi méatrix szorza-
sdnak és hatvanyozasanak elve és a modszer értelmes volta, hatékonysiga az
n-hosszu sétak szamanak meghatérozasdban. Innen mar ugyancsak természetes
mobdon altalanosithatd a matrixok szorzasa nem csak szimmetrikus, utana pedig
nem csak négyzetes matrixok esetére is.

2. tabla

A film szerint az els6 feladatsort Will Hunting megoldotta, a végeredményeket
felirta a hirdetGtablara. A megoldasokra a hallgatok és a tanszék oktatoi ra-
talalnak, de azt, hogy ki a megoldo, rejtély 6vezi. A tanszék ezért egy tjabb
feladatsort ir fel a tablara, imméron kifejezetten az ismeretlen megoldénak ci-
mezve. Will természetesen ezeket a feladatokat is megoldja, és a megoldasokat
felirja a tablara.

Ez a kép a filmben a matematika tanszék altal kitizott mésodik feladatsort
mutatja, Will Hunting végeredményeivel egyiitt, abban a percben, amikor a
tanszék két oktatoja — Lambeau professzor és Tom — a megoldasokra ratalal.
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Ez a filmnek az kockaja, amelyen legjobban lathato a tabla. Az iras rajta a nézé
szdmara itt sem olvashato tisztan. A szoveg és az abrak kissé elmosodottak,
rdadasul a tabla perspektivikusan erésen rovidiilt. Kiilondsen problematikus a
kérdések elolvasésa.

A tabla képét azonban alkalmas grafikai program segitségével ,beforgatva’” a lap
sikjaba a rovidiilést megsziintethetjiik.
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Az igy lathato tablakép mar lényegében elolvashato, annyira mindenképpen,
hogy matematikai szempontbdl elemezziik.

A feladatok:
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a) How many trees are there with n labeled vertices?
b) Draw all the homeomorphically irreducible trees with n = 10

(Az angolul nem tud6 didkok szédmara természetesen le is kell forditanunk a
szoveget:

a) Hdany n-csicsi fa létezik, ha a csiucsok szdmozottak?
b) Rajzolja le az dsszes homeomorfikusan felbonthatatlan fat n = 10 esetén!)

Mint azt az el6z6 fejezetben részleteztelik, egy matematikustol vagy egy mate-
matika szakos hallgatotél mindkét probléma csak egészen alapfoku ismereteket
kivan.

Kozép-, illetve altalanos iskolai tanuloknak viszont a két feladat egészen eltérs
nehézségi, kell§ el6készités nélkiil szamukra ezek elég nehéz problémak.

Az els6 — a) — feladatra a valasz a kozismert Cayley-tétel [10]. Mint az a tablan
a valaszban is lathato, az ilyen fak szdma n" 2.

A film sajatossaga, hogy sem az el6z6, sem a mostani tablan szerepls prob-
lémaknél nem szerepel az eredmény levezetése, az allitdsok bizonyitasa. Pedig
a matematika miivelésének egyik legfontosabb része, hogy éallitasainkat bizo-
nyitjuk. A matematikai kompetencia egyik legfontosabb GsszetevGje, hogy ,.a
matematikai kompetencia birtokdban az egyén... kovetni és értékelni tudja az
érvek lancolatat, matematikai iton képes indokolni az eredményeket, megérti a
matematikai bizonyitéast.” [NAT]

A Cayley-tételt altalaban a Priifer-kod segitségével szoktuk bizonyitani, ami egy
szellemes, de egyaltalan nem nyilvanvaldo modszer fa grafok kodolasara.

A probléméat alkalmasan megfogalmazva azonban ez a feladat is kivaloan alkal-
mas lehet a matematikai kompetencia szamos OsszetevGjének fejlesztésére.

Egy lehetséges feladatsor kozépiskolasok szaméara az a) feladat feldolgozasahoz:

(A szamozott feladatok, mint ez majd a szovegbdl is lathato lesz, tobb esetben
is egész feladatcsoportokat jelentenek.)

1. feladat: Egy szigeten 3 (4, 6, 12, 200) vdros van. Legaldbb, illetve legfeljebb
hdny utat kell épiteni, ha azt szeretnénk, hogy bdarmely vdrosbol barmely vdrosba
el lehessen jutni épitett uton? Minden it, ami két vdarost két dssze egynek szamit,
a hosszdtol fiiggetleniil.

Ezzel a feladattal a tanuldk gyakorolhatjdk eqy lényegében valds probléma mate-
matikar modellezését.

A varosokat nevek helyett szamokkal jeloljiik. ( Elvonatkoztatds a konkrét hosszi-
sdgtol, szimbdlumok haszndlata.)

3 és 4 varos esetén a tanulok konkrét-manipulativ médon, kisérletezve allapithat-
jak meg az eredményt. Ugyanezt a modszert hasznalhatjék 6 varosnal maximalis
atszam keresése esetén. Kozben a szisztematikus probalgatassal a rendszerezd
képességiik is fejlesztédik. A 3 és 4 varosrol szolo konkrét esetben méar 6sszefiig-
gést fedeznek fel, megsejtik, hogy az utak minimélis szdma nem fiigg a konkrét
utaktol, csak a varosok szamatol. Felismerik, hogy a legtobb utat akkor épitjiik,
ha barmely két varos kozott utat épitiink.
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Szamitani lehet arra, hogy legkésébb a 6 varos esetén rajonnek arra is, hogy
akkor minimalis az utak szdma, ha nem lehet sehogyan sem koérbe menni az
utakon. (Fa graf.)

Mar 4 véros esetén elkeriil a bizonyitas igénye, egyel6re oly modon, hogy az
Osszes esetet megrajzolva le lehet olvasni az utak szamat. Itt deriil ki a két
eset kozotti legmarkansabb kiilonbség, az, hogy mig a maximalis szadma utak
esetében elegends egy grafot megrajzolni, addig a minimalis atszam keresésekor
tobb, nem is feltétlen konnyen Gsszegytijthets eset van, amiket mind meg kéne
rajzolni, ha az utak szamanak leolvasésat valaszjuk bizonyitési modszeriil.

Az Gsszes minimalis uthalozat megrajzolasa soran felvetédik, hogy bizonyos ha-
lozatok ,lényegében” nem térnek el egymastol, legalabbis ami az utak szamat il-
leti. (Tapasztalatok dsszegytjtése, analdgidk keresése, megfogalmazdsa.) Ez alak-
almat ad arra is, hogy a szamozott és a szamozatlan csicsa grafok kiillonbozésé-
gére rairanyitsuk a figyelmiiket. (A konkrét athalézatnal nyilvan nem mindegy,
mely varosokat kot Gssze kozvetleniil ut. Az utak szadma szempontjabol viszont
vannak egymassal ekvivalens esetek. Ez j6 alkalom arra is, hogy el6készitsiik a
filmben a folyoso6i tablan b-vel jelolt feladatot, amelyben mar szimozatlan csicst
grafok szerepelnek.)

Innentsl érdemes a maximalis és a minimalis szamu utakra vonazkozo kérdéseket
kiilon vizsgalni.

— 6, illetve 12 varos esetén az utak maximaélis szdmara vonatkozo6 kérdésnél
maér varhato, hogy le is rajzoljak az utakat, és szamszertien is megfogalmaz-
zak az Osszefiiggést. (A rajztol — a konkrétumtol — valé elvonatkoztatds; az
absztrakcios készség fejlesztése; dsszefiiggések felismerése, szamszerd meg-
fogalmazdsa.) Ugyanezt megfogalmazzak 200 varos esetére is. Ebben az
esetben viszont méar nem lehet attekinthetGen megrajzolni az Gsszes utat
tartalmazo abrat és az utakat leszamlalni, megjelenik a bizonyitas igénye.
A konkrét eset bizonyitasa utan felvetjik — 2. feladat — hogy n szamu
varos esetén legfeljebb hany utat lehet épiteni. A 200 varosnal megfogal-
mazott Osszefiiggést altalanositjuk. (Osszefiiggések megfogalmazdsa, dlta-
lanositdsa; jelolések, képletek, formuldk alkalmazdsa.) Az ugyancsak a 200
varosnal alkalmazott gondolatmenet altaldnositasaval az Gsszefiiggést bi-
zonyitjuk is.

Ez a gondolatmenet az iskolai tanagyag szamos helyén elGfordul, a sza-
bélyos sokszogek atloinak Osszeszdmlalasanél épp gy, mint szamtani so-
rozat Osszegzésekor, vagy a kombinatorikai feladatoknal, ismétlés nélkiili
kombinacioként. Ezeknek a kapcsolodasi pontoknak a megmutatésaval el-
s6sorban az analdgidk hasznalatanak képességét fejleszthetjiik.

— Maéar 6 varos esetén is gyakorlatilag esélytelen, hogy az Osszes lehetséges
minimalis szdmu utat épité halézatot megrajzoljak a tanulok. Erre, mint
nehézségre hivjuk is fel a figyelmiiket akkor is, ha esetleg 6k maguk nem
fogalmazzak meg. Ezzel ugyanis el6készitjiik a filmbeli probléma targya-
lasat is, természetes mddon vetddik fel a kérdés, hogy vajon hany ilyen
uthéalozat lehetséges, hany ilyen vézlatot (grafot) kéne megvizsgalnunk,
hogy az Gsszes eset eléforduljon. (Probléma felvetés.)
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A tanulok azonban 6 varos esetén is konnyen felismerik, hogy az altaluk
megrajzolt uthalézatok mindegyike olyan, hogy benne az utak szama 5. A
korabbi tapasztalatok — 3 és 4 varos — alapjan megfogalmazzéik azt is, hogy
az utak szama mindig eggyel kevesebb a varosok szaméanal. (Osszefiiggések
felismerése, dltaldnositds.) Az a tanulok koratol és matematikai kompe-
tenciajuk fejlettségétsl fiigg, hogy ezek alapjan bizonyitottnak tekintik-e,
hogy 6 varos esetén mindig legalabb 5 utat kell épiteni.

12 varos esetén a tanulok megfogalmazzak, hogy a minimalis szamu utat
tartalmaz6 halozatok esetén mindig eggyel kevesebb utat kell épiteni, mint
ahany varos van. Ekkor jra hangsulyozhatjuk, hogy az 0sszes esetet meg
kéne nézziik, hogy leszamlalassal bizonyithassuk az allitasunkat. Meg-
mondhatjuk az 6sszes lehetséges uthalozat szaméat is — ami 61 917 364 224 —
érzékeltetends a modszer hasznalhatatlansdgat mar ennyi varos esetén is.
szerek sziikségességének érzékeltetése.) Ekkor — tanuléonként valtozé meér-
tékid tanari segitséggel — belathatjak a tanulok az allitast 12, illetve 200
varos esetére. Varhatoan a megtalalt bizonyitdsok olyanok lesznek, ame-
lyek barmely méas varos-szam esetén is alkalmazhatoak. (,Naiv indukcid”,
konkrétban az dltaldnos. Pre-matematikai bizonyitds. [1, p. 77-79])

3. feladat: Ezek utan altalanosan is megfogalmazzuk /megfogalmaztatjuk
az Osszefliggést és annak bizonyitasat is. (Absztrakcids képesséy fejlesztése,
szimbdlumok haszndlata, logikai ldnc kiépitése, haszndlata.)

4. feladat: Mutassuk meg, hogy tetszéleges szamu varos k6zott épitett barmely
minimalis uthélézat esetén lesz olyan varos, amelyikbdl csak egy iranyba vezet
ut!

Ezzel a kérdéssel el6készithetjiik a tabla a) feladatanak megoldasat. A bizonyi-
tasahoz nem kell més, mint az a gondolat, hogyha nem lenne ilyen varos, akkor
valamely varosbél elindulva mindig tovabb tudnank menni minden varosbdl,
mignem olyan varosba jutunk, ahol mar jartunk. Ekkor viszont valahol koérbe
mentiink, vagyis nem volt minimalis az uthéalozat. (Logikai kévetkeztetési séma
gyakorldsa — indirekt bizonyitds.)

5. feladat: Fogalmazzuk at az allitasunkat grafokra! (,Minden fa grafban van
elstfoka pont”™.) (Absztrakcids készség fejlesztése, fogalmak kialakitdsa, rogzitése,
haszndlatuk gyakorldsa.)

6. feladat: Az épitSk dontottek az egyik minimalis uthaldozat mellett. Mi modon
tudhatjak leirni, melyik tervet fogadtak el, ha valamiért nem szabad rajzolniuk,
csak a varosok sorszamait hasznéalhatjak?

(Természetes gondolat: Irjak le parban azon a varosok szamait, amelyeket tt
kot ossze!)

A feladat egyszeri és jol atlathato az altalanos esetben is, igy ezt a feladatot
nem kérdezziik meg konkrét szami varosokra.

7. feladat: Hogyan kodoljak az uthalozat tervét, ha arra torekszenek, hogy
minél révidebb szamsorozatot hasznéljanak?

A feladat kittizésekor tetszGleges mese taldlhato ki arra, miért sziikséges a szam-
sorozat hosszat minimalizalni. Arrol viszont méar érdemes lehet hosszasabban
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beszélni, hogy szamos olyan valés helyzet van, amikor igen fontos a jelek, il-
letve a matematikai miiveletek szamanak minimalizalasa. (Konkrét problémdk
matematikai modellezése, alapvetd bonyolultsdg-elméleti fogalmak megértése.)

Ennek a feladatnak kapcsan a tanulok — sziikség esetén jelentds tanari segitséggel
—eljuthatnak a Priifer-kod 6tletéhez: Vagjuk le aganként a fat! (Veégiilis sziikebb
udvarokon, vagy mas, kornyezetiikre veszélyes modon &allo fakat gyakorta vagnak
ki tigy, hogy el6bb az agait vagjak le.) Irjuk le mindig a legkisebb sorszami olyan
varos szamat, amelyikbdl csak egy ut vezet ki, utdna azt a varos a hozza vezetd
attal egyiitt ,hagyjuk el” a tervrajzrol! Igy egy n — 1 hosszusagi szamsorozatot
kapunk. De ez n — 2 hosszisagura csokkenthetd, hiszen az utols6 leirt szam
mindig a legnagyobb sorszam, amit a varosok megnevezésére hasznaltunk — n —,
igy ezt folosleges leirni. Tehat egy n — 2 hosszisagu szamsorozattal leirhatjuk
az uthalozatot /grafot.

A gondolat varhatéan nem természetes a tanulok szamara, igy tébb konkrét
feladattal és tanari utasitassal, illetve kozléssel egyengethetjiik a tanulok gon-
dolkodasanak utjat.

A kod otletének kozos megfogalmazasa utan kovetkezik annak vizsgalata, hogy
vajon egy adott uthalozat kddja egyértelmiien meghatarozott-e, illetve minden
ilyen n — 2 hosszuségu szamsorozathoz tartozik-e egyértelmiien meghatérozott
fa graf. Ez a vizsgalat megint konkrét esetek vizsgalatabdl kiindulva juthat el
az altalanos Osszefiliggés felismeréséig és bizonyitésaig.

8. feladat: Hany kiilonb6z6 uthalozat lehetséges 3, 4, 6, 12, illeteve 200 véaros
esetén?

Fogalmazzuk at a feladatot grafokra!

A feladat megoldéasa a 7. feladat eredményét felhasznélva kombinatorikai fel-
adatta valik: 3, 4, 6, 12, illetve 200 kiilonb6z6 szamboél hany 1, 2, 4, 10, illetve
198 hosszisagu jelsorozat készithets? (Tanultak felidézése, megfogalmazdsa, al-
kalmazdsa.)

9. feladat: Hany n-csticsi fa 1étezik, ha a csicsok szamozottak?

Ez méar a filmbeli tablan szerepld feladat. A 8. feladatban alkalmazott ,naiv
indukcid¢” preciz megfogalmazaséaval a filmben is szereplé eredményt kapjuk.

A b) feladat kiilonosen izgalmas didaktikai szempontbél, elsésorban a probléma
didaktikai sokréttisége miatt.

A feladat latszolag igen nehéz, hiszen ,homeomorfikusan irreducibilis” grafokrol
szol. De csak latszolag. Valojaban a feladat altaldnos iskolaba is bevihetd, egy
kozepes képességili tanuld is a siker reményével lathat hozza a megoldasahoz.

A szakkifejezések hasznalata mint altaldban, ez esetben is erésen hozzajarul a
kognitiv gat kialakulasahoz. Mint hallgat6éimnak is mondani szoktam, a legegy-
szertibb matematikai probléma is igen nehézzé valik, ha a lefrasdban szerepld
fogalmakat nem ismerjiik.

Jelen esetben a szakkifejezés kiillondsen bonyolult fogalmat sejtet, ezért a feladat
ismertetése majd megoldasa igen erds emociokat valthat ki egy altalanos iskolai
osztalyban, {gy a feladathoz és az altala tanultakhoz erdsebb koétédést hozhat
létre.
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Az, hogy egy graf ,homeomorfikusan irreducibilis” — mint e dolgozatban mér
irtam is — mindGssze annyit jelent, hogy nincsen benne mésodfoki pont.

Tehat a problémat példaul a kévetkezd modon fogalmazhatjuk at kozépiskolasok
szamaéra:

sRajzoljatok le az Osszes 10 pontu fa grafot, amelyiknek nincsen maéasodfokt
pontja, ha az egyes pontokat nem kiilonboztetjiik meg.”

Altalanos iskolasok szamara — minthogy grafokrél még nem tanultak, és abszt-
rakcios szintjiik is alacsonyabb — a kovetkezs, az eredeti probléméara vezets fel-
adatot adhatjuk:

,Rajzoljatok meg az Osszes olyan tiz varos kozotti uthalozat vazlatat, amely
olyan, hogy:

— Barmely varosboél barmely varosba el lehet jutni.
— Nem lehet benne kérbe menni.

— Nincs olyan varos, amelyiken csak dthaladd at lenne, vagyis minden varos
vagy végallomas, vagy legaldbb harom fele vezet beléle 1t.”

Altalanos iskolai osztalyban az absztrakcios készség fejlesztését szolgalja annak
tisztazasa, hogy az eredeti feladat megoldasa ekvivalens az atfogalmazottéval.

Akar kozép-, akar altalanos iskolasoknak adjuk fel a feladatot, a tanulok nem
tal hosszii id6 utdn mind a tiz megoldast megrajzoljak.

S6t, altalaban ennél — latszolag — tobbet is talalnak.

Altalanos iskolaban a bizonyitasi igény és a topologikus szemlélet kialakitasat,
illetve fejlesztését szolgalja az a vizsgalat, amelyben a latszolag eltéré megol-
és keészség fejlesztésére szolgal annak tisztazasa, hogy megtalaltak-e az Osszes,
a feladat feltételeinek megfelels grafot. Annak bizonyitésa, hogy a felsorolt tiz
eseten kivil nincsen maés, az esetek rendszerezésével torténhet. A rendszerezés
alapja lehet a pontok lehetséges fokszama, vagy a grafban talalhato utak hossza.

Kozépiskolaban az ez irant érdeklgds tanulokkal szamitogépes programot is irat-
hatunk, amely az Osszes lehetséges megoldéast megkeresi. Fz is, mint az esetek
rendszerezése, az algoritmikus gondolkozast fejleszti.

A probléma targyalasdnak tjabb szintjét jelenti, ha a didkok felvetik (vagy a
tanar felveti), hogy tetsz6leges szamu pont (illetve varos) esetén hany grafbol all
amegoldas. A tanulok szaméra most az lehet meglepd, és igy érzelmi ktédéseket
kialakitd, hogy az altaldnositott probléma mar tényleg igen nehéz, még senki
sem tudta megoldani. Ez — mint a nagy nyitott probléméak felvetés altalaban is
— alkalmas a tanulok érdeklédésének felkeltésére, illetve fokozéasara. Varhatolag
néhany érdeklgdébb tanulé meg is probalkozik azzal, hogy majd 6 megoldja —
ez f6leg kozépiskolaban varhato — amely probalkozas még sikertelenség esetén
is szamos matematikai kompetencia fejlesztésére alkalmas.

3. tabla

Az utolso olyan jelenetben, amikor a szereplék pontosan értelmezheté matema-
tikai tartalommal foglalkoznak, a filmbeli professzor és Will Hunting kéz6sen
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csindlnak matematikat, tgy, hogy felvaltva irnak a tablara. A tabla jol olvas-
hato, bar a filmben valamelyik része mindig takarasban van, igy itt két képet
szerepeltetiink.

A tablan lényegében ez a rajz és ez a képlet szerepel:

IIL.2. abra. P,(k) =

A rajz — mint err6l mar esett sz6 — egy nap-graf rajza, a képlet pedig ennek a
grafnak a kromatikus polinomja, vagyis egy olyan polinom, ami azt adja meg,
hogy egy adott grafot hanyféleképpen lehet k féle szinnel jolszinezni.

Azt, hogy ez a polinom ilyen tortes formaban milyen gondolatmenet soran jon ki,
kordbban mar leirtuk. De ugyanez a probléma elemi eszkézokkel, kbzépiskolaban
is vizsgalhato, alkalmas az érdeklgdés felkeltésére és matematikai kompetenciak
fejlesztésére.

Ehhez mutatunk egy lehetséges felépitést.

Az alabbi feladatokban a grafok csticsait megkiilonboztetjiik. (Szamozott cst-
csok.)
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— Rajzoljuk meg az Gsszes olyan n-pontu grafot, amelyek szinezhetGség szem-
pontjabol kiilonboznek! (n = 1; 2; 3 vagy 4)

(Manipulativ tevékenység sordn dsszefiiggések felismerése, megfogalmazdsa. A

(A tovabbiakban csak egyszert, szamozott csicsu grafokkal foglalkozunk.)

— Az els6 feladat megoldésa soran kapott grafok koziil melyiket hanyfélekép-
pen lehet kiszinezni 1, 2, 3, 4 vagy 5 szinnel?

(Manipulativ tevékenység, erre épild csoportositdsok, dltaldnositdasok. A felis-
mert 6sszefiiggések megfogalmazdsa, képletekbe foglaldsa a fogalmazdsi készséget,
az absztrakcids szintet és a jelolések, képletek haszndlatdt fejleszti. Vdrhatdan
tobb, egymdsnak ellentmondd formuldt irnak fel a tanuldk. Ezek ititkoztetése a

készségiiket is fejleszti.)

— Az els6 feladat megoldasa soran kapott grafok koziil melyiket hanyfélekép-
pen lehet kiszinezni k szinnel?

(Manipulativ tevékenység. Osszefiiggések absztrakt megfogalmazdsa, képletekbe

PSS

— Hanyféleképpen szinezhetd k szinnel egy n hosszi lanc? Héanyféleképpen
szinezhetd k szinnel egy n hosszu kor?

(Analdgidk keresése és haszndlata. Képlethaszndlat.)
— Hanyféleképpen szinezhets k szinnel az alabbi graf?

Ez maga a filmbeli probléma. (A rdismerés élménye, motivdcid.) A tdrgyalt fel-
adatok utdn ezt a tanuldk tobbsége meg tudja oldani. (Sikerélmény nyijtdsa a
tanuldknak, onbizalmuk erdsitése.)

— Ha egy kétkomponensti graf egyik komponensét f(k)-, masik komponen-
sét g(k)-féeleképpen lehet szinezni k szinnel, akkor héanyféleképpen lehet
szinezni a gréafot?

— Milyen Osszefiiggés érvényes egy olyan graf esetén, amelynek m kom-
ponense van, amely komponensek kiilon-kiilon fi(k), fao(k), ..., fm(k)-
féleképpen szinezhetSk k szinnel?

(Kombinatorikus gondolkozds fejlesztése. Absztrakcios készség fejlesztése. Alta-
ldnositds, analdgidk felismerése, haszndlata.)

— Adott egy egyszeresen Osszefiiggs grafunk, amelynek egy elvéilaszto éle
altal 6sszekotott Gy és Go részgrafjat fi(k)-, illetve fo(k)-féleképpen lehet
k szinnel szinezni. Hanyféleképpen szinezhets k szinnel a graf?
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— Miért biztos, hogy egy graf k szinnel vald szinezéseinek szama mindig k
egy polinomjéval irhato le?

Az egyszeriibb, kozvetlendl a filmbeli problémdakhoz kapcsolods feladatok utdn
nem lesz riaszto nehezebb, mélyebb dsszefiiggések felismerését célzo feladatok,
problémdk vizsgdlata sem. (Kombinatorikus gondolkozds fejlesztése. Absztrak-
cids készség fejlesztése. Belsd matematikai dsszefiiggések keresése, felismerése,
megfogalmazdsa.)
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