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1. fejezet

Bevezetés

Ez a jegyzet segitséget kivan nytdjtani a matematika kritériumtargy kovetelményei sikeres teljesitéséhez.
A matematika kritériumtargy gyakorlatain a feladatmegoldasok célja a matematikai gondolkodasmod és
a feladatmegoldd rutin fejlesztése, a kozépiskolas anyag felfrissitése, kiegészitése, felzarkoztatas, biztos
alapok teremtése az egyetemi tanulmanyokhoz. Az egyes fejezetek a témakorben legfontosabb fogalmak,
ismeretek révid felsorolaséval indulnak, 8-10 mintapéldat és 1020 megoldandé feladatot tartalmaznak.
A példak és feladatok kivalasztasaban figyelembe vettiik az el6z6 évek tapasztalatait. Ezekkel a példakkal
és feladatokkal a leggyakrabban el6fordulé hibakra, hidnyossagokra kivantuk a hallgatok és a gyakorlatokat
vezet$ oktatok figyelmét is rairanyitani. A kozolt megoldasokkal szeretnénk segitséget nyujtani a szokésos
tévedések, hibak kikiiszoboléséhez, illetve esetleges tijabb modszerek, alkalmazésok megismertetéséhez.

Szintfelméré dolgozat

Azok koziil a hallgatok koziil, akik a gimnaziumi tagozatokon, vagy a fakultacidkon az emelt szintd ma-
tematikat tanultak, sokan viszonylag konnyen megbirkéznak a kozépiskola és az egyetem kozotti &tmenet
nehézségeivel. Az els§ éves éveleji felmérs dolgozatok tapasztalatai alapjan azonban a hallgatok tobbsége
szamara ez az atmenet nagy ugrasnak bizonyul.

2006 ota a matematika és a tobbi természettudomanyos BSC szak, illetve 2013 6ta az osztatlan mate-
matikatanari szak tantervében szerepel a matematika felzarkoztatd kritériumtargy, amely a tanév eleji
szintfelmérs dolgozattal indul. A targy célja, hogy segitséget kapjanak azok a hallgatok, akiknek a szint-
felmérs dolgozata nem érte el a megfelelt szintet.

Mit mériink a szintfelméré dolgozatokban?

Altalaban a kozépiskolai tananyag olyan elemeinek a tudasat mérjiik, amelyek a szakmai kozvélekedés
szerint az egyetemi stidiumokhoz feltétleniil sziikségesek. Ez nem teljesen azonos sem az éppen aktu-
alis minisztériumi kerettanterv anyagéval, sem a kozép- vagy emeltszinti érettségi kovetelményeivel, de
nagymeértékben tdmaszkodik ezekre.



Az eltérések okai

Az iskolék szaméara a NAT és a kerettanterv a kotelezs el6iras, de emellett van lehet&ség kiilonb6z6 tan-
tervek szerint haladni. Tébbféle heti érabeosztas lehetséges. A minimalis heti 3 6ra kevés lehetéséget ad
kitekintésre, alapos gyakorlasra. A nagyobb oraszamu tantervek alapjan lényegesen tobb ismeret elsajatita-
sat, a matematikai gondolkodas magasabb szintjét érhetik el a diakok. Ezért az elséves hallgatok kozott az
el6képzettség tekintetében nagy kiilonbségek mutatkoznak. Mindehhez hozzéjarul a kétféle érettségi szint
is. Az emelt szinti érettségit tett hallgatok kozott altalaban kevesen vannak, akik nem érik el a bevezetd
dolgozatban a megfelelt szintet.

A szinvonalbeli kiilénbségeket a szeptemberi dolgozat Gsszeallitasanal figyelembe vessziik. Ezekben a dolgo-
zatokban az alapvetd rutinfeladatok mellett mindig van olyan feladat is, amely meghaladja az alaporaszamu
oktatésban részesiil6k ismereteit. Van olyan is, amely, bar csak az alapismeretekre tamaszkodik, Gsszetet-
tebb gondolkodast, tobblépéses logikai kovetkeztetést, az ismert fogalmak és tételek Gtletesebb, kreativabb,
szokatlanabb alkalmazasat igényli

A leggyakrabban tapasztalt hiAnyossagok a szintfelméré dolgozatok
alapjan

1. A szamolési rutin hianya

A kezdd hallgatok koziil soknak nehézséget okoznak a kicsit Gsszetettebb, f6leg tortes algebrai kifejezések-
kel végzends miiveletek, bizonytalanok a hatvanyokkal, gyokokkel, logaritmussal. Nem ismerik fel, ezért
nem alkalmazzak a nevezetes azonossidgokat. A trigonometrikus kifejezések terén az altalanos algebrai ru-
tin hidnya mellett a konkrét ismeretek hianya is neheziti a helyzetet. A hallgatok nagy része szamara a
szogfiiggvények fogalma megmarad a hegyesszogek tartoményan, és emlékezetbdl, pontatlanul probaljak
felidézni a derékszogi haromszdgekben a megfelels aranyokat. Nem ismerik fel, nem hasznaljak az altala-
nos Osszefliggéseket. Nem vilagos szdmukra, hogy mit jelent az, hogy a szogfiiggvényeket a valos szamok
halmazan értelmezziik.

2. Adatok, képletek, megjegyzends ismeretek

Kevés adatot, képletet tudnak biztonsdgosan. Hibaznak néha a legalapvetébb Osszefiiggések alkalmazéasé-
ban is, példaul a masodfoku egyenlet megoldoképlete, a szdmtani és mértani sorozat Osszegképlete stb.
esetén is. Alig tudnak szamszerd adatot fejbdl, pedig egy-egy feladatban gyakran lehet talalni egyszertibb
megoldast, ha felismerjik példaul a négyzetszamokat, teljes hatvanyokat, pitagoraszi szamharmasokat,
nevezetes szogek szogfiiggvényeit stb. Bar az informatikai eszkdzok hasznélata megkonnyiti a szamolasi
feladatok megoldasat, a jo becslésekhez sziikséges, hogy az eszkozok nélkiil is jol tajékozodjunk a szdmok
vildgaban. Tudni kell azt is, hogy mikor érdemes, és mikor lehet vagy mikor nem lehet megoldani egy
feladatot szamologéppel.

3. Tapasztalataink szerint vannak rendszeresen visszatérd tartalmi és fogalmi hidnyossagok, pontatlanul,
hibasan rogziilt ismeretek. Néhany tipikus példa:

Az abszolit érték hibas hasznalata, a raciondlis és az irraciondlis szamok értelmezése, a valds szdamok
tizedes tort alakja. A fiigguények értelmezése, abrazolasa, tulajdonsagaik, a raciondlis tortfiggvények, a lo-
garitmus és az exponencidlis fliggvények, valamint dltaldban ismeretlenek az egészrész, tortrész, és a szignum
figguények. A mdsodfoki egyenldtlenségek megoldasa, egyenletek, eqyenldtienségek ekvivalencidja. Ponthal-
mazok megaddsa algebrai eszkozékkel, alakzatok egyenletei.



4. Gondolkodasi képesség, logikai ismeretek, bizonyitasok

A legtobb nehézséget a definiciok és tételek pontos kimondésa, a bizonyitdsok sziikségességének beldtdsa,
a diszkussziok, az dllitdsok tagaddsa és megforditdsa és a kvantorok helyes haszndlata okozza. Altalaban
nehéz a teljes indukciés vagy az indirekt bizonyitas megértése és alkalmazasa.

5. Stulyos probléma a geometriai alapismeretek szinte teljes hidnya

A dolgozatokban a geometriai feladatok koziil legtobbszor csak néhany szamitasos (kerdilet, tertilet) feladat-
tipus megoldasa sikeres. Kiilontsen nagy nehézséget okoznak még a legegyszertibb bizonyitési feladatok
is. Ebben nagy szerepe lehet annak is, hogy a kozépszintd érettségin nem kovetelmény a bizonyitas. Ez
nemcsak azt jelenti, hogy a hallgaték nem tudjak a korabbi tantervekben szokasos bizonyitasokat, hanem
a bizonyitéasi készségiik is kevésbé fejlodik, a tételek is kevésbé rogziilnek. Igy egy-egy témakor felépitése,
modszerei, eszkdzei nem alkotnak logikus rendszert, az ismeretek mozaikszertiek, feliiletesek.

A matematika felzarkoztato kritérium targy a fentiekben ismertetett probléméakat kiemelten kezeli. A gya-
korlatokon feladatok megoldasaval kivanja a matematikai gondolkodasmodot és a feladatmegoldé rutint
fejleszteni, ezzel is elGsegitve a biztos alapok megteremtését.

A feladatok, példdk eqy részét kiézépiskolai tankonyvek, feladatgyijtemények, illetve a KoMalL és mds orszd-
gos matematika versenyek feladataibdl vdlogattuk, esetenként azok otleteire tamaszkodtunk, a megolddsaikat
dtfogalmaztuk, kiegészitettiik.

Az olvasonak ajanljuk, hogy tanulmdnyai sordn haszndlja a magyar matematikatanitdst seqitd feladatgytjte-
mények és példatdrak tartalmas, gazdag feladatanyagdt. Ezek az elmailt évtizedek kivdlo matematikatandrai
szakmai tuddsa, gazdag tapasztalatai alapjdan johettek létre.






2. fejezet

A tantargy részletes tematikaja:
mintapéldak és feladatok

2.1. Gondolkodasi médszerek, halmazok, logikai feladatok, bizonyi-
tasi modszerek, szamelméleti feladatok

Allitasok megfogalmazasa, értelmezése kombinatorikai, logikai és szamelméleti feladatok megoldasaban.

fejlesztése.

Mintapéldak

1. Egy autobuszvonal két végalloméasa egy lejtds at két végén van. Az alsd végéallomésrol elindul egy busz
felfelé, majd 6 perc elteltével elindul egy masik busz a fels6 végéallomastol lefelé és az at felénél talalkoznak.
A lefelé haladd az alsd végallomason 6 percet varakozik, majd elindul felfelé. Ekdzben az els§ busz felér
a fels6 végalloméasra és azonnal visszafordul. A két busz az alsé végéalloméastol szamitott harmadrésznél
talalkozik. Mekkora a menetids lefelé és felfelé?

Megoldas:

Legyen a menetidd felfelé ¢, és lefelé to. Lefelé az ut feléhez 6 perccel kevesebb id6 kell, mint felfelé, ezért
to = t; — 12. Az indulastol a masodik talalkozasig eltelt id6t felirjuk mindkét busz szemszogébdl, ezek
egyenlsk:

2 2ty
Egyszer felmegy, és a 3 részig visszajon: t1 + =3

1 t 2 1
6 perccel kés6bb indul, lemegy, 6 percet var, 3 részig felfelé megy: 6412 —&-G—i-gl7 azaz t1 —‘rgtg = 12+t2+§t1.

Rendezve: 2t; — 36 = to. Osszevetve az els6 egyenlettel: 2¢; — 36 = t; — 12. Tehat ¢; = 24 perc és to = 12
perc a lehetséges megoldaspar. A szovegbe behelyettesitve lathatjuk, hogy az is.

2. Mennyi az n? + 2n szam utolso elstti szamjegye, ha az utolsod szamjegye a 4 és az n természetes szam?

9



Megoldas:
n’4+2n=(n+1)7>%-1
Ha a szam utolso szamjegye 4, akkor az (n + 1)? négyzetszam 5-re végzédik, de akkor az (n + 1) is 5-re

végzodik. Ha egy 5-re végzdds szamot négyzetre emeliink, akkor a négyzetszam 25-re végzddik, tehat az
utolsé el6tti szamjegy a 2.

3. Hany hatjegyt szamot alkothatunk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl?

Hany négyzetszamot kaphatunk igy, ha a szamjegyek kiilonbozsk?

Megoldas:

Az bsszes lehetGség: 6°. Ezek koziil azoknak a szama, amelyeknek a szamjegyei kiilonbozék 6! = 720.

Ezek kozott nincs négyzetszam, mert valamennyi ilyen szam oszthaté harommal, de nem oszthato 9-cel,
hiszen a szamjegyek Gsszege minden esetben 15. A 15 nem oszthato 9-cel, de oszthato 3-mal, igy ezek a
szamok 3-nak tObbszordsei, de 9-nek nem, tehat nem lehetnek négyzetszamok

4. Adott két egymast metsz6 kor, A és B, sugaruk 4, illetve 3 egység. Tudjuk, hogy az egyik metszéspontban
a két korhoz hazott érinték merdlegesek egymasra. Szamitsuk ki, hogy mennyivel nagyobb teriiletii az A
kornek a B kor altal le nem fedett része a B kornek az A kor altal nem lefedett részénél!

A B

Megoldas:

Az A kornek a B kor altal le nem fedett részét ugy kapjuk, hogy az A kor teriiletébsl kivonjuk a k6zos
rész teriiletét. A B kornek az A kor altal le nem fedett részét ugy kapjuk, hogy a B kor teriiletébsl
kivonjuk a kozos rész teriiletét. E két teriilet kiilonbsége, tehat megegyezik az A kor és a B kor teriiletének
kiilonbségével, hiszen mindkét taghol ugyanannyit vontunk le.

Az adatok szerint ez 167w — 97 = 7.

Megjegyzés. Vegylik észre, hogy annak, hogy derékszdgben metszi egymast a két kor, semmi jelentGsége
nincs. Valojaban azt kell meghataroznunk, hogy mennyi (t4—tanp)—(t—tanp), ami mindentd] fliggetleniil
ta —tp.

5. Legyen A = a® 4+ b3 —¢® és B = a® — b?. Hany igaz allitas van az alabbiak kozott, ha a = 2,4 és b= —1,5
és c rogzitett valos szam?

Elsg allitas: A- B < —10
Masodik allitas: 0 < A- B < 100
Harmadik allitds: A- B > 100
Negyedik allitas: —10 < A- B <0
Megoldas:



Pontosan egy igaz allitas van. Az éllitasokban megadott intervallumok diszjunktak, és lefedik a teljes
szamegyenest. Az A - B szorzat egy valos szam, amely igy pontosan az egyik intervallumnak eleme.

6. Egy bizonyos versenytavon versenyez harom futd, Aladar, Béla és Csaba. Mindharman egyenletes se-
bességgel futjak le a tavot. Aladar a célba érkezésekor 20 méterrel van Béla és 28 méterrel Csaba elGtt.
Béla a célba érkezésekor 10 méterrel van Csaba el6tt. Hany méteres a versenytav?

Megoldas:

C B ygm A
RAIT | s 4 CEL
28m
C B
RAIT | +——+4 CEL
10m

A szoveg alapjin Béla 8 méterrel el6zte meg Csabat, amikor Aladar célba ért. Ekkor Béla el6tt még 20 m
ut van a célig. Ezalatt a 20 méteren még 2 méterrel novelte az elényét Béla Csaba el6tt.

Ha ezen a 20 méteren 2 m elényt tudott szerezni Béla, akkor a kordbbi 8 méter elényéhez 80 méteres tav
kellett, ha mindnyajan egyenletes sebességgel futnak.

Tehat a teljes tavolsag 80 + 20 = 100 méter volt.

Masik megoldas:

A feladatot megoldhatjuk egyenletek segitségével is.

Legyen a teljes tavolsag: d, Béla sebessége v, és Csaba sebessége vgs.

Amig Aladar célba ért, Béla d — 20 métert, Csaba d — 28 métert tett meg, tehat sebességiik aranya: s _

Up
d— 28
120" A masodik feltétel szerint amig Béla megtette a teljes tavolsagot, d-t, azalatt Csaba d — 10 métert

cs d_ 0 . . .
tett meg, tehat sebességiik aranya: Jes _ — Mivel mindnyajan egyenletes sebességgel haladtak, az
Up
d—28 d-10
egyenlet: T 0= a4 Ebbél d(d — 28) = (d — 20)(d — 10).

A zarojelek felbontéasa, rendezés utéan azt kapjuk, hogy d = 100.

7. Egy 6 x6 mez6bdl all6 sakktablat hézagmentesen és atfedés nélkiil dominolapokkal fedtiink be. Mindegyik
domindlap két szomszédos mez6t takar el. Bizonyitsuk be, hogy a mezsket elvalasztoé 5 vizszintes és 5
fliggSleges vonal kézott van olyan, amely egyetlen domindlapot sem vag ketté.

Megoldas:

Barhogy is tesziink le egy dominét, annak kozépvonala az abranak megfelelGen két részre vagja a tablat.
Ekkor azonban a tabla mindkét fele paratlan sok négyzetet tartalmaz, azaz ha le akarjuk fedni 1 x 2-es
dominokkal, akkor ugyanazt a kozépvonalat még egy domindval le kellene fedniink.
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Osszesen 5 vizszintes és b fiiggsleges vonalat kell tehat lefedniink 2-2 dominoéval. Ez 20 dominé lenne, egy
tablara azonban csak 18 dominé helyezhetd el. Ez nem lehetséges, tehat biztosan van olyan vonal, amelyik
nem vag el dominét.

Feladatok

1. Lehet-e négyzetszam az a pozitiv egész szam, amelynek tizes szamrendszerbeli alakjaban 510 darab 1-es
és valahany 0 szerepel?

Megoldas:

Végtelen sok olyan szam van, amely eleget tesz a feltételnek, nem tudjuk egyenként ellenérizni, hogy melyik
négyzetszam.

Keressiink kozos tulajdonsagot az adott alakt szamok kozott!

A feltételnek eleget tevs végtelen sok kiilonb6z6 szamnak kozos tulajdonsaga, hogy a szamjegyeik Osszege
éppen 510. A szamjegyek Osszegébdl a 9-cel és a 3-mal valod oszthatosigra tudunk kévetkeztetni. Az 510
oszthaté 3-mal, de 9-cel nem. Van-e ilyen négyzetszam?

A négyzetszamok primtényezsik paros kitevsji hatvanyaval oszthatok, tehat nem lehetséges az, hogy egy
négyzetszam 3-mal oszthato, de 9-cel nem.

Tehét nincs ilyen négyzetszam.

2. Egy kft-ben a dolgozok szamara nyelvtanfolyamot inditottak angol és német nyelvbél. A német nyelvet
a csoport g—a, az angol nyelvet a csoport fele vette fel. Mekkora a kft dolgozoinak a létszama, ha a dolgozok
75%-a tanulja valamelyik nyelvet, és a pontosan egy nyelvet tanulok szama 15 {67

Megoldas:

24 6.

3. TulipaAnhagymakat vettem, de sajnos Osszekeveredtek. Tudom, hogy koziiliik 30 darab piros, 50 da-
rab fehér és 40 darab sarga tulipan hagymaéaja. A kertész szerint agy kell szdmolni az iiltetésnél, hogy a
viraghagymak 90%-abol nd ki virag.

a) Az Osszesbdl legalabb hany darab viraghagymat kell eliltetni, hogy a virdgok kozt biztosan legyen
legalabb 10 sz&l sarga tulipan?

b) Az Gsszesbdl legalabb hany darab virdaghagymat kell eliiltetnem, hogy a virdgok kozt biztosan legyen
legalabb 5 szal piros vagy 6 szal fehér tulipan?



Megoldas:
a) Legalabb 92 darab viraghagymaét kell eliiltetni.
b) Legalabb 52 darab virdghagymat kell eliiltetni.

4. Hatarozza meg azokat az a és b egész szamokat, amelyekre teljesiil, hogy a 4+ b+ 20 = ab, és az a, b, 21
hosszusagu szakaszokbol haromszog szerkeszthetd!

Megoldas:
Ahhoz, hogy haromszog szerkeszthetd legyen, sziikséges, hogy a +b > 21 ésa > 0, b > 0.

Erdemes szorzatta alakitassal probalkozni. Rendezziik az egyenletet: ab — a — b + 1 = 21, kiemeléssel
folytathatjuk: a(b— 1) — (b — 1) = 21, ujabb kiemeléssel: (a — 1)(b— 1) = 21.

A pozitiv egész szdmok korében keressiik 21 szorzatta bontasat. 1-21 = 3 - 7. A tényezsk felcserélésével
nem kell foglalkoznunk, hiszen az egyenlet a-ban és b-ben szimmetrikus.

a—1=1¢ésb—1=21,ebb6la=2¢ésb=22,vagya—1=3ésb—1=7,ebb6la=4ésb=28.
Az elsé esetben lehet haromszoget szerkeszteni, az oldalak nagysagrendben: a = 2, 21 és b = 22; 2+21 > 22.
A maésodik esetben nem szerkesztheté haromszog, mert a + b < 21.

Tehat a feladat megoldasa: a = 2 és b = 22.

2.2. Racionalis szamok, tizedes tortek, irracionalis szadmok, abszo-
lat érték, gyokok, hatvanyok, logaritmusok

Szamok felirasa kiilonbo6zé alakban. Racionalis szamok tizedestort alakban, irracionélis szamok tizedestort
alakban, szamok pontos és kozelitG értéke. Szamitasok gyokokkel, hatvanyokkal, logaritmussal. A hatva-
nyozas értelmezése racionalis kitevs esetén, hatvanyozas azonossagai, gyokvonas azonossagai, logaritmus
fogalma, a logaritmus azonossagai, attérés mas alapd logaritmusra.

Mintapéldak

4 5
1. Adjunk meg két olyan racionalis szamot, amelyek a 113 és 113 kozé esnek. A valaszt indokoljuk!

Megoldas:
Ismeretes, hogy a racionalis szamok felirhatok két egész szam hanyadosaként.
Otlet: két pozitiv szam szamtani kdzepe biztosan a két szam kozé esik.

Az otlet alapjan megadhatjuk a kovetkezd szamokat:

A BN, 9 (49N 0T
113 113/ "7 226 113 226/ "7 452
Es igaz, ho i<£<i<i

3%, HO8Y 173 =~ 452 ~ 226 © 113

Egy masik gondolatmenet: azért nem tudunk egyszertien beszurni két szamot a két tort kozé, mert a
szamlalok egyméast kovets természetes szamok. Bévitsiik agy (3-mal) a torteket, hogy a szamlalok kozé be



tudjunk irni két természetes szamot:

4 12 13 14 15 5

113 330 330 339 330 113
Végtelen sok tovabbi jo példa talalhato.
2. Allapitsa meg, hogy a kovetkezd tortek koziil melyek frhatok fel
a) véges tizedestort;
b) végtelen szakaszos tizedes tort;
¢) végtelen nem szakaszos tizedestort alakban
9 6 5 2 3 U 1
27 18" 327 77 40" 67 13
Megoldas:
a) Véges tizedestort:

9 9-5 45 ) 5-5° 50 3 352 352

272.5 10" 32 25.5 105" 40 23.5.52° 103

A véges tizedestorteket végtelen tizedestort alakban is fel lehet irni.

b) A racionalis szamok tizedestort alakja lehet véges és lehet végtelen szakaszos. Ezért a szokasos értelemben
azok a tortek végtelen szakaszosak, amelyek nem végesek.

A véges tizedes torteket is fel lehet irni végtelen szakaszos tizedestort alakban is, példaul kiegészithetjiik
egy 0 szakasszal.

Minden racionélis szam felirhaté végtelen szakaszos tizedestort alakban.
9 . . .
A végesek tobbféleképpen is. Példaul 3= 4,5 = 4,50 = 4,500 = 4,49 stb.
¢) A felsorolt tortek valamennyien raciondlis szamok, amelyek nem egyenlSk egyetlen irraciondlis szammal
sem. Az irracionalis szamok végtelen nem szakaszos tizedestortek.
3. Irja fel a kovetkezd tizedestorteket kozonséges tortalakban!
4,125; 5,6; 3,0625; 4,583; 2,19; 123,123

Megoldas:

3, 17 49 5 2 123

8’ 37 16" 127 107 999
4. Szamitsa ki a kovetkezd kifejezések pontos értékét, ne hasznaljon szamologépet!
a)lg8+31g50
b) 491710g7 2 5~ logs 4
) 1 n 1 n 1
c

logy 1 4 logy 2 + logy 3 +1ogy, 4 logg 1+ logs 2 + logy 3 +1logs 4 logy 1 + log, 2 + log, 3 + log, 4

Megoldas:

a)lg8 + 31g 50 = 1g(8 - 50%) = 1g(2 - 50)® = 31g 100 = 6.




49 1 49 1
1-log,;2 _ k—logs4 _ _ .
b) 4977877 =5 = Jolos;Z  Flomd — 92 4 = 12

1

logy(1-2-3-1) = log, 21 = log,, 2 a t&bbi tagon is hasonld atalakitast hajtunk végre. Az

¢) Az els6 tag:
Osszeg:
logs, 2 + logyy 3 + logy, 4 =logy, 24 = 1.
5. Szamologép hasznalata nélkiil bizonyitsa be, hogy 5v/2 — 7 reciproka 5v/2 + 7.
Megoldas:
Hasznaljuk a bizonyitashoz a tort nevezGjének gyoktelenitését nevezetes szorzat alkalmazasaval.

1 5V24T7 V24T 5247
BV2-T 5V2+7  (5y2)" —72 5049

=5V2+47

Egy masik lehetséges meggondolas szerint két szam egymas reciproka, ha a szorzatuk 1. Ezt ellenérizziik:

(5v2-7) (5v2+7) =25-2- 49 =1.
6. Mennyi a ’\/5 — 3‘ + ‘\/3 + 3‘ kifejezés értéke? Valasszuk ki a helyes valaszt!

A)6 B)0 C)—2v5 D)2V5
Megoldas:

Mivel v/5 — 3 < 0, igy ‘\/5— 3’ =3 — /5, tehat az osszeg 3 — V5 + V5 +3 =6. Az A) valasz a helyes.

7. Allapitsuk meg, hogy a kovetkezs allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis! Indoklassal!
a) Két irracionalis szam Osszege irraciondlis

b) Egy racionalis és egy irracionalis szam Osszege irraciondlis

¢) Egy raciondlis és egy irracionalis szam szorzata irracionalis

d) Egy racionélis és egy irracionalis szam hanyadosa irracionalis

Megoldas:

a) Hamis. Ellenpélda: ‘\/5 . 3’ + ‘\/5 + 3’ =6 (eloz6 feladat).

b) Igaz. Indirekt bizonyitast adunk ra. Legyen p racionalis szam és ¢ irracionalis szam, az 6sszegiik r. Tegyiik
fel, hogy r racionélis szam (az allitassal ellentétben). Az r = p + q egyenldségbdl fejezziik ki ¢-t, ¢ = r — p,
ez két racionalis szam kiilonbsége, tehat racionalis. Igy a kiindulasi feltétellel ellentmondasra jutottunk,
tehat az indirekt feltevésiink hamis. FEzzel bebizonyitottuk, hogy a p racionalis szdm és ¢ irracionéalis szam
Osszege irracionalis.

¢) Hamis. Ha a raciondlis szdm a 0, akkor a szorzat is 0, tehat racionalis szam.

Megjegyezziik, hogy mas esetben valéban irracionéalis a szorzat. Ezt indirekt bizonyitjuk. Legyen p racionélis
szdm és q irracionalis szam, a szorzatuk r. Tegyiik fel, hogy r (az &llitassal ellentétben) raciondlis szam.

Az r = p- q egyenlségbdl fejezziik ki g-t. Ha p # 0, akkor ¢ = f; ez két nem 0 racionéalis szdm hanyadosa,
p

tehat racionalis. Igy a kiindulasi feltétellel ellentmondasra jutottunk, tehat az indirekt feltevésiink hamis.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy a 0-tdl kiilonb6z6 p racionélis szam és ¢ irracionalis szam szorzata irracionalis.

d) Hamis. Ha a szamlaloban 1év6 racionalis szam a 0, akkor a hanyados is 0, tehat racionalis szam.



Ha a racionalis szam nem 0, akkor racionalis és irracionalis szam hanyadosa valéban irracionalis, fiiggetlentil
attol, hogy melyik a szamlalo, melyik a nevezs. Az el6zGekhez hasonlé modszerrel bizonyithato.

8. Igazoljuk, hogy egy végtelen sok elemi szamtani sorozat elemei kzott nem lehet pontosan két irracionélis
szam.

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy a sorozatban pontosan két irracionalis szam van, legyenek ezek az ay és az a,, n > k. A
feltétel szerint a sorozat tobbi tagja racionalis. A racionalis tagok koziil két szomszédos esetén a nagyobb
sorszamu tagbol kivonva a kisebb sorszamu tagot, a kiilénbség d # 0 differencia is racionalis.

an+1 = an +d : ez egy irracionélis és egy raciondlis szam Osszege, tehat irracionéalis, vagyis talaltunk ajabb
irracionalis szamot a sorozat elemei kozott, amely kiilonbozik az a,-t6l és az ap-t6l. (A gondolatmenet
hasonloképpen folytathato, igy végtelen sok irracionalis szam is lehetne a sorozat tagjai kozott). Belattuk,
hogy nem lehet pontosan két irracionalis szam a sorozat tagjai kozott.

9. Oldjuk meg a racionélis szamok halmazan a kovetkezs egyenletet:

(Vor—4) o+ (VI2=3)y = VIS -5

Megoldas:

Vegyiik észre, hogy az Gsszes négyzetgyokos kifejezést at tudjuk alakitani v/3 egész szami tobbszordsére:

V27 =3v3, V12 = 2/3, V48 = 4V/3.
Ezeket felhasznalva az egyenlet: 3v3z — dx + 2\/§y — 3y =4V3 —5.
Rendezziik gy az egyenletet, hogy a megfelels tagokbol emeljiik ki a /3-at:

V3(3z 4+ 2y —4) = 4z + 3y — 5.

Ha az egyenletnek van gyoke a racionélis szdmok halmazéan, akkor a jobb oldalon biztosan racionalis szam
all. A bal oldal csak ugy lehet egyenls egy racionalis szammal, ha a v/3 szorzoja 0, és akkor a jobb oldal
is 0.

Tehat felirhatunk egy kétismeretlenes linearis egyenletrendszert, amelyet példaul a behelyettesitéses mod-
szerrel megoldhatunk.

3r+2y—4=0

dr+3y—5=0
Az egyenletrendszer gyoke x =2 és y = —1.
10. Van-e olyan x valos szam, amelyre teljesiil, hogy = < 2% < z* < 227 (Indoklassal)
Megoldas:

Erdemes az egyenl6tlenségsorozatot részenként vizsgalni. O-ra és 1-re mindeniitt egyenlGséget kapunk, a
(—1)-re z = 2% és 2* = 22, ezek tehat nem megoldasok.
% > 22 minden olyan szamra, amelynek abszolut értéke 1-nél nagyobb. Tehat ha z* < 2, akkor csak

|z| < 1 lehet. Ellenérizni kell a t6bbi egyenlStlenséget is!

Vizsgaljuk ezen az intervallumon, vagyis ahol —1 < < 1, az z < 2° egyenlStlenséget. Ha 0 < z < 1,
akkor x > 27, tehat ez az intervallum nem felel meg. Az intervallum masik fele a —1 < = < 0, erre mar
teljesiil, hogy = < z°.



S6t, ezen az intervallumon igaz az az egyenlétlenség is, amelyet eddig nem néztiink: z® < 2%, hiszen a

bal oldal negativ, a jobb oldal pozitiv. A fentiek alapjan a vélasz: az egyenl6tlenségsorozat igaz a (—1;0)
intervallumban.

Erdemes grafikont is késziteni!

y=xt

Egy kicsit més gondolatmenettel:  # 0, hiszen O-ra nem teljesiilnek az egyenlStlenségek. Eszerint 2 > 0.
Osszunk a pozitiv z2-tel:

1 2
—-<zr<z'<l
T

Csak gy lehet egy szam és annak reciproka is kisebb 1-nél, ha negativ: 2 < 0. Mivel azonban z2 < 1, igy
—1 < x < 1. Tehat —1 < z < 0. Ellendrizhets, hogy ezekre mindegyik egyenlStlenség teljesiil.

Feladatok

1. Allapitsuk meg, hogy az alabbi szamok racionélisak vagy irracionalisak!

a) \/4+2\/§+\/4—2x/§

b) \/14—1—6\/54- \/14_6\/5
Megoldas:

a) Jeloljiik a kérdéses szamot z-szel, és hatarozzuk meg az 2%-et.

22 =4+2/3+4-2/3+ 2\/(4 n 2\/??) (4 - 2\/??) = 8+ 216 — 12 = 12, ebbdl |z| = V12, de mivel
4—2v3> 0, ezért = > 0, tehat x = V12 = 2\/5, ez irracionéalis szam.

b) Jeloljiik a kérdéses szamot y-nal, és hatarozzuk meg az y2-et.

y2:14+6\/5+14—6\/5+2\/(14+6\/5) (14—6\/5) -
=284 2v/142 — 36 - 5 = 28 + 2V/16 = 36,

ebbdl |y| = V36 = 6, mert 4 — /5 > 0, ezért y > 0, tehat y = 6, ez racionalis szam.
Masik megoldas:



a) Eszrevehetjiik, hogy a gyokdk alatt teljes négyzet van:
2 2
442v3=1+2v3+43=(14+V3) illetve 4 - 2v3=1-2V3+3= (1-v3) .

Tehétx:‘1—|—\/§‘—|—‘1—\/§‘:1+\/§+\/§—1:2\/§,mert1—\/§<0.

b) Eszrevehetjiik, hogy a gyokok alatt teljes négyzet van:
2

2
14+6vV5=9+6V5+5— (3+\/5)  valamint 14 — 6v/5 = 9 — 6v/5 + 5 = (3—\/3) .

Tehaty=‘3+\/5‘+‘3—\/3‘=3+\/5+3—\/5=6.

V2
2. Mennyi a _V2T tort értéke? Melyik a helyes vélasz?
V12 —/3
1
A)1 B)V3 C)—= D)3
)1 BVE 0 = D)

Megoldas: D)

3. Legyen d egy valds szam. Valasszuk ki a négy lehetGség koziil azt, amelyik kifejezi az eltérést a 3d és a
—5 szamok kozott!

A)3d—5 B)3d+5 C)|3d+ 5|

D) Az eltérést nem lehet kifejezni, mert d nem ismert.

Megoldas: C)

4. Szamologép hasznalata nélkiil rakja névekvs sorrendbe a kévetkezs szamokat:

r=5V2—T y=5V2+T; z=1g6+1g4+1g20—1g3 —1g16;
3. 2100 1
t = sin <3+ : 77) ;v = log,((1021%)
Megoldas:

x<t:§<z:1<y<v:2015

2.3. Egyenletek, egyenl6tlenségek, rendszereik, paraméteresek is

Algebrai atalakitasok, nevezetes azonossagok, egyenletek, egyenlGtlenségek rendezése. Masodfoku egyenle-
tek — megoldoképlet, diszkriminans, gyokok és egyiitthatok osszefliggése, gyoktényezss alak. Tortes egyen-
letek és egyenlStlenségek, méasodfoki egyenlGtlenségek, abszolut értékes egyenletek és egyenlGtlenségek.
Exponencialis és logaritmikus egyenletek, paraméteres feladatok megoldasa. Trigonometrikus egyenletek
négyzetgyokos, abszolut értékes, exponenciélis, logaritmikus és trigonometrikus egyenlStlenségek. Ertel-
mezési tartomény-, illetve értékkészlet-vizsgalattal, valamint szorzattd alakitassal megoldhat6 feladatok,
Osszetett feladatok megoldasa.

Mintapéldak

1. Van-e megoldasa a valos szamok halmazén a kévetkezs egyenleteknek?



a) V—z=09;

b) lgxz = —5;

¢) sin2x = V/3;

d) |z| = —x

Megoldas:

a) v = —81.

b) =105,

¢) Nincs megoldas, hiszen a szinusz érték nem lehet 1-nél nagyobb, méarpedig v/3 > 1.
d) x tetsz6leges nem pozitiv szam, hiszen |z| > 0, x tetszleges értéke mellett.

2. Oldjuk meg az |z + 3| + |z — 9| < 1 egyenlStlenséget a valos szamok halmazan.
Elsé megoldas:

Osszuk a szdmegyenest harom diszjunkt intervallumra, amelyek egyesitése kiteszi a teljes szamegyenest.
Ehhez nézziik meg, hogy az abszolat értékes tagokban a linearis kifejezések hol valtanak elGjelet. Az elss
tag (—3)-nal, a masodik tag 9-nél.

Ezért a hdrom intervallum: x < —3, -3 <x <9ésx > 9.
Ha z < —3, akkor az egyenl6tlenség —xz — 3 —z + 9 < 1, azaz 2z > 5, ezért © > 2,5. Itt nincs megoldas.

Ha —3 < x < 9, akkor az egyenl6tlenség © +3 —x + 9 < 1, azaz 11 < 0, ami ellentmondas. Itt sincs
megoldas.

Ha x > 9, akkor az egyenl6tlenség © + 3 + x — 9 < 1, azaz 2z < 7. Itt sincs megoldas.
Tehat az egyenlGtlenségnek nincs megoldéasa a valds szamok halmazan.
Masodik megoldas: értékkészlet-vizsgalattal.

A Dbal oldalon mindkét abszolat értékes tag nemnegativ az x barmely valos értéke mellett. Az Osszeg
minimumat akkor kapjuk, ha legalabb az egyik tag 0. Mivel a két tag egyszerre nem lehet 0, a minimum
értéke az ©x = —3-nal, illetve az © = 9-nél felvett értékkel egyenls, vagyis 12. Tehéat az egyenlGtlenségnek
nincs megoldasa a valés szdmok halmazan.

3. Keressitk meg a hibat (hibakat) az |x +3| + [z — 9] < 1 (z € R) egyenl6tlenségnek az alabbi hibés
megoldasaban.

Sl.eset: x +3+x—9< 1, azaz 2x < 7, tehat = < 3,5.

2.eset: t+3 —x+9 <1, azaz 12 < 1, nincs megoldas.

3.eset: —x —34+2—-9<1, azaz —12 < 1, ez igaz.

4.eset: —r —3—x+9< 1, azaz —2x + 6 < 1, tehat x > 2,5, tehat 2,6 < x < 3,5.”
Megoldas:

A megold6 gondolkodas nélkiil, mechanikusan jart el, kiilon-kiilon vizsgalta a két abszolut értékes kifejezést,
és igy négy esettel dolgozott a négy linearis kifejezés elGjele szerint. Nem vette figyelembe azonban a négy
esetet meghatarozo feltételt; fel sem irta.



Az 1. esetben a szamitas csak akkor érvényes, ha = > 9 (és > —3), a kapott eredmény ennek nem felel
meg.

A 2. esetben a szamitas csak akkor érvényes, ha —3 < x < 9. Itt valoéban nem kapunk megoldast.

A 3. eset feltétele lenne x < —3 és ¢ > 9, ez lires halmaz. A szamitéassal hidba jutunk igaz allitashoz, ebben
az esetben sem kapunk megoldéast.

A 4. feltétel x < —3 (és x < 9), a kapott eredmény ennek nem felel meg. Tehat az idézett rossz megoldas
végss megallapitasa hibas.

Az egyenlé6tlenségnek nincs megoldasa a valos szamok halmazan.

4. Oldjuk meg az alabbi egyenl&tlenséget a valds szamok halmazan:

V2r—5>2x—11

Elsé megoldas:
A bal oldal értelmes, ha 2z — 5 > 0, azaz © > 2.5.

Ha z < 5,5, akkor a jobb oldalon negativ szam all, ekkor az egyenl&tlenség teljesiil, hiszen a bal oldalon
nemnegativ kifejezés all. Tehat a [2,5;5,5] intervallum biztosan hozzatartozik a megoldashalmazhoz.

Ha 2x — 11 > 0, azaz = > 5,5, akkor mindkét oldalon nemnegativ szam &ll, négyzetre emelve a > relacié
tovabbra is fennall. Rendezziik az egyenl6tlenséget, ebbél azt kapjuk, hogy 222 —232+63 < 0. A nullhelyek:
4,5és 7.

Mivel a masodfoku tag egyiitthatoja pozitiv (2), ezért az egyenlGtlenség megoldasa ebben az esetben:
45 < x < 7. Az el6z8 esetet is figyelembe véve a teljes megoldas a két halmaz unidja 2,5 < x < 7.

Masodik megoldas:

A megoldashoz segitségiil szemléltessiik az egyenlet két oldalan allo fiiggvény grafikonjat.

Az abrén az f(z) = V2x — 5, a g(z) = 2z — 11 és a h(z) = —f(x) fliggvények grafikonjat abrazoltuk. Az
f és a h fiiggvények grafikonja egy-egy ,félparabola”, a \/x grafikonjanak transzformalt valtozata, a g(x)
linearis fliggvény képe egyenes.

Az f(z) és g(x) fiiggvények metszéspontja a (7;3) pont. Behelyettesitéssel ellendrizziik. A metszésponttol
jobbra az egyenes a parabolaiv {6l6tt halad, t6le balra pedig alatta, g(x) > f(z), ha z > 7. Az f(z)
fliggvény értelmezési tartomanya x > 2,5. Tehat az egyenlGtlenség megoldasa 2,56 <z < 7.



Az abra segitségével magyarazatot kaphatunk arra is, hogyan 1éphet be az algebrai megoldasnél az x = 4,5.
Ez a —f(x) = g(x) egyenlet gyoke, amely a négyzetre emeléssel keriilt be a gyokok kozé, hiszen a négyzetre
emelés utani egyenlet megegyezik azzal, amit az f(x) = g(x) négyzetre emelése utdn kapunk.

5. Oldjuk meg az alabbi egyenlStlenséget a valos szamok halmazéan:
V2xr —5>2x — 11

Hol a hiba az alabbi megoldasban?

Az egyenlétlenség mindkét oldalat négyzetre emeljiik: 22 —5 > 4 — 442 + 121, O-ra rendezziik és osztunk
2-vel: 227 — 23z + 63 < 0

Megkeressiik a bal oldal nullhelyeit a masodfoku egyenlet megoldoképletével.
A nullhelyek: 4,5 és 7.

Mivel a mésodfoku tag egyiitthatoja pozitiv (2), ezért az egyenlStlenség megoldéasa: 4,5 < x < 7. A meg-
oldés helyes, mert a gyok alatti kifejezés nemnegativ, ha x > 2,5, és a kapott megoldas beleesik ebbe a
halmazba.

Ez a véalasz mégis hibéas, mert példaul az x = 3 esetén az egyenlGtlenség: 1 > —b5 igaz, holott ez nem
szerepel a valaszként megadott megoldashalmazban Hol a hiba?

Megoldas:

A megold6 nem figyelt arra, hogy a négyzetre emelésnél nem ekvivalens atalakitast hajtott végre. Nem
vette tekintetbe, hogy a jobb oldalon all6 kifejezés lehet negativ is, ha x < 5,5, és ilyenkor az értelmezési
tartomany minden idetartozo eleme (2,5 < x < 5,5) megoldas, hiszen a bal oldal nemnegativ, azaz nagyobb
a jobb oldalon all6 negativ szamnal. A helyes megoldas tehéat 2,56 < x < 7.

2 _ax 44 = 0 egyenletnek?

6. Az a valos paraméter mely értéke mellett lesz két egyenld gyoke az x
Megoldas:

A maésodfoku egyenletnek akkor van két egyenld gyoke, ha a diszkriminansa 0.
Az az? + bz + ¢ = 0 egyenlet diszkriminansa b* — 2ac.

Az egyenlet diszkriminansa a? — 4 -4 = 0, ebbdl |a| = 4.

Tehat a = 4 vagy a = —4.

7. Oldja meg a [—1; 1] intervallumon a kévetkezs egyenletet.

|z — 1| + |z + 1] = [2tgz]|.

Megoldas:
A legjobb grafikusan probalkozni. A bal oldal a [—1; 1] intervallumban konstans 2, itt a |2tg x| fliggvény
2-t vesz fel, ha z; 5 = :I:%.

8. Oldja meg valés szamok halmazén a kovetkezs egyenletet.

9$ _ 432—% — 43}+1 _ 3233—1



Megoldas:

2x 1 x x 1 2x
3 ~3 4% =44 —5-3
4 2x 9 2z
38 Ty?
3\* 27 3)\°
() -5-0)
3
T3

9. Oldja meg a log, 5 # > —2 egyenlGtlenséget a valés szdmok halmazan!
Megoldas:
A logaritmus definicidja alapjan —2 = log 5 0,572 és x> 0.

A log 5 = fiiggvény grafikonja és az y = —2 egyenes metszi egymast a (4; —2) pontban.

logosx
] \

l\i :

y=-2 e —

A 0,5 alapii logaritmusfiiggvény szigorian monoton csokkend, ezért ha log, 5 * > log 5 0,572, akkor 0 <
z<0,572.

Tehat az egyenlStlenség megoldasa: 0 < z < 0,572 = 4, ezen az intervallumon az egyenes a logaritmus
gorbéje alatt halad.

10. Oldja meg a 2sin’z — 2cos? z 4+ 4sinxz — 1 = 0 egyenletet a valés szamok halmazan!
Megoldas:
A trigonometria alapegyenlete szerint sin® z + cos® z = 1. Ebbél a bal oldal:

2sin’x — 2cos? ¢ +4sinz — 1 = 2sinx — 2(1 —sin®z) + 4sinz — 1 = 4sin’ x + 4sina — 3.

A 4sin?z + 4sinz — 3 = 0 egyenlet (sin z)-ben masodfokia, gydkei sinz = 0,5 és sinz = —1,5. Ez utobbi
gyok nem megoldasa az egyenletnek, hiszen —1 < sinx < 1.

5
A sinx = 0,5 egyenlet gyokei: x1 = % + k-2 és xg = Fﬂ +1-2m, ahol k,1l € Z.

11. Oldja meg a kovetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan:

— sinx 9
ctgr + — =
& 1+ cosx

Megoldas:

A bal oldalon &ll6 kifejezések alapjan az értelmezési tartomany: cosx # 0 és cosx # —1, tehat z # g + km
ésx# (2k+1)m ke Z.



. Ccos T
Mivel ctgax = —
sin x

, beszorzunk sin z(1 + cos x)-szel:

cosx + cos® z + sin? x = 2sinz + 2sin x cos x;
felhasznaljuk, hogy cos? z + sin? z = 1, és a jobb oldalon kiemeliink 2 sin z-et:

cosx + 1 =2sinxz(1 4 cosz).
1
Mar kikotottik, hogy (1 4 cosx) # 0, tehéat oszthatunk vele, ebbdl azt kapjuk, hogy sinz = 7

5
Ez akkor igaz, ha x = % + 2k vagy x = % + 2km, k € Z (és ez nem {itkozik a kikotésekkel).

12. Hany megoldéasa van a tgax = 1 egyenletnek a [0; 10] intervallumon?

Megoldas:

™
A tgx fliggvény értelmezve van a valos szamok halmazan, kivéve a 5 paratlan tobbszoroseit. Periodikus

T szerint.

lgx
y:l
—}_ . -
LSV Y ST R
4 i 7 |

A tgx fliggvény grafikonja és az y = 1 egyenes

Ismeretes, hogy tg45° = tg% =1, igy

™ o ™ T
O<Z<Z+7T<Z+2’/T<1O<2+37T.

57 9
Tehat a [0;10] intervallumon 3 megoldéasa van az egyenletnek, ezek: %, Iﬂ, Zﬂ-

13. Az f(z) = 2* 4 22 + ¢ fiiggvényt a valés szamok halmazan értelmezziik. Hogyan kell megvalasztani a
c értékét ahhoz, hogy

a) a fiiggvény grafikonja érintse az x tengelyt;

b) a fliggvény minimuma —5 legyen;

c¢) a fliggvény értékkészletébe csak negativ szamok tartozzanak?
A valaszokat indokoljuk!

Megoldas:

a) A masodfoku fiiggvény grafikonja parabola, amelynek szimmetria tengelye parhuzamos az y tengellyel.
A parabola és az = tengely kozos pontjai adjak meg a fiiggvény 0-helyeit. Erintés esetén egy 0 helye van,
ilyenkor a diszkriminéns 0.



A diszkriminans: 4 — 4c = 0, tehat ¢ = 1.

Ugy is gondolkodhatunk, hogy ilyenkor a kifejezés teljes négyzet, mégpedig csak az x 4+ 1 négyzete lehet.
fgy c =1, és f(x) = 2% + 22+ 1 = (z + 1)? valoban teljes négyzet.

Abrazoljuk a parabolat!

b) A fiiggvény minimumanak megfelel6 pont a grafikonon a parabola szimmetria tengelyén van. Probal-
kozzunk a teljes négyzetté alakitassal!

f@)y=2*+22+c=(x+1)?-1+c
Ebbdl tudjuk, hogy a szimmetria tengely helye az x = —1, a minimum értéke —1 + c.

Ahhoz, hogy ez —5 legyen, az kell, hogy ¢ = —4 legyen.

Mas meggondolassal: az el6z6 rész eredményét felhasznalva ¢ = 1 esetén a minimum értéke 0; ahhoz, hogy
ez —b legyen, még 5-tel kell csokkenteniink c-t: c=1—-5 = —4.

¥
\ /JJ (x+1P-5

10 -

A parabola grafikonja:

¢) Mivel az 2% egyiitthatoja 1 — pozitiv szam —, ezért a fiiggvény grafikonja felfelé nyilik. Akarhova toljuk
az y tengellyel parhuzamosan, a paraboldnak mindig lesz olyan darabja, amelyik az = tengely folé esik.
Tehat lehetetlen, hogy csak negativ értékeket vegyen fel a fiiggvény.

Ezt belathatjuk a grafikonra valé hivatkozas nélkiil is, pusztan algebrai eszkozokkel. Akdrmennyi is a c,
helyettesitsiink x helyébe |c|-t. Ha ¢ > 0, akkor a kifejezés minden tagja pozitiv. Ha ¢ = 0, akkor a kifejezés
értéke is 0. Ha ¢ < 0, akkor

f(a:):$2+2m+0202+2|c\—l—c:cg+2(—c)+c:cQ—c:c2+|c|>0,



hiszen ilyenkor |c| = —c.

Mas megfontolassal esetszétvalasztas nélkiil: f(|c|) = |c|* + 2|c| + ¢. Mivel |¢| + ¢ > 0 minden c-re, igy
lc|? + 2|c| + ¢ > |¢|* + |e| > 0.

Ezzel belattuk, hogy a fiiggvény a |c| helyen nemnegativ.

2
14. Oldja meg a valos szamok halmazan az ;H_ < 0 egyenlGtlenséget!
—x

Megoldas:
2
A tort értéke akkor 0, ha a szamlalo 0 és a nevezd nem 0. Tehét ;i =0, haz=-2.

T
A tort értéke akkor negativ, ha a szamlalo és a nevezd elGjele kiilonb6zs, vagyis 3 i <0, haz < -2

-z
vagy z > 3.

Tehat az eredeti egyenlStlenség megoldéasa: x < 2 vagy = > 3.

Feladatok

1. Oldja meg a valds szamok halmazdn az egyenleteket
1. cos? z = sin 2z + sin’ x
Megoldas:
cos? x — sin? z = sin 2z
cos 2z = sin 2z
20 =" 4k
T =—
1 0
0
8
Ha fokokban szamolunk, a gyokokre 22.5° + k - 90°, k € Z adodik.

Tr =

s
k— kel
+ 5 €

Masik megoldas:

Felhasznaljuk az ismert sin2r = 2sinzcosz azonossagot. A megoldandé egyenlet ekkor a cos’z =

2sinx cos x + sin? z.

Els6 lépésként tisztézzuk, hogy abban az esetben, amikor cosx = 0, nem kaphatunk megoldést. Ebben
az esetben ugyanis sin®> z = 1, tovabba sin 2z = 2sinz cosz = 0, amely értékekre nem teljesiil a kivant
egyenldség.

2

Ezutan helyettesitsiik be az ismert képletet: sin2x = 2sinx cosx, és rendezés utan osszunk cos® x-szel

(cosx #0).

cos? x = 2sinz cos + sin® x

sin? 2 4 2sin2 cosx — cos® z = 0 (cosx #0)
tg?x 4+ 2tgr —1=0
A tg z-ben masodfoka egyenlet gydkei: —1 4+ /2 és —1 — v/2.
Zsebszamologép segitségével megkaphatjuk (négy tizedest kifrva) az 21 = 0,3927 és x5 = —1,1781.



A tangens értékbdl fokokban keresve z-et, a kapott értékek 22,5° és 67,5°.

A tgx periddusa 7, tehat a gyokok x; = 0,3927 + km és zo = —1,1781 + k.

Meggy6zédhetiink rola, hogy az el6z6 megoldésban kapott gyokok tizedestort alakja négy tizedes jegyre
ugyanaz, mint a most kapott két megoldas: g = 0,3927 és g — g = —1,1781.

A kapott eredmények nem pontosak, de bebizonyithato, hogy tg % pontosan —1 + v/2. Ehhez alkalmazzuk

a kétszeres szog tangensére vonatkozo Osszefiiggést:

Ha tgz = —1 + V2, illetve —1 — v/2, akkor a tg 2z értéke

2-1+v2) 2422 -2+2v2
1—(—1+v2)2 1-(1-2v2+2) -2+2y2
2(-1-v2)  —2-2V2 :—2—2\/5_1

1—(-1-v2)2 1-(1+2V/2+2) -—2-2v2

azaz mindkét esetben 1. Tudjuk azonban, hogy tg (% + 77) =1, ezért x = % + il

2
2. 22 =422 —4x+1+3

Megoldas:

, keZ.

A gydk alatti mennyiség teljes négyzet, ezért rendezés utdn az egyenlet:
r? -3 =2 —1].

Abrazoljuk grafikonon a két oldalon &ll6 fiiggvényt:
¥y

|2¢ -1

Két metszéspontot latunk. A pontos értékeket szamitassal hatarozzuk meg.



1
Ha z > ok akkor az egyenlet: 22 —3 = 2z — 1, ebbsl © = 1+ /3. (A masodfoku egyenlet masik gyoke nem
felel meg a kikotésnek.)

1
Ha z < 3 akkor az egyenlet z°> —3 = —2z + 1, ebb6l z = —1 — V5. (A maésik gyok ebben az esetben sem
felel meg a kikotésnek.)
Eszerint az egyenlet két megoldasa: z1 = 1 + V3 és 29 = —1 — /5.
Megjegyzés. Az abrazolas nem elengedhetetlen része a megoldasnak, csak segit a gyokok helyének ,betajo-
lasaban”.

23

3. (logs 37)* = log; 3 +4
Megoldas:

A logaritmus azonossagai alapjan az egyenlet:

(logs 3 4 logs )? = 3logy * — logs 3 + 4
(1+logs z)? = 3logs z + 3

Vezessiink be 0j ismeretlent, legyen a = logs x (azaz x = 3%), x > 0, ekkor az egyenlet:

(1+a)?=3a+3

a®—a—-2=0

1
A gyokok: a1 =2 és as = —1, tehat x1 =9 és x5 = 3 és ezek valoban gyokei az eredeti egyenletnek.
4.1g(5* +1) ==z(lg2 —1) +1g30
Megoldas:

Alkalmazzuk a logaritmus azonossagait az x(lg2 — 1) tagra:

2 1 1 1
0= lg R ebbdl (g2 — 1) = zlg 5= Ig T Valamint tovabbi azonossagokat
30

felhasznélva az egyenlet: 1g(5% + 1) = lg e

lg2 -1=1g2-1gl0=1g

30
A logaritmus kolesonosen egyértelmii leképezés, ezért: 57 4+ 1 = w2 amelyet 57-nel beszorozva és rendezve

5%-ben masodfoki egyenletet kapunk: 52 +5% — 30 = 0. Mivel 5° > 0, az egyenletnek csak a pozitiv gyokei
adnak megoldast z-re: 5* = 5, ekkor = = 1.

Ellenérzéssel meggy6zédhetiink, hogy x = 1 valéban megoldasa az egyenletnek.
5. (x —2)?|cosz| = cosz
Megoldas:

A bal oldalon 4ll6 kifejezés soha nem negativ, ezért csak a cosz > 0 esetet kell tekintetbe venniink. Ekkor
azonban |cos z| = cos z. Eszerint az egyenlet ekvivalens azzal, hogy cosz > 0 és (z — 2)*cosx = cosz. Ez
utobbi kifejezést atrendezve és szorzatalakba irva (z — 1)(z — 3) cosz = 0.

A cosz = 0 nyilvanvaléan megoldas. Ekkor x = g +km, k€ Z.



3
Az x = 3 csak akkor johet szamitasba megoldasként, ha cos3 nemnegativ. Mivel azonban g <3< ?ﬂ,

ahol is a koszinusz fiiggvény negativ, a 3 nem megoldés.
T
Az x =1 viszont megoldés, mert 0 < 1 < 5 és itt a koszinusz pozitiv.

Maés gondolattal:

Az abszolut érték jelentése alapjan:
|cos x| = cosz, ha cosz > 0, illetve |cosz| = — cosz, ha cosz < 0.

Ha |cos | = cos z, akkor az egyenlet: (x — 2)? cosz = cos .
A cosz = 0 megoldasa az egyenletnek. Ha cosx # 0, akkor osztva vele azt kapjuk, hogy (z — 2)2 =1.
Ha |cos 2| = — cos x, akkor az egyenlet: —(z — 1)* cosx = cos .

Ebben az esetben is megoldést kapunk a cos = 0 alapjan. Ha pedig cos z # 0, akkor osztva vele (x—2)2 =1
adodik.

Az Osszes esetet megvizsgalva megkapjuk a gyokoket.

1. cosz =0, ekkorx:g—klm, keZ.

2. (x—2)% =1, ebb6l z = 3 vagy = = 1, de mivel g <3< 3%, itt cosx < 0, tehat az x = 3 nem megoldas.
Az x = 1 azonban megoldas, mert cos1 > 0 (kicsit kevesebb i—nél).

3. —(z — 2)? = 1 nem fordulhat el6.

Osszesitve, az egyenlet megoldasa: = = g + km, k € Z, tovabba x = 1.

Megjegyzés: A masodik gondolatmenet eseteit nemcsak a |cos z| értelmezése, hanem a cos z elGjele alapjan
is vizsgalhatjuk, harom esetre bontva igy a megoldast.

6. {z} = %x

Az {z} az x tortrészét jeloli, {x} = x — [z], ahol [x] az = egész részét, vagyis az z-nél nem nagyobb egész
szamok koziil a legnagyobbat jelenti.
Megoldas:

Grafikus megoldds.

Eszrevehetjiik, hogy a [0; 4] intervallumban taldlunk kozos pontokat. Szamitassal megtalalhatjuk a pontos
értékeket.

A tortrész fliggvény definicioja alapjan a kovetkezd Osszefiiggést irhatjuk fel:

{z}=2z—n,han <z <n+1,aholneZ.



Erdemes intervallumonként keresni a megoldasokat.

Mivel a {z} fiiggvény minden értékre nemnegativ, az egyenletnek nincs negativ megoldéasa. Egy lehetséges
megoldasa z; = 0.

1
A (0;1) intervallumban a {z} =z > —x.

5
. 1 )
Az [1;2[ intervallumban {z} =z —1 = =% ha zo = = 1,25.
. 1 10 5
A [2; 3] intervallumban {z} =z -2 = Rl ha x3 = T-3= 2,5
. 1 15
A [3;4] intervallumban {z} =z -3 = il ha x4 = T = 3,75.

1
Ha x > 4, akkor g:v > x, nincs tobb megoldas.
Maés meggondolassal:

1
{z} = i ekvivalens azzal, hogy 5{x} = z. Ebbdl is kiindulhatunk (és fel is fogjuk hasznélni), de még
egy kicsit alakitunk az egyenleten. 4{z} = = — {z} = [z], azaz 4{x} = [z]. Vagyis {z} egy egész szam

1 1 3
negyedrésze, igy {z} — lévén 0 < {a} < 1 — lehetséges értékei: 0, Ve Ezért mivel z = 5{x}, a
) 5
megoldasok 1 = 0, o = 8= = (Vagy masképp: [xz] = 4{z} alapjan [z] lehetséges értékei

rendre 0, 1, 2, 3.)

11. Oldja meg a valds szamok halmazdn a kévetkezd egyenldtlenségeket!
1.V2r +11 > 2 —12

Megoldas:

Ertelmezési tartoméany: z > —5,5.

Ha a jobb oldal nem pozitiv, akkor az egyenl6tlenség igaz, tehat a —5,5 < x < 12 hozza tartozik a
megoldashoz.

Legyen & > 12 (vagyis amikor a jobb oldal pozitiv), akkor mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés
ekvivalens atalakitas, ezzel a 2z + 11 > z? — 24z + 144 masodfoka egyenlStlenség adodik, amelybsl

0> 22 — 26z + 133.

A nullhelyek 19 és 7. Ennek a masodfoka egyenlStlenségnek a megoldasa a [7;19] intervallum, de ez csak
a 12-nél nagyobb értékekre megoldas: [12;19].

Osszesitve, az eredeti egyenldtlenség megoldasa: —5,5 < = < 19.

2. Vzrt -2z +1>1—2

Megoldas:
Vegyiik észre a gyok alatt a teljes négyzetet: v/ (x2 — 1)2 = |x2 — 1{. Az abszolut érték definicioja szerint:
|o* = 1] =2 -1, ha |z[ > 1, de |2* — 1| = —(2* — 1), ha |z| < 1.

Valasszuk el6szor az els6 esetet: x > 1 vagy x < —1, ekkor az egyenl&tlenség:

z2—1>1-—uz,



0-ra rendezve: 2% 4+ — 2 > 0. A bal oldali masodfoku kifejezés 0-helyeit megkereshetjiik példaul a megol-
doképlettel vagy szorzatta alakitassal. A nullhelyek: 1 és —2.

Tehat a bal oldalt szorzatalakban felirva azt kapjuk, hogy (z — 1)(z + 2) > 0.

A szorzat akkor és csak akkor nemnegativ, ha a tényezdk egyezd elGjeliiek — vagy valamelyik 0. A nullhe-
lyeket mar megallapitottuk, a szorzat pozitiv, ha mindkét tényezsé pozitiv, azaz = > 1 vagy ha mindketts
negativ, azaz v < —2, illetve 0, ha z = 1 vagy z = —2.

Ezeket Osszevetve az esetszétvalasztasban tett kikotésekkel, a megoldas: x > 1 vagy = < —2.

Az abszolat érték definicioja alapjan valasztva a mésodik esetet, a —(z — 1)2 > 1 — x egyenlGtlenséget kell
megoldanunk. Ekkor a —1 < x < 1 intervallumban az egyenlGtlenség: —?4+1>1-— x, ebbdl 22—z <0.
A bal oldalt szorzatta alakitjuk: z(z — 1) < 0.

A szorzat nem pozitiv, ha 0 < z < 1. Mivel most a [—1;1] intervallumban keressiik a gyokoket, azért itt
ez a megoldas.

Az abszolut érték értelmezésének megfelels esetszétvalasztas eredményeit Gsszesitve kapjuk, hogy az egyen-
16tlenség megoldésa: x < —2 vagy 0 < z.

Masik megoldas:

Oldjuk meg az eredetivel ekvivalens ‘xQ - 1| > 1 — z egyenlétlenséget grafikusan!

Az 22 — 1 masodfoka fiiggvény képe parabola, amelyet az 22 normal parabolabél az y tengely mentén 1
egységgel negativ irdnyba eltolassal kapunk.

Az abszolut érték a nemnegativ fliggvényértékekhez tartozo pontokat helyben hagyja, a negativ fiiggvény-
értékeknek megfelel6 pontok ellentettjét kell megrajzolnunk, vagyis az z tengelyre tiikrozziik az eredeti
parabola [—1; 1] intervallumhoz tartoz6 parabolaivet.

A jobb oldali fiiggvény képe egyenes, amelynek a meredeksége —1, és az y tengelyt az 1-ben metszi.
A két gorbe metszéspontjainak helye: 1 = —2, 9 = 0 és x3 = 1. Ezek helyességérdl behelyettesitéssel
meggy6zédhetiink. A bal oldali fliggvény gérbéje az egyenes ,f616tt” halad, ha x < —2 vagy « > 0, hozzavéve
az egyenlGségeket, a megoldas: © < —2 vagy 0 < .

¥ x2 1

Tovabbi feladatok

A) Oldja meg az alabbi gyokos és abszolit értékes egyenleteket a valos szamok halmazan!



a) r—\r—2=0 b) Va2 —dz+4=x—2 c)V3-2z=x-1
d) /(2x —3)2 =3z +2 e)|:c+2\ 1(x+4)2 fllz+2/z=1
g) V8—122=—x h)\/TH — i)V —4=\x—2

j)Vr—4=\r—4 k)|a:+1\+|a:—3\=—%x+5 ) Vdxr +9=9—+vzx -3
m)@z—

B) Oldja meg az alabbi gyokos és abszolut értékes egyenlStlenségeket a valos szamok halmazan!

a) Va2 +dr+4>x+6 b) |z +2| < (x+4)2

c)x—|—|x|2m2—3 d)\/x2+4x+4+\/x2—6x+9§5
e) V20 —x <z f)V2x—5>2x—11
2 8 2

_ — h) |——|>1
025> ) )24
2)2\/x2710x+2 tr<14 j)V3z—5-Viz—3<3z—1

2x

k >0 ) ———— >0
)\/ :c 2—|—a:7 )|x—3|—5*

1
m n)vr+l+z<_
)\/ 2_2z+1 / 2

C) Oldja meg az alabbi exponencidlis és logaritmikus egyenleteket és egyenlStlenségeket a valds szamok
halmazan!

1.
a) 5° = 3° b) 10° =0 ¢) 2@ NE+3) —q
d) 27428 <1 e) i — 1625 =0 f)3°—1<0

- 1 41
g) 37" > 81 W 3 >2

2.
a) logg( +3) +logs(z+5) =1 b) lg(z+3) +1g(xz — 3) =1g(xz +9)
c) = lg2x—lg( x)—lgvr+1 d)lga® +1g|z| =3

e) lg\/l—&-ac—l—?)lg\/l—ac:lg\/l—:c2 f)log, (z* +x —6) <2

1
g)lgsine =0 h)log,cosz = —3 i) lgtgar =2

2.4. Sorozatok, vegyes példak, kiilonb6zé megadasi médok. Szam-
tani és a mértani sorozatok

Pozitiv egész szdmok, reciprokok, paratlan szamok, paros szamok, négyzetszamok, kobszamok, a 2 hat-
vanyai, haromszogszamok sorozatai, stb. Megadasi modok, jelolések, grafikonok, egyszert Osszegezések.
Szamtani és mértani sorozatok.



Mintapéldak

1. Egy sorozatot a kovetkezs képlettel adunk meg: a,, = —4 +logy(n + 1), ahol n tetsz6leges pozitiv egész
szam. Hany 2-nél kisebb nemnegativ tagja van a sorozatnak?

Megoldas:

A kovetkezd egyenlGtlenséget kell megoldani a pozitiv egész szamok halmazéan:

0< —4+logy(n+1)<2.

Egyrészt 0 < —4 + logy(n + 1), azaz 4 < logy(n + 1), ebbdl n + 1 > 16, tehat n > 15.
Masrészt —4 + logy(n + 1) < 2, vagyis log,(n + 1) < 6, ebbdl n + 1 < 64, tehat n < 63.
Osszevetve a két feltételt: 15 < n < 63, tehat Gsszesen 48 megfelel§ tagja van a sorozatnak.

Maés meggondolassal: azt kell 6sszeszamolnunk, hogy hany n természetes szamra teljesiil, hogy 4 < log,(n+
1) < 6, tehat (felhasznalva, hogy a 2 alapt logaritmus fliggvény szigorian monoton né) a 16 <n+1 < 64
hany n-re teljestl.

2. Egy mértani sorozat els6 harom elemének Osszege 7. Egy maéasik mértani sorozatnak az els§ eleme
megegyezik az el6z6ével, de a hanyadosa az elgz6énél 1-gyel nagyobb. Ez utébbi mértani sorozat elsd
harom elemének Gsszege 13. Mennyi az elsé sorozat els6 eleme és hanyadosa?

Megoldas:
Alkalmazzuk a mértani sorozat szokasos jeloléseit, és irjuk fel a feltételek alapjan az Osszefiiggéseket!

a1 +aig+arg? =7
a1 +ai(g+1)+ai(g+1)>=13

Sem 1+ g+ ¢%, sem a; nem lehet nulla. Osszuk el a masodik egyenletet az elsével:

L+ (g+)+(¢g+1)* 13

1+ g+ ¢? 7’

ahonnan

7¢* +21g+ 21 = 13¢°> + 13¢ + 13
3¢ —4q—-4=0

2
Ennek gyokei ¢1 = 2 és g2 = —3 A nekik megfelels a; értékek pedig 1, illetve 9.

Mind a két megoldas megfelel a feladat feltételeinek.

3. Egy sorozat els6 n tagjanak osszege 3n? minden pozitiv n egész szamra. Igaz-e, hogy ez szamtani
sorozat? Hatarozzuk meg a sorozat n-edik tagjat n fiiggvényében!

Megoldas:
Az els6 n tag Osszege S, = a1 +as+az+ ...+ an_1 + Gn-

Mivel az Osszeg minden pozitiv egész n szamra S, = 3n?, akkor ez igaz n = 1, 2, 3 esetén. Tehat
S1=a; =3, nga1+a2:3-22:13, S3 =a1 +as +az =27, ebbsl a1 = 3, ax =9, ag = 15.



Ha van ilyen szdmtani sorozat, akkor az els6 harom tagja: 3; 9; 15, ami azt jelenti, hogy a differencia 6
lehet, és — azt sejtjiik, hogy — a, = 6n — 3. Az ismert Gsszegképletbe helyettesitéssel meggySzédhetiink
réla, hogy ez igaz, és csak ez a sorozat johet szoba.

Masik meggondolas:

Szamolhatunk mindjart altalanosan, az S,, jelentése alapjan
Un = Sp — Sn_1=3n*> —3(n—1)? =6n— 3.

Ez valéban szamtani sorozat.

4. Egy mértani sorozatban (amelyben nem szerepel a 0) az els6 hat tag Gsszege (—7)-szerese az els§ harom
tag Osszegének. Mennyi lehet a mértani sorozat hanyadosa (kvociense)? Van-e ilyen sorozat?

Megoldas:

Az els6 harom tag Osszege a szokasos jeloléseket alkalmazva
a+aq+aq® =a(l+q+q%),
ennek a (—7)-szerese az els6 hat tag Osszege:
a+aq+ag® +aq’ +aq' +ag® =a(l+ ¢+ + 1 +q+¢%) = (1 +¢)all +q+¢°).

Eszerint 1 + ¢3 = —7, ebbdl ¢ = —2.

Ellendrzés: Az els6 hat tag Osszege: a(l — 2+ 4 — 8 + 16 — 32) = —2la, az elsd harom tag Osszege,
a(l — 2+ 4) = 3a, valoban (—7)-szerese az el6z8 Osszegnek.

Vegyiik észre, hogy az a tetszéleges nem 0 valos szam lehet! Ilyen mértani sorozat valoban létezik, ha
példaul — az egyszertiség kedvéért — az a-t 1-nek valasztjuk, akkor az 1; —2; 4; —8; 16; —32; ... sorozat,

altalanos alakban: a,, = (—2)".

5. Egy névekvs mértani sorozatnak elemei az a és a b pozitiv valés szdmok, azaz b > a > 0. Bizonyitsuk
3

be, hogy a — szém is eleme a sorozatnak!
a

Megoldas:

b3
Mivel a sorozatnak eleme a, létezik olyan k pozitiv egész szam, amelyre b = a - ¢°. Ezzel kifejezve —-et:
a

3,3k 3

a b
q2 = a¢®*. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy — a sorozatban az a-t0l szamitva a 3k-adik elem.
a a
bl
Megjegyzés: Hasonléan belathato, hogy minden [ € N esetén a sorozat eleme a —— is, nevezetesen az
a

a-t6l szamitott kl-edik elem.

6. Egy szamtani sorozat els6 tagja 0, differencidja 6. Van-e olyan k egész szém, amelyre teljesiil, hogy a
sorozat masodik, negyedik és k-adik tagja egy mértani sorozat szomszédos elemei?

Megoldas:
A szokasos jel6léssel: a3 = 0, d = 6, a sorozat els§ néhany eleme: 0; 6; 12; 18; 24; 30; 36; 42; 48; 54.

as = 6, ag = 18. A szamtani sorozat k-adik eleme esetiinkben:

ax=a1+ (k—1)d=0+ (k—1)-6 = 6k — 6.



A meértani sorozat definici6ja szerint a sorozatban a maéasodik tagtol kezdve barmelyik tagot az elGzével
osztva a hényados allando.
Jelen esetben a szamtani sorozat masodik és negyedik tagja — a 6 és a 18 — a mértani sorozat szomszédos

elemei, ezért a mértani sorozat hanyadosa (kvociense) 5 = 3. A mértani sorozat kiévetkezd tagja csak
18 - 3 = 54 lehet, és ez valoban tagja a szamtani sorozatnak is, nevezetesen a tizedik. A keresett k szam
tehat a 10.

7. Melyek azok a haromszogek, amelyekben az oldalak mértani, a szogek szamtani sorozat egymas utén

kovetkezs elemei?
Megoldas:

Ha a szogek szamtani sorozatot alkotnak, akkor a kdzépss szog — a szamtani sorozat elemeire vonatkozd
tulajdonsagok alapjan — 60°-os.

Valasszuk a legrévidebb oldalt egységnyinek, a mértani sorozat hanyadosat jelsljiik g-val (¢ > 1). Igy az

oldalak nem csokkend sorrendben: 1 < ¢ < ¢°.

Harom oldal és egy szdg kozotti sszefiiggeést fejez ki a koszinusztétel, amelynek szokasos forméja: ¢ =

a? + b? — 2abcos~. Ennek az a lényege, hogy a ¢ oldallal szemben van a v szog.

Jelen esetben a ¢ hossztisagn oldallal szemben van a 60°-os szog. Tehat a koszinusztétel a keresett ha-
1

romszogben: ¢ = ¢* +1 —2-1-¢? - cos60°. Tudjuk, hogy cos60° = 3 Az egyenlet rendezés utan:

0=¢"—2¢*+1=(¢>—1)*>. Ebbsl ¢ = 1.

Mivel a mértani sorozat hanyadosa 1, ezért az oldalak egyenlk, akkor a szogek is egyenlk. A haromszog

szabalyos.

Masik meggondolés: A szinusztétellel is megoldhato a feladat. Az oldalak ardnya megegyezik a szemkozti
szogek szinuszanak aranyaval. Igy ha a kozépss szoget § jeloli, a két masik szog ennél z-szel nagyobb,
illetve kisebb, akkor nemcsak az oldalakra, hanem az oldalakkal aranyos mennyiségekre is teljesiil a mértani
sorozat Osszefiiggése: sin(8 + x)sin(f — ) = sin® 4. A kevéshé ismert

sin(u + v) - sin(u — v) = —% - [cos(2u) — cos(2v)]

cos 2x — cos 203

> = sin” 8. Rendezve és felhasz-

trigonometrikus Osszefliggést alkalmazva azt kapjuk, hogy
nalva a cos 23 = cos®  — sin?  sszefiiggést,
2sin? 8 4 cos? f — sin? B = cos 2z
adodik, amib8l 1 = cos2z. Ez csak © = 0 esetén lehetséges, mert x hegyesszdg. Vagyis a harom szog
egyenl§, és igy nyilvan a harom oldal is.
Megjegyzés. A felhasznalt, kevésbé ismert Osszefiiggés egyszertien levezethets az 6sszegképletekbdl.
8. Egy sorozatra teljesiil, hogy minden pozitiv n esetén a,, = 5n — 4.
a) Igazolja, hogy a sorozat szamtani sorozat!

b) A sorozatnak van harom olyan egyméast kévets tagja, amelybdl az els6t 1-gyel, a masodikat 14-gyel,
a harmadikat 39-cel névelve az igy kapott harom tag mértani sorozat egymast kéveté harom tagja lesz.
Melyik ez a harom tag, és mennyi a sorozat kvociense (hanyadosa)?

Megoldas:



A széamtani sorozatban a masodik tagtol kezdve barmelyik taghol az el6z6t kivonva a kiilonbség (differencia,
azaz d) allando, az n-edik eleme pedig a,, = a; + (n — 1)d.

A mértani sorozatban a masodik tagtol kezdve barmelyik tagot az el6zdvel osztva a hanyados (kvociens,
azaz q) allando, a sorozat n-edik eleme a,, = arg" L.

a) Vizsgajuk meg, hogy két szomszédos elem kiilonbsége (differenciaja) (n-tél fiiggetleniil) allando-e! a,, 41—
an =5Mn+1)—4—(5n—4) =5n+5—4—5n+4 =5 valoban allando, ez tehat valoban szamtani sorozat.
Egyébként a1 = 1.

b) Legyen a keresett harom tag ap_1, ak, ags1. Fel fogjuk hasznalni, hogy a szamtani sorozat differenciaja
9, lgy ax—1 = ar, — 5 és agpy1 = ai + 5.
A mértani sorozat megfelels elemei: ag_1+1, ar+14, ar+1+39. Az el6z6ek alapjan ezek a, —5+1 = ar —4,
arp + 14 és ax + 5 + 39 = ax + 44.
Ismeretes, hogy a mértani sorozat barmelyik tagja mértani kézepe a szomszédos tagoknak. Ennek alapjan
felirhatjuk a kovetkezd egyenletet:

(ar —4)(ay +44) = (a), + 14)?

A zarojelek felbontasa, 6sszevonas és rendezés utan azt kapjuk, hogy ar = 31. Mivel a; = 1, ez a hetedik
tagja a sorozatnak (31 =1+46-5).

A keresett harom tag a 6-odik, 7-edik, nyolcadik: 26; 31 és 36, a mértani sorozat megfelel tagjai: 27; 45;
75. A mértani sorozat kvociense: ﬁ = E = §

27 45 3
9. Bizonyitsuk be, hogy ha egy pozitiv egészekbdl allo végtelen sok tagi szamtani sorozat elemei kozt van
négyzetszam, akkor végtelen sok van.

Megoldas:
Jeloljiik a sorozat differenciajat d-vel, a sorozatban elfordulé négyzetszamot a?-tel!
d nem lehet negativ, mert akkor a sorozatban egy id6 utan lennének negativ tagok is.

Ha viszont d nemnegativ, akkor a sorozat tetszéleges, az a’-et kovets tagja felirhaté a? + kd alakban, ahol
k tetsz6leges pozitiv egész szam. A feladatban bizonyitandé allitds azt jelenti, hogy van a k-nak olyan
érteke — mégpedig végtelen sok —, amely mellett az a® + kd négyzetszam.

Probalkozzunk teljes négyzetté alakitassal!

a® +kd = (a+x)* = a> + 2az + 2 = a* 4+ £(2a + x), ahol z is pozitiv egész szam. Ha most gy valasztjuk
meg z-et, hogy az d-vel legyen egyenld, akkor k-ra 2a 4 d (pozitiv egész szam) adodik. Ezzel a® + kd teljes
négyzet, hiszen

a’ 4+ kd = a® + (2a + d)d = (a + d)>.

Igy kaptunk egy tjabb négyzetszamot a sorozat elemei kozott. Ezt az eljarast az tjabb négyzetszamon
megismételve tjabb négyzetszdmot kapunk, és ezt akarhanyszor megismételve végtelen sok négyzetszamot
talalhatunk a sorozatban.

Masik megoldas:

Gondolkodhatunk ,forditva” is. Ismét kegyen az a’ egy négyzetszam eleme a sorozatnak, és legyen a
differencia d € N,

Célhoz érhetiink, ha esziinkbe jut az (a + d)? szamot vizsgalni.

(a4 d)* = a* + 2ad + d*> = a® + d(2a + d)



A 2a + d pozitiv egész szam, tehat (a + d)? eleme a sorozatnak és az a>-t6l kiilonbozé négyzetszam.

Igy kaptunk egy ujabb négyzetszamot a sorozat elemei kozott. Ezt az eljarast akarhanyszor megismételve
végtelen sok négyzetszamot talalhatunk a sorozatban.

Megjegyzés: (a+md)* = a* + 2amd + d* = a® + d(2am + d) minden m € N esetén a sorozat egy a’-t6l (és
egymastol is) kiilonb6z6 négyzetszam eleme.

10. Hany oldalu az a soksz0g, amelyben az egymas utan kovetkezs belss szogek fokszamai olyan szamtani
sorozat tagjai, amelynek els6 tagja 120° és a kiilonbsége 5°7

Megoldas:
Egy n oldalu sokszog belss szogeinek osszege (n — 2) - 180°.
A szamtani sorozat n-edik eleme a,, = a1 + (n — 1)d, tovabba az els6 n elem Osszege: S,, = “@ —;ann

120° + 120° —-1)-5°
Az adatok alapjan felirhato Osszefiiggés: (n — 2) - 180° = 0% + 120 2+ (n=1)-5 n.

Rendezés utan n-re masodfoki egyenletet kapunk: n? — 25n + 144 = 0, ennek gyokei n; = 16 és ny = 9.

A 9 megoldéasa, a 16 nem megoldasa a feladatnak; ha ugyanis a sorozatban az elsé szog 120° és a differencia
57, akkor a sorozat 12. tagja 180°, ami nem lehet sokszog belss szoge.

11. a) Egy szamtani sorozatban as = 17 és a;7 = 5. Hatérozza meg a sorozat differenciajat és a sorozat
n-edik tagjat, ha n tetszéleges pozitiv egész szam!

b) Egy szamtani sorozatban ap = [ és a; = k, ahol k és | adott pozitiv egész szamok. Hatérozza meg a
sorozat differenciajat és a sorozat n-edik tagjat, ha n tetszdleges pozitiv egész szam.

Megoldas:

a) a7 —as = (17 —5)d, azaz 5 — 17 = (17 — 5)d, tehat d = —1.

ap=as+(n—5d=17+ (n—5) (1) =17 — n + 5. Tehat a,, = 22 — n.

(Felirhattuk volna azt is, hogy a; = 21, ezzel a, =214+ (n—1)-(=1) =22 —n.)
b)ay—ar=(k—1)-d=1—k,tehaitd=—-1l.ap=ar+(n—k)d=1—(n—k)=1+k—n.

(Most is felirhatjuk, hogy: a1 = ap—(k—1)-d = I+k—1, amibdl a,, = a1 —(n—1) = l+k—1—n+1 = l+k—n.)

2.5. Fiiggvények, elemi fiiggvények abrazolasa, elemi vizsgalata

Linearis, masodfoku, egyszert tortfliiggvények. Abszolut érték fiiggvény, sgn x, egészrész, tortrész fiiggvény.
Tortkitevss hatvanyok, exponencialis, logaritmus és trigonometrikus fiiggvények értelmezése, abrazolasa.
Fiiggvénytranszformaciok. Fiiggvények elemzése — értelmezési tartomény, értékkészlet, monotonitas, zérus-
hely, parités, periodicitas, fliggvények Gsszetétele.

Mintapéldak

1. Az alabbiak koziil melyik fiiggvény grafikonja lathaté az abran?



r—3

r—3
1 1
A)xb—>(2> B)z —2°7? C’)x—><2> D) x — 237%
Megoldas: B)

k—t
2
2. Egy populédcioban az egyedek szaménak idgbeli alakulasat az f (t) = (3) fiiggvény irja le (¢t > 1),

a k pozitiv valos konstans. Az alabbiak koziil melyik lehet a fiiggvény grafikonja?

4) B)

C) D)

Megoldas: B)

3. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis? Indokoljunk!

a) Van olyan fliggvény, amelynek az értelmezési tartoméanya végtelen, az értékkészlete véges halmaz.
b) Van olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya véges, az értékkészlete végtelen halmaz.

¢) Van olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya korlatos, az értékkészlete végtelen halmaz.

d) Van olyan fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya végtelen, az értékkészlete véges halmaz és
kolesonosen egyértelmii.

e) Van olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartoménya is és az értékkészlete is a valos szamok halmaza,
mégsem kélcsonosen egyértelm.



Megoldas:

a) Igaz, példaul a sgn x fiiggvény, amely a negativ valos szamokon (—1)-et a pozitiv valés szamokon (+1)-et
vesz fol, és 0-ban az értéke 0. Tehat az értelmezési tartoménya a valds szamok halmaza, értékkészlete a
{-=1;0;1} véges halmaz.

b) Hamis. Nem létezik olyan egyértelmti hozzarendelés, amely véges halmazhoz rendel végtelen halmazt.
(Az értekkészletnek nem lehet ,tobb” eleme, mint az értelmezési tartoméanynak.)

¢) Igaz. Példaul az x — fiiggvény értelmezési tartomanya a |]—1; 1 intervallum, az értékkészlete

2
-
az 1-nél nem kisebb valés szamok halmaza.

d) Hamis. Végtelen és véges halmaz kozott nem létezik kolesondsen egyértelmi hozzarendelés. (Az érték-
készletnek amugy sem lehet ,t6bb” eleme, mint az értelmezési tartomanynak.)

e) Igaz. Példaul az x — (z — 1) z (x 4+ 1) harmadfoku fiiggvény. (A nullat példaul haromszor is felveszi.)

4. Allapitsuk meg az alabbi fiiggvény értékkészletét a valos szamok halmazan, jellemezziik parités, pe-
riodicitas szempontjabol, allapitsuk meg, hol metszi a tengelyeket, dbrazoljuk a derékszogid koordinata-
rendszerben.

T |x3 — 1|

Megoldas:

Az abszolut érték definicidja alapjan

|x3 - 1| =23 —1, ha z > 1, illetve
‘x?’—l’:—(x?’—l):—x3+1,hax<1.

A fiiggvényabrazolasban segithet a fiiggvénytranszfoméacio, ha az z° fiiggvénybdl indulunk ki. Abrazoljuk
az ‘x?’ — 1| fiiggvényt!

Az |:z:3 — 1| fliggvény értékkeészlete a nemnegativ valés szamok.

Nem paros és nem paratlan, nem periodikus.



A metszéspontja az x tengelyen a fliggvény nullhelye, z = 1, az y tengelyt az y = 1-ben metszi, mert itt
z = 0.

5. Egy masodfokt polinom gydkei x; = —1 és xo = 5. A fiiggvény grafikonja a —3 ordinataju pontban
metszi az y tengelyt. Hatarozzuk meg a polinomfiiggvény hozzarendelési utasitasat és szélséértékét a valos
szamok halmazan!

Megoldas:
Egy masodfokt polinom fiiggvény altalanos alakja: axz? 4 bz + ¢, ahol a, b, ¢ valos konstansok és a # 0.
Ha z helyére 0-t helyettesitiink, megkapjuk c értékét, itt ¢ = —3.

Az egyiitthatok meghatarozasara alkalmazhatjuk a Viéte formuléakat.

1+ a9 =—— ésS 129 = E.
a a
. .. 3 12 , . . ) . L. Y 3 5
A feladat adatai alapjan a = R b= -5 Tehat a polinomfiiggvény hozzarendelési utasitasa x +— gx —
12
—z—3,z€R.
A x
A szélséértékét meghatarozhatjuk teljes négyzetté alakitas segitségével.
3, 12 3 2
-z ——x—3=-(r—2)" =7
50 5 5@=2)

Ebbdl leolvashatjuk, hogy a fiiggvény szélsGértékhelye x = 2, a szélsGértéke —7. Tudjuk azt is, hogy ez a
szélsGérték minimum, hiszen a masodfoki tag egyiitthatéja pozitiv.

Masodik megoldas:

A kérdéses masodfokd polinom gyoktényezss alakja a (x — 1) (x — z2). A feladat adatai alapjan a gyok-
tényez6s alak a (x 4+ 1) (x — 5). A masodfoku fliggvény képe olyan parabola, amelynek szimmetriatengelye
parhuzamos az y tengellyel, és a parabola tengelypontja a fliggvény szélsGérték pontja. A szimmetriaten-

gely a nullhelyek felez6 merdlegese, ennek alapjan a szélsGérték helye S 2. A t6bbi keresett adat

a szorzatbodl behelyettesitéssel, illetve beszorzassal meghatarozhato.

6. Allapitsuk meg az alabbi fiiggvény értékkészletét a valos szamok halmazan, jellemezziik paritas, perio-
dicitas szempontjabol, Abrazoljuk a derékszogl koordinata-rendszerben.

x +— {sinz}
Megoldas:
Az x — {x} tortrész fiiggvény értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza, értékkészlete: [0; 1], és
{z} =z —[z] =2 —mn,han < a < n+1l, [z] az © egészrésze, z-nél nem nagyobb egészek koziil a
legnagyobb.

Mivel a szinuszfliggvény periodikus, a tortrésze is periodikus lesz, a periodus 27. Eszerint a [0; 27| inter-
vallumban allapitjuk meg elészor a {sinz} értékeit.

A tortrész fiiggvény értelmezése alapjan

7r ™
— ha a szinuszfiiggvény értéke a [0; 1] intervallumba esik, vagyis ha 0 < z < 5 és 5 < x < m, akkor
{sinz} = sinx;

— ha a fiiggvényeérték negativ, akkor —1 < sinz < 0, ezek a tortrésze 1-gyel nagyobb szam, vagyis {sinz} =
sinx + 1;



— ha a fiiggvényérték 1, akkor a tortrész 0, vagyis {sin g} =0.

Abrazoljuk a {sinz} fiiggvényt.

A fiiggvény értékkészlete: 0 < sinz < 1, a fiiggvény periodikus 27 szerint; nem paros és nem paratlan.

7. Az alabbiakban megadott két, illetve harom fliggvénybdl képezziik az Osszes lehetséges fliggvényossze-
tételt. Vizsgaljuk az igy kapott fiiggvények tulajdonsagait.

0) f(@) = 22+ 1 és g(x) = a? b) f(z) =20+ 1, g(x) = V&
¢) F(z) = [2] & g(z) = Iga d) f(x) = || & g(z) = sina
) () = sgna, gla) = o — 1, i) = -

Megoldas:

=22+ 16s g(f(z)) = (22 +1)?
—2VE 4165 9 (f(x) = VET T T
= [lgz| &s g (f(2)) = lg|z]

(2)) = [sin] & g (f(z)) = sin 2]

)

e) A szignum fliggvény (el6jel fiiggvény) értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza, értékkészlete a
{—1;0;1} halmaz.

a) Kétféle Gsszetételt képezhetiink: f (g(x
b) Kétféle sszetételt képezhetiink: f (g(x
g(z
d) Kétféle osszetételt képezhetiink: f (g

(9(x))
(9(2))
c) Kétféle osszetételt képezhetiink: f (g(x)) =
(9(2)) =

-1, hazxz<0
sgnz = < 0, haxz =0
1, haz <0

A harom fliggvénnyel 6 féle Gsszetételt képezhetiink.

1 —1, haz>1vagyx <0
Pl =sn (1 -1) = {0 har=1

1, hat0<z <1

Ennek a fiiggvénynek a grafikonja:



h
f(h(g(z))) = sgn _1—{1_’1 hZiZi
1 0, haxz >0
g(h(f(w)))ngnx_lz{_g ha z < 0
g(f(h(x)))—sgni—1={(i’2 e
1 -1, haxz=0
h(g<f<x))_sgnx71: _} haz<0
1 1, ha x> 1
h(f(g(x)))zsgn(x_l):{_l, haz < 1

B 1
Eszrevehetjiik, hogy van két-két egyenls koztiik Ez abbol kovetkezik, hogy az — és a sgn z fliggvényekbdl
x

. A tobbinél a sorrend nem cserélhets

1
képzett Osszetételekben a sorrend felcserélhetd, azaz sgn — =

x
fel.

sgn x

Feladatok

1. A kovetkezd fliggvények koziil abrazolas nélkiil valogassuk ki azokat, amelyeknek egyenes a grafikonja!
A valasztast indokoljuk!



frx— —br+2 k:xw— —x

g —4(x+2)+5x—1)—6(x—2) I:x+— 222 —4dx—2(x—1)2 +5(x—1)
-1
h:x— 3z —4 m:m»—>x
9=
n:xr —2z+1, 2N A *
2 — z|
g:x— 22241 SZ.’E'—>5.’L‘—4

2. Vilogassa ki a kévetkezd fiiggvények koziil azokat, amelyek grafikonjai
i) parhuzamosak egymassal! i) merdlegesek egymasral
a:x——-3x+5 bx—2zxr+1 c:x— —3x+2

1
d:xl—>—§x+3 e:x—3r+2 frx— —2x+3

1
g:zr—>§:ﬂ+2 h:x+—>f§x75 trx—=2r—1

3. Fiiggvénytranszforméciok alkalmazéasaval abréazolja a kovetkezd fliggvényeket az |z|, z2, = alapfiiggvé-

8

nyek ismeretében.

1 1
La——+1 2. w0 — 3.x (x—1)2 -2
- -

dorz—lz+3 -4 520 —(2+2)7+3 6.2 —|z+3—4

4. Filiggvénytranszforméciok alkalmazasaval dbrézolja a kovetkezé fiiggvényeket a sinz, cosx, tgx alap-
fliggvények ismeretében, és allapitsa meg elemi tulajdonsagaikat!

1
a)3sin(x—z)—|—2 b) sin 2z c)tg-x

d) cos (x—i—% -3 e) 2sinmzx ’
5. Adja meg annak a linearis fiiggvénynek a hozzarendelési utasitasat,
a) amelynek grafikonja 2 meredekségt, és atmegy a (—2;3) ponton!

b) amelynek grafikonja atmegy a (3;2) és az (1;1) ponton!

¢) amelynek grafikonja —4 meredekségii, és atmegy az (5;4) ponton!

6. Az alabbi fliggvények grafikonjai mellett ott voltak a megfelel§ hozzarendelési utasitasok. Ezek kozott
van hibas. Javitsa kil
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Megoldas. b) helyesen (z — 1)? + 2.

7. a) Egy egyenld szara haromszog keriilete 14 hosszusagegység. Egyik oldalat valtoztatva hogyan valtozik
a masik oldal, ha a keriilet 4lland6? Abrazoljuk az igy megadott fiiggvényt!

b) Egy egyenls szard haromszog teriilete 14 teriiletegység. Az alaphoz tartoz6 magassagat véltoztatva
hogyan valtozik az alap, ha kdzben a teriilet 4lland6? Abréazoljuk az igy megadott fliggvényt!

8. Hatéarozza meg a kovetkezd fiiggvények inverz fliggvényeit, dbrazolja az inverz fliggyvényparokat!

z+3

1 IOgQ(JT - 2)

2¢ -3, |x-3|, 2r — 3,



9. Igaz vagy hamis?

A) Ha egy fliggvény kolcsonosen egyértelmt, akkor van inverze.

B) Ha egy fiiggvény monoton, akkor van inverze.

C) Ha egy fliggvény invertalhatd, akkor szigordan monoton névekvé.

D) Ha egy fliggvény szigortian monoton cstkkend, akkor invertalhato.

10. Igaz vagy hamis?

A) Minden fiiggvény péros vagy pératlan.

B) Ha egy fiiggvény gorbéje szimmetrikus az y tengelyre, akkor a fliggvény paratlan.
C) Ha egy fliggvény paros, akkor kozéppontosan szimmetrikus az origora.
D) Van olyan fiiggvény, amelyik péros is és paratlan is.

11. Melyek periodikusak az alabbi fliggvények koziil?

cos(a:—i—%) {r—2} cos’r sinzcosr sin(z—1) 2sinz—1

2.6. Elemi geometriai bizonyitasok, szamitasok

Keriilet, teriilet, felszin és térfogat szamitasok, atdarabolasok. A Pitagorasz tétel és alkalmazasai. Ara-
nyossagi tételek alkalmazésai, egyszeri szerkesztések és bizonyitasok.

Mintapéldak

1. Egy négyzet belsejében a négyzet egyik oldalara szabalyos haromszoget szerkesztettiink. Az abran
lathatdé moédon kétféle szinnel szineztiik ki a kapott abrat.

a) Bizonyitsuk be, hogy a két kiilonbozden szinezett alakzat teriilete megegyezik.
b) Hatéarozzuk meg a részharomszogek belss szogeit
Megoldas:

a) A bizonyitas a négyzet és a szabalyos haromszog tengelyes szimmetriaja alapjan az abrarol leolvashato.
(A négyzetet két, az oldalaival parhuzamos szakasszal négy téglalapra bontottuk, amelyek szinezése fele-fele
részben kék, illetve piros.)



b) A konstrukciobol kovetkezik, hogy a kék haromszog egyenld szara, az alapon fekvs szogel 75°-osak, a
kis piros derékszogt haromszog hegyesszogei 15° és 75°-osak.

2. Egy négyzet belsejében a négyzet egyik oldalara mint atfogora szerkesztiink egy olyan derékszogi
haromszoget, amelynek az egyik hegyesszoge 15°. Hanyszorosa a négyzet teriilete a haromszog teriiletének?

Megoldas:

Segithet az el6zd feladat abraja. A kék egyenld szart haromszoget a szimmetria tengelye két olyan ha-
romszogre osztja, amelyek hegyesszogei 15° és 75%-osak, és az atfogoja (az egyenls szard haromszog szara)
hossza egyenld a négyzet oldalanak hosszaval. Belattuk, hogy a két kék haromszog teriilete fele a négyzet
teriiletének, tehat a négyzet teriilete nyolc ilyen hiaromszog teriiletével egyenld.

3. Egy derékszogii haromszog egyik hegyesszoge 15°. Mekkora a derékszogt haromszog atfogdjahoz tartozo
magassaga, ha az atfogd hosszisag mértékszama a pozitiv valos szam?

Megoldas:

Ha az atfog6 hossza a, akkor a felezpontja mindegyik csticstol g tavolsagra van. A 15°~15°-0s egyenls sza-
ri haromszog szarszogéhez tartozo kiilss szoge 30°. Igy keletkezett egy 30°-60°-os derékszogt haromszog,
amelyben a keresett magassag m, a rovidebb befogo és az 5 az atfogo. Ismeretes, hogy a 30°-60°-0s de-

rékszogl haromszog egy szabalyos haromszog fele, tehat a rovidebb befogoja fele akkora, mint az atfogoja.
a

Eszerint m = —.

szerint m = -
A feladatot megoldhatjuk az el6z6 két feladat alapjan is. Bebizonyitottuk, hogy egy 15°—75°-0s derékszogii
haromszog teriilete nyolcada az atfogdjara emelt négyzet teriiletének. Azaz a4 ~2m = %. Ebbél m = %.

4. Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja legyen a K pont. Hizzunk a K ponton keresztiil parhu-
zamost az egyik oldallal.

a) Mekkora az igy ,levagott” kisebb haromszog keriilete, ha haromszog oldalai AB = 8 cm, BC' = 6 cm,
AC =7 cm?

b) Oldja meg a feladatot altalanosan!
Megoldas:

Az ABC haromszog beirt korének kézéppontja, a K pont, a szogfelez6k metszéspontja. Ezért a B csticsnél
keletkezett két egyenls szog egyenlé a BKE szoggel is, hiszen EK parhuzamos a BC' oldallal. Tehat az
EBK haromszog egyenld szaru, hasonloképpen egyenls szaru az FFCK haromszog is. Ezzel egyszersmind
azt is belattuk, hogy FK = EB és KF = FC, tehat az EK az E koriil ,rafordithat6” EB-re, KF pedig



F koriil FC-re (az abran egyforma szines szakaszok), vagyis az AEF haromszog keriilete egyenls az ABC
haromszogben az AB és az AC oldalak Gsszegével. a) 15 cm; b) AB + AC

B

8 cm
6 em

C |

7 cm

Masik megoldas:

Megoldhatjuk a feladatot hasonlosidgon alapuld szédmoléassal is. Ismeretes, hogy haromszog beirt korének

sugara 7 = —, ahol T' a haromszog teriilete és s félkeriilet. Az a oldaloz tartozé magassag m,, akkor
S
am
T= 2. A levagott haromszog és az eredeti haromszog hasonloak. A beirt kér a-ra merdleges sugara és

az m, parhuzamosak, ezek alapjan a hasonlésag arénya:

Mg —7 2L L _25—a
My 2% 2s
k 2s — b
Ez egyben a keriiletek arénya is: — = 4 te , ahol a k a levagott haromszog keriilete, a K

K 2s a+b+c
az eredeti haromszog keriilete, a szokasos bettizéssel.

Tehat a feladat kérdéseire a valasz: a) 15 cm, b)) AC + AB =b+c.

- 5 A
C F
'II’ T em

5. Az ABCD téglalap oldalai AB = 40 cm és AD = 16 cm. Megrajzoljuk az ABD és a BC'D haromszogek
beirhato koreit. Jeloljiik M-mel, illetve N-nel e korok és a BD atlo érintési pontjait! Szamitsuk ki az M N
szakasz hosszat!



Megoldas:

Felhasznaljuk a kiils6 pontbol a kérhoz huzott érintGszakaszok egyenlségét. Ebbsl kovetkezik, hogy AP =
r-rel, a beirt korok sugaraval. Forgassuk az AB befogét B koriil az atlora, az A elforgatottjat jeloljiik E-vel.
Ekkor az EM = AP = r. A BC oldalon az érintési pont legyen (). Ekkor a szimmetria miatt CQ = r.

Forgassuk ra az atlora B koriil a BC-t. C elforgatottja legyen F', igy CB = FB és FN =r.
Ebb6l MN =BM — BN =BM +r—(BN+r)=BE—-BF=AB—-BC=a—-b

Az elforgatassal tulajdonképpen az M N szakasz mindkét végpontjat eltoltuk r-rel, de igy a keresett kii-
16nbség nem valtozott.

A feladat adataival M N = 40 — 16 cm. Mivel itt nem hasznéltuk a levezetésben az adatokat, altalanosit-
hatunk: a keresett tavolsagot megadja a téglalap két kiillonb6zd oldala hosszénak a kiilonbsége.

Megoldas szamitasokkal

Szamitasokat végziink az adatok alapjan.

Legyen AB=CD =a =40 cm és AD = BC =b =16 cm.

P és @ érintési pontok, O; az ABC és Oz a BC'D haromszog beirt korének kézéppontja, a kor sugara r.

Az ABD haromszogre felirjuk Pitagorasz tételét: BD? = ¢ = a? + b2, azaz ¢ = 40 4+ 162, tehat
c = V1856 cm.

Hasznaljuk fel, hogy egy korhoz kiilsé pontbdél hiizott érintGszakaszok egyenls hossziak.
Ezért
a=r+PB=r+BM =40
b=r+BQ=r+ BN =16
¢= BN + DN = BN + BM = /1856,
mert a szimmetria miatt DN = BM.

Ebbél a+b+c=2r+2BN +2BM = 40 + 16 + v 1856,

b 1 40 16
%:T+BM+BN=§\/1856+3+3
1 10 16 1 40 16
BN = V1856 + — + = — (r + BM) = ~v/1856 — — + —
2 2 "2 2 2 "2
1

1 40 16 16 40
BM = JVI856 + o + 5 — (r+ BN) = 5 VI856 — o + .



Mindebbdl a keresett tavolsag

1 4 1 1 1 4
MN:BM—BN:§\/1856+?O—?6— (2\/1856—}—26—2()) =40 — 16 = 24 cm.

Jo volt ,jigyesen” szamolni, agy, hogy meghagytuk a gyockos alakot, hiszen igy a végén kiesett, és pon-
tos eredményt kaptunk. Az eredmény lattan azonban érdemes elgondolkodni. A szémszerinti eredmény
megegyezik a két kiillonbo6z6 oldal kiilonbségével. Véletlen ez vagy torvényszeri? Az el6z6 megoldasban a
geometriai meggondolés valaszt adott erre a kérdésre, egyben egy révidebb megoldast mutatott.

6. Az ABC egyenl szaru derékszogli haromszogben a C csticsnél van a derékszog. Mérjiink fel a C-bdl a
befogokat tartalmazo félegyenesekre az atfogot (AB).

a) Mekkora az igy kapott két j pont és az A és a B cstcsok altal meghatarozott négyszog teriilete, ha
azABC' haromszog teriilete egységnyi?

b) Folytassa az eljarast tovabb a kapott 0j haromszoggel is és igy tovabb! Mekkora teriiletd négyszogek
keletkeznek?

Megoldas:

a) Felesleges szamolni, egy jo abra és jo tlet alapjan szinte azonnal megkapjuk a valaszt. A kapott nagyobb
haromszog a szimmetriatengelye mentén szétvaghatd két olyan egyenls széri haromszogre, amelyek az ere-
deti haromszoggel egybevagoak. Tehat a feladatban leirt konstrukcié megkétszerezte az eredeti haromszog
tertiletét.

Ezért a kérdéses négyszog teriilete megegyezik az eredeti haromszog teriiletével.

b) Az a) kérdésre adott valasz alapjan a keresett teriiletek mindig kétszerezddnek, tehat 1; 2; 4 és igy
tovabb.

7. Egy derékszogii haromszog atfogoja 8 cm, a teriilete 20 cm?. Hatarozzuk meg a hianyzo oldalak hosszat!
Megoldas:

b
A teriiletet felirhatjuk a befogok szorzatabol 20 = DA Pitagorasztétel alapjan a? + b*> = 64. Ha az els6

egyenletbdl kifejezziik példaul b-t, és behelyettesitjiik a masodik egyenletbe, akkor rendezés utan masodfoku
egyenletet kapunk a®-re:
a* — 64a® + 1600 = 0

Ennek az a-ben mésodfoki egyenletnek a diszkriminansa negativ, tehat nincs megoldasa a valos szamok
halmazan.

Ez azonban nem véletlen!

: 2t 0
Szamitsuk ki a teriiletbdl az atfogdhoz tartoz6 magassagot: ¢ = m, ebb6l m = —. Itt m = — =5 cm.

c
A Thalesz-tételbsl tudjuk, hogy a derékszogii haromszog koré irt korben az atfogd a kor atmérdje, az
atfogohoz tartozé magassag nem lehet nagyobb, mint a kor sugara, ami itt 4 cm. A teriilet még ebben az

esetben is csak T = 16 lehet. Tehat a feladatban adott adatokkal nem létezik derékszdgli haromszog
8. Az ABC haromszoghen AB =6, BC =8, CA = 10.

A héaromszoglap mindazon P pontjait pirosra festjiik, amelyekre PA < PC és PA < PB.

a) Milyen alakzatot alkotnak a pirosra festett pontok?

b) Az ABC haromszog teriiletének hany szazaléka lett piros?



Megoldas:

a) Ismeretes, hogy a szakaszfelez6 merdleges a sik azon pontjainak halmaza, amelyek egyenld tavol vannak a
szakasz két végpontjatol. A szakaszfelezd merdleges altal meghatarozott két félsik pontjai koziil a végpontot
tartalmazo félsik pontjai vannak kozelebb a kérdéses végponthoz.

A pirosra festett pontok az AC felez§ merdlegese és az AB felez6 merdlegese altal meghatarozott félsikok
koziil az A cstcsot tartalmazo félsikok kozos részének a haromszogbe es6 része.

[+
®]

Vegyiik észre, hogy az adatokat felhasznalva a Pitagorasz-tétel megforditdsa alapjan megallapithatjuk,
hogy a haromszog derékszogd, az atfogdja az AC = 10.

Ezért a két felez6 merdleges metszéspontja éppen az atfogo felezGpontja, jeloljiikk F-fel. Az AB szakasz
felezépontja legyen D, igy a pirosra festett rész az AF' D haromszog.

B C

b) Az AFD haromszog oldalai az eredeti haromszog megfelels oldalainak felével egyenlsk, tehat a tertile-
tének negyedrésze, azaz 25%-a.

9. Az ABC haromszog teriilete 60 cm?®. Az AB oldalanak A-hoz kozelebbi harmadolé pontja H, a BC
oldal B-hez kézelebbi negyedels pontja N. Mekkora az AH NC négyszog teriilete?

Megoldas:

Az azonos magassagti haromszogek teriilete aranyos a magassagokhoz tartozo oldak hosszaval. Ezért

Tumpe HB 2 Teny BN 1 ;
= 6 = —_— = — T = — -T - —_ = — ~T = 10 .
Tpen  BC 4 MEERABNH = g dABC = gt LABC (om”)

Tape AB 35




A H B

10. Az ABCD trapéz A és D cstucsanal 1évé szogek derékszogek; a trapéz parhuzamos oldalai AB = a,
CD =10 (a > b). A B cstcsnél levs szog szogfelezje az AD széarat felezi. Bizonyitsa be, hogy a trapéz

magassaga 2V ab.
Megoldas:

L
L]
LA
L]
L
L]

'l 1

csesahena

1. megoldas:

F az AD szakasz felezpontja. Tiikrozziik C-t F-re, ezzel kapjuk a C’ pontot. A kdzéppontos tiikrézés
miatt AC’ = b, és természetesen CF = C'F. Igy a BF szogfelez6 a BCOC' haromszog szimmetriatengelye,
tehat a BFC’ haromszog derékszogi, az AF az atfogohoz tartozé magassaga. Ekkor a magassagtétel miatt
AF hossza Vab.

2. megoldds:

b
Huzzuk meg az F'G kozépvonalat. Ennek hossza ot . A kozépvonal oldallal val6 parhuzamossaga miatt

BFG = FBA = FBG, tehat a BGF haromszog egyenls szaru. Ezért a BC' szakasz hossza a +b. A C-bsl
merdlegest bocsajtva AB-re, kapjuk a T talppontot. TC =m, BT = a —b.

A CTB derékszogii haromszogben a Pitagorasz-tétellel kiszamithato m:

m?=(a+b?*—(a—0*=2-2ab
m = 2Vab

3. megoldds:



Sok egyéb uton is elindulhattunk volna. Kihasznalva példaul, hogy BF szogfelezs; erre tiikrozve az AF B
haromszoget, az A pont A’ tiikkorképe a BC oldalra esik. Kénnyen belathato, hogy az AF a CF B derékszogd
haromszog atfogohoz tartozé magassaga, és innen tjra a mértani kézéppel dolgozhatunk.

4. megoldds:

f s Lo . . , .. 2tg

Szamitéassal is bizonyithatunk. Tudjuk, hogy a kétszeres sz6g tangense tg2a = I tla
—tg?a

Legyen x = C'T = 2F Al A CBT'< tangense

x b Ezt a szoget felezi a BE szogfelezd, a félszog tangense

FA
FAB ha 6gben ——.
az aromszogben ——
Mivel CBA< = 2F AB<, alkalmazhatjuk a a kétszeres szog tangensére vonatkozo képletet.
r 25
a—b 1-— %

2
(Itt Z—Q nem lehet egyenls 1-gyel.) Az egyenl@ség mindkét oldalat oszthatjuk (a pozitiv) z-szel.
a

—
Q=

a—b 1-— 22

A jobb oldalon szorozzuk a szamlalot és a nevezdt is 4a*-tel (a # 0):

1 4da

a—0b 4a2—22

Mindkét oldalt megszorozzuk a nevezdkkel: 4a® — 2° = 4a(a — b). Ebbdl 2 = 4ab.

Tehat a magassag valéban: z = 2V ab.
2
Megjegyzés. A megoldés soran felhasznaltuk, hogy 433—2 =% 1, vagyis — a kapott z = 2V ab érték mellett —
a
a # b. Ez a feladatban feltételként szerepelt. Ekkor egyébként a B csticsnal 16vS szog derékszog, amelyre
valoban nem alkalmazhat6 a kétszeres szog tangensére vonatkozo Osszefiiggés.

11. Milyen téavol vannak az egységnyi éli kocka valamelyik testatlojatol a kocka csicsai?
Megoldas:

A testatlo végpontjai 0 tavolsagra vannak a testatlotol. Vegyiik észre, hogy a tobbi csticsnak az 4t16t6l mért
tavolsaga egyenls. Megéallapithatjuk, hogy a testatlo egy olyan derékszogl haromszog atfogdja a kockaban,
amelynek az egyik befogdja egy €él, a masik egy lapatlo. A keresett tavolsag ebben a héromszogben az
atfogohoz tartozo magassag. Mivel az egységnyi €l kocka lapatloinak hossza V2, a testatloja V3.

V2

A haromszog teriiletének kétszeresét kétféleképpen felirva m - V3 =12, tehat m = ~—=.

V3

12. Igazoljuk, hogy a kocka egy éle, egy lapatloja és a testatloja olyan haromszoget hataroznak meg,
amelynek van két egymésra merdleges sulyvonala!

Els6 megoldas:

A kocka egy éle, lapatloja és testatloja olyan derékszogl haromszoget hataroz meg, amelyek oldalainak aré-
nya 1l : V2 1 V3. Azt kell megmutatni, hogy az ilyen haromszognek van két egymésra meréleges stlyvonala.



Helyezziik el ugy ezt a haromszoget a koordinata-rendszerben, hogy befogoi a tengelyekre illeszkedjenek. A
két befogbhoz tartozd sulyvonalak nem lehetnek merdlegesek egymasra. Ha méretaranyos abrat készitiink,
akkor észrevehetjiik, hogy — valoszintleg — az atfogohoz és a v/2 oldalhoz tartozo sulyvonalak merdlegesek
egymasra.

(0 )B

Az m

(0, 0}

V2 1

A héaromszog S silypontjanak a koordinéatai: S 33 . Irjuk fel az S@ és k@ vektorokat, és szamitsuk

2 2 2 1
ki ezek skaléris szorzatat. S’? (—\3[; 3), illetve 5@ (—\3[; —3), igy

SB-SC =

2 2
99*

Tehat a két silyvonal valéban merdleges egymaésra.

Megjegyzés. Mas meggondolasok alapjan kiszamithat6 a harom sulyvonal meredeksége. Ha az P(z;y)
%—y = 13y . Igy az egyes
AT

1 1-— 3 1

merdleges, akkor a meredekségiik szorzata —1. Ez a BSS és C'S szakaszok meredeksegekre teljesiil:

—1.

pontbol a sulypontba hizott szakasz meredekségét akarjuk kifejezni, az

csticsokhoz tartozd 0sszekotd szakaszok meredeksége:

. Ha két szakasz egymasra

vk

Masodik megoldas:

A feladat megoldhat6 koordinatageometriai modszerek nélkiil is. Huzzuk meg a harmadik silyvonalat is,
amely BC-t az F felez6pontjaban metszi. Ezt a silyvonalat is harmadolja az .S pont. Az FC A derékszogi
= BF = CF. Ebbdl az kivetkezik, hogy az

S pont rajta van az SBC haromszog Thélesz korén, tehat S-nél derékszdg van. Ez volt a bizonyitando
allitas.

N =

3
haromszogben Pitagorasz tételbdl az AF = ok igy F'S =



Harmadik megoldas:
Helyezziik a kockat térbeli koordinata-rendszerbe az abra szerint.

Egy 2 élhossziusagi ABCDEFGH kocka kbzéppontja legyen az origo, élei legyenek parhuzamosak a ten-
gelyekkel. Ebben a kockdban példaul az F(1;1;1), B(1;1;—1) és D(—1;—1;—1) csicsok egy él-lapatlo—
testatlo haromszoget hataroznak meg. A DF testatlo felezGpontja az origo. Igy az egyik stlyvonal az
origobol a B csicsba mutaté (1;1; —1) vektor, a masik a DB lapatlé K felezdpontjabol az F' csticsba
mutato (1;1;2) vektor. Az (1;1; —1) és (1;1;2) vektorok skalaris szorzata 1-1+41-1+ (—1)-2 =0, tehat
merdlegesek egymasra.

Feladatok

1. Egy haromszog mindegyik oldalat ugyanabban a koriiljarasi irdnyban hosszabbitsuk meg sajat hosszaval!
A végpontok Osszekotésével kapott haromszog teriilete hanyszorosa az eredetinek?

Megoldas:




Az AB oldalt meghosszabbitottuk B-n tul AB-vel, igy kaptuk az A’ pontot; a BC oldalt meghosszabbitva
C-n tul BC-vel, kaptuk a B’ pontot, a C'A oldalt meghosszabbitva A-n tal CA-val, kaptuk az C’ pontot.
Huzzuk be a C'B, A'C, B’ A szakaszokat!

Vegyiik észre, hogy az igy behtuzott szakaszok stulyvonalak egy-egy ,kiils6” haromszogben, hiszen a konst-
rukci6 miatt egy-egy csicsot kotottiink Gssze a szemkozti oldal felezGpontjaval. Ismeretes, hogy a stlyvonal
felezi a haromszog teriiletét, ezért az igy kapott hat ,félharomszog” teriilete paronként egyenls. Valasszuk
ki ezek koziil példaul az ABC’ haromszoget. Ennek a teriilete megegyezik az eredeti ABC haromszog te-
riiletével, hiszen az AB szakasz a CC’B haromszog stlyvonala. Hasonloképpen megmutathatjuk, hogy az
eredeti haromszog teriiletével egyenld a tobbi kiilss ,félharomszog” teriilete. Tehat az A’ B’'C’ haromszog
teriilete az eredeti ABC' haromszog teriiletének 7-szerese.

Megjegyzés. A sulyvonal azért felezi a haromszog teriiletét, mert két olyan haromszogre vagja azt, amelyek
egyik oldala ugyanolyan hosszu, a hozza tartozé magassig pedig ugyanaz.

2. Egy szabalyos haromszog teriiletének mérdszama megegyezik a beirt kor sugara haromszorosanak mé-
részaméaval. Ekkor a haromszog oldalanak mérészamas:

A)vV2 B)2 €)1 D)nem meghatarozhato

Megoldas: B)

3. Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok kozil?

a) Ha egy négyszogben két-két szog egyenls, akkor az paralelogramma.

b) Van olyan paralelogramma, amelynek négy szimmetriatengelye van.

c¢) Ha egy paralelogramma oldalai egyenls hosszuak, akkor 4tloi merslegesek.

d) Ha egy paralelogramma 4tloi egyenls hossztiak, akkor szomszédos oldalai merdlegesek.
A valaszokat indokoljuk!

Megoldas:

a) Hamis. Indoklas: amennyiben az egyenls szogek nem szemkozt helyezkednek el, akkor lehet nem pa-
ralelogramma a négyszog. Lehet példaul nem paralelogramma hurtrapéz. (Egyébként a paralelogramma
hartrapéz téglalap, tehat mondhatjuk, hogy nem téglalap hartrapéz.)

b) Igaz. Indoklas: a négyzetnek négy szimmetriatengelye van és paralelogramma.

¢) Igaz. Indoklas: ha a paralelogramma oldalai egyenld hosszuak, akkor az rombusz, a rombusz atléi pedig
merdlegesek.

d) Igaz. Indoklas: ha a paralelogramma két atloja egyenls hosszi, akkor az atlok szoglelezGjére tengelyesen
szimmetrikus a paralelogramma, vagyis téglalap. A téglalap szogei derékszogek.

4. Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok koziil? Valaszait indokolja!

a) Van olyan deltoid, amely valamelyik atlojanak behuzéasaval felbonthato két egybevagd haromszogre.
b) Minden deltoid felbonthat6 valamelyik atlojanak behuzéasaval két egyenld szart haromszogre.

¢) Ha egy deltoid hurnégyszog, akkor van két szemkozti derékszoge.

d) Ha egy hurnégyszogben két szemkozti szog derékszog, akkor a négyszog deltoid.

Megoldas:



a) Igaz. Indoklas: minden deltoid tengelyesen szimmetrikus, a tengely az egyik atlo egyenese. Ez az atlo
tehat két egybevagd haromszogre bontja a deltoidot.

b) Igaz. Indoklas: minden deltoidra igaz, hogy a két egyenls szomszédos oldalanak végpontjait Gsszekotd
atloja két egyenls szart haromszogre bontja.

¢) Igaz. Indoklas: ha a deltoid htrnégyszog, akkor a szemkozti szogei Osszege 180°. Mivel a deltoid tenge-
lyesen szimmetrikus, van két szemkozti szoge, amelyek emellett egyenlsk is, tehat mindketts 90°-os.

Masképp gondolkodva alkalmazhatjuk Thalesz tételét is, hiszen a korbe irhaté deltoid szimmetriaatloja a
kor 4tmérGje, az ezen nyugvo szogek derékszogek.

d) Hamis. Indoklas: tudunk olyan hirnégyszoget mutatni, amelynek két szemkozti szoge derékszog, mégsem
deltoid. Példaul: egy téglalap, amely nem négyzet, htirnégyszog, a szemkozti szogei derékszogek, de mégsem
deltoid, hiszen a szomszédos oldalak kiilénb6z6 hosszisaguak.

5. Egy egyenl szart haromszog sulyvonalainak a hossza 90, 51, 51 hosszegység.
a) Mekkora a haromszog teriilete?
b) Mekkora a sulyvonalakbol alkotott haromszog tertilete?

¢) Altalanositsunk! Mekkora egy haromszog teriiletének és a stlyvonalaibol alkotott haromszog teriiletének
az aranya?

Megoldas:

Erdemes abrat késziteni. ABC egyenls szari haromszog, amelyben berajzoltuk a stlyvonalakat.

C

A D ]

Ismeretes, hogy a stulyvonalak felezik a szemkozti oldalakat, és a silypont harmadolja a sulyvonalakat. Az
abra betiizését hasznélva az adatok ismeretében SD = 30, SB = 34.

Az SDB derékszogii haromszogre alkalmazhatjuk Pitagorasz tételét. Ebbdl a harmadik oldal DB = 16, ez

az egyenl$ szard haromszog alapjanak a fele.

0-32 _ 1440,

a) Az alap és a hozzé tartozo magassag (amely itt egyben a silyvonal) ismeretében a teriilet

b) Kossiik 6ssze az SDB derékszogii haromszogben a D cstcsot az SB felez6pontjaval, G-vel.
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5
G
A D B
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Az SDG haromszog teriilete feleakkora, mint az SDB haromszog teriilete: 3 5 = 120.

A
A DG szakasz az ASB haromszog kozépvonala, ezért DG = 75

Igy az SDG haromszég mind a harom oldala a megfelel§ stlyvonal harmadrésze. Ha ezt a haromszoget
haromszorosara nagyitjuk, akkor olyan haromszoget kapunk, amelynek az oldalai az adott haromszog
stulyvonalai.

, vagyis az AFE sulyvonal harmada.

Tudjuk, hogy hasonlé haromszogek teriiletének aranya a hasonlésag aranyanak a négyzete.

A sulyvonalakbol alkotott haromszog teriilete 9-szerese az SDG héromszog teriiletének, vagyis 9 - 120 =
1080.

¢) Tetszoleges haromszogre (analog betiizésekkel) alkalmazzuk a megoldas gondolatmenetét!

C

A D B

Tetszoleges ABC' haromszogben a sulyvonalak a haromszog belsejébe esnek. Az el6zGekhez hasonloan
el6 tudjuk allitani a sulyvonalak harmadabol meghatarozott haromszoget, az abra betiizésével az SDG
haromszoget. Ennek a teriilete feleakkora, mint az SDB héaromszog teriilete, amely feleakkora, mint az
ABS teriilete, az ABS héaromszog teriilete pedig az ABC haromszog teriiletének a harmada. Az SDB
haromszog teriilete ezért az egész haromszog teriiletének a tizenketted része.

A sulyvonalakbol alkotott haromszog teriilete az SDG haromszog teriiletének 9-szerese (amely a teljes

haromszog tertiletének tizenkettede), igy a keresett arany: 9 =3 tetsz6leges haromszog esetén,



6. Az ABCD négyzet DC oldalan vegyiink fel egy tetsz6leges M pontot. Az M AB< szbgfelez6je a BC
oldalt egy K pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy AM = BK + DM

Megoldas:
Elemi geometriai eszk6zokkel:

Forgassuk el az ABC héaromszoget A koriill +90°-kal! Az AB szakasz elforgatottja az AD szakasz, a K
pont elforgatottja, K’, a CD oldal meghosszabbitasara esik, ezért K'D + DM = BK + DM. Legyen
MAK = KAB = K'AD = a!

K- D M C
.\‘90°—a
K
90°— '
ol A
A B

Mivel azonban DAM < = 90° — 2, K'AM< = 90° — 2o+ a = 90° — a = MK’ A«
Tehat az M K'A haromszog egyenld szari, igy AM = K'M = BK + DM.
Trigonometriai szamitassal:

Legyen M AB< = 2a, ekkor DAM< = 90° — 2. Legyen tovabba DM = x és BK = y. Ekkor az allitas:
AM = x 4 y. Valasszuk tovabbé a négyzet oldalat egységnyinek!

A K AB haromszogben y = tg a és a DAM héaromszogben x = tg(90° — 2a), azaz

x4y =tga+tg(90° — 2a).

2t
—— valamint tg2a = #, tehat z =
tg 2a 1—-tg°a 2tga

1—tg?
Ismeretes, hogy tg(90° — 2«a) = Ry

1-tg?a _ 1+tg2a
2tga 2tga

Ebbél x +y =tga +

Masrészt a DAM haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan AM? = 1% + 22, azaz

1—tg2a\’ 1-2tg2a+tgla 14 2tg2a+ tg
AM? =14 (—22) —14 garlea _ FTileatls a
2tga 4tg° a 4tg° «
1+tg?a ?
Ez viszont éppen 2tg> , vagyis (z + y)2 = 1+22 = AM?, tehat valoban teljesiil a feladat allitasa:
gx

AM =z +y =DM + BK.



2.7. Ponthalmazok, vektorok, koordinata geometria

A vektor fogalma, vektorok a koordinata sikon. Vektor abszolit értéke, vektorok Gsszege, kiilonbsége, vektor
skalarszorosa, vektor felbontasa GsszetevSkre. Skalaris szorzat definicidja; tulajdonsagai. Tajékozodés a
koordinatasikon, ponthalmazok megadasa a koordinatasikon. Az egyenes egyenletének felirdsa kiilonboz6
adatok alapjan, a kor egyenlete.

Mintapéldak

1. Abrazolja azoknak a P(z;y) pontoknak a halmazat a derékszogt koordinata-rendszer sikjan, amelyek
koordinatai kielégitik az alabbi egyenleteket.

Hasonlitsa 6ssze az alabbi 6t egyenlet megoldashalmazat! Keressen magyarazatot az eltérésekre és a meg-
egyezésekre.

a)y=2x-1 b))y =02z -1 ¢)Jy=+v2r—-1
d) \2r —y=1 6)2 L 1:1
T —
Megoldas:
a)

b) Az egyenletet rendezziik, és szorzatté alakitunk (y — 2z 4+ 1)(y + 22 — 1) = 0.

A szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0. Tehat a megoldashalmaz az y = 2x — 1 és az
y = —2x + 1 egyenleteket kielégité pontok halmazainak egyesitése, egy egyenespér.



1
¢) Az egyenlet csak akkor értelmes, ha az y > 0 és © > —. Tehat a megoldashalmaz egy félegyenes, az

y = 2x — 1 egyenesének az els§ siknegyedbe esG darabja.

d) Ha 2z — y > 0, akkor az egyenlet ekvivalens a négyzetre emelés utan kapott egyenlettel: 20 —y = 1.
Ebbdl y = 2 — 1. A gydk alatti 2z —y > 0, ha 2z > y. Az ezt kielégits pontok halmaza az y = 2z egyenes
és az egyenes alatt 1évé félsik pontjai. Mivel az y = 2x — 1 egyenes parhuzamos az y = 2x egyenessel és
ebbe a félsikba esik, ezért a d) egyenletnek megfelel ponthalmaz valoban az y = 2x — 1 egyenese, azonos
az a)-beli feladat ponthalmazaval.

e) Az 5 = 1 ekvivalens az y = 2z — 1 egyenlettel, ha 2z — y # 0. Ez teljesiil, hiszen az y = 2z — 1
r—=y

egyenes parhuzamos az y = 2x egyenessel, nincs kozos pontjuk. Tehat a d) feladat megoldashalmaza is
azonos az a) feladatéval.

2. Abrazolja azoknak a P(z;y) pontoknak a halmazéat a derékszogi koordinata-rendszer sikjan, amelyek
koordinatai kielégitik az alabbi egyenleteket!

Hasonlitsa Gssze az alabbi négy egyenlet megoldashalmazat! Keressen magyarazatot az eltérésekre és a
megegyezésekre!

a)y=x b)lzl=y cx=lyl d)|z]=]y
Megoldas:

a)y=uz



b) |z| =y, a megoldashalmaz azonos az x — |z| fliggvény grafikonjaval.

c) x = |yl teljesiil, ha x > 0 esetén az x =y, y > 0 vagy . = —y, y <0

d) |z| = |y| teljesil, ha y = x vagy y = —z, tehat a megoldashalmaz egy egyenespar.

3. Abrazolja azoknak a P(r;y) pontoknak a halmazit a derékszogt koordinata-rendszer sikjan, amelyek
koordinatai kielégitik az alabbi egyenleteket!



Hasonlitsa Gssze az alabbi négy egyenlet megoldashalmazat! Keressen magyarazatot az eltérésekre és a
megegyezésekre!

y=vz b)Jy=x )Ve=\y dVat=y
Megoldas:

a) A megoldashalmaz azonos az x — /x fiiggvény grafikonjaval, amikor z > 0.

2
)

b) Ha y > 0 és x > 0, akkor ez az egyenlet ekvivalens a négyzetre emeléssel kapott egyenlettel: y = x
tehat a megoldashalmaza a normal parabola els§ koordinata-negyedbe es§ darabja.

¢) Az egyenlet értelmezési tartomanya = > 0 és y > 0. Ekkor ekvivalens a négyzetre emeléssel kapott
egyenlettel: y = . A megoldashalmaz félegyenes az els6 negyedben.



d) Va? =y, azaz |z| = y. A megoldashalmaz azonos az x — |z| fliggvény grafikonjaval.

4. A derékszogt koordinata-rendszer sikjaban mely (z;y) pontokra teljesiil az « + || = y + |y|?
Abrazolja a kapott ponthalmazt a koordinata-rendszerben!

Megoldas:

Trivialis megoldas: y = x, a megfelel6 pontok az els6 és harmadik siknegyed szogfelezd egyenesének pontjai.
|z =2, haz >0és |z| = —x, hax <0.

Hasonloképpen y-ra:

lyl =y, hay >0és [y =—y, hay <0.

Valamennyi lehet&séget behelyettesitve az egyenletbe 1j megoldéast kapunk, ha x vagy y is nem pozitiv,
ekkor ugyanis z + || = 0 és y+ |y| = 0. Ez esetben tehat minden ilyen pont megfelel, beleértve a tengelyek
negativ félegyenesét is.



xy<0

Megjegyzés. Forditva is gondolkodhatunk. Felhasznalva, hogy r + |r| = 2r, ha r pozitiv, r + |r| = 0, ha r
negativ, a nullat barmelyik esetbe besorolhatjuk. Ha most az egyenlet bal oldalan pozitiv szam all, akkor
a jobb oldalon is pozitiv szam all, tehat x > 0, y > 0 és 2z = 2y, azaz r = y. Ha mindkét oldalon nulla
all, akkor x <0, y < 0 és itt t&bb megkotés nincs is.

5. A derékszogt koordinata-rendszer sikjaban mely (x;y) pontokra teljesiil az 2% — y* = x — y egyenlet?
Abréazolja a kapott ponthalmazt a koordindta-rendszerben!

Megoldas:

Trivialis megoldas az y = z, ennek az egyenesnek minden pontja megfelel.
De van még t6bb megoldas is, ezt is meg kell keresni.

Otlet: a bal oldali kifejezés szorzattéa alakithato.

Az egyenlet a bal oldal szorzatta alakitdsa utan: (z +y)(z —y) =z —y.

Azt mar tudjuk, hogy az y = x megoldasa az egyenletnek. Ezért vizsgaljuk azt az esetet, amikor y # =z,
ekkor z — y # 0, tehat eloszthatjuk ezzel mindkét oldalt, igy ezt kapjuk: = +y = 1 vagy y-ra rendezve
y = —z + 1. Ennek a képe egy egyenes, amelynek meredeksége —1, és az y tengelyt 1-nél metszi.

Osszegezve a megallapitasainkat a keresett ponthalmaz két egyenes, amelyek egyenlete y = z, illetve
y=—z+1.

Megjegyzés. Az eredeti Osszefiiggésben szorzatta alakitas és rendezés utén az az (z +y — 1)(z —y) =0
alakkal ekvivalens. Errél is leolvashatd a megoldés.

2

6. A derékszogi koordinata-rendszer sikjaban mely (x;y) pontokra teljesiil az L_:z > 0 egyenlGtlenség?

|| =

Abrazolja a kapott ponthalmazt a koordinata-rendszerben!

Megoldas:



Egyrészt 2 —y > 0 és |z| — 1 > 0, tehat a pontok a parabola alatt és az x = 1 egyenestdl jobbra, illetve

az x = —1 egyenestdl balra esé sikrészek kozos része, masrészt ha 2 —y < 0 és |z| — 1 < 0, tehat a pontok
a parabola f6lott és az © = 1 és x = —1 egyenesek kozti sav k6z0s része.
y xl

7 Valassza ki az alabbi abrak koziil azt, amelyik dbrazolja a kévetkezs egyenlGtlenség megoldashalmazat
2£ 1 + 1

/ﬂ/‘
/
// y
/////
——7"/—"’;’

Megoldas: B)

8. Hol helyezkednek el a Descartes-féle derékszogt koordinata-rendszer sikjaban azok az egész koordinataja
pontok, amelyek koordinataira igaz, hogy |z| + |y| < 57

Megoldas:



A megoldashalmaz a derékszogl koordinata-rendszer sikjaban egy olyan négyzet hatarvonalan és a bel-
sejében levs egész koordinataju pontok halmaza, amelynek a csicsai a tengelyeken vannak az origdtol 5
egységnyi tavolsagra.

9. Szerkesztettiink két, egy-egy oldalaval egymashoz csatlakozo egységnyi oldali szabalyos hatszoget az
abran lathato bettizéssel. A két hatszog kozéppontja Ky és Ko. Az O-bol az A-ba mutatéd vektor az a, az
0-bél a B-be mutato vektor a b, az A-bol a H-ba mutato vektor az x, tovabba az A-bol a Kr-be mutato
vektor az y vektor.

1]

a) Hatarozzuk meg az x vektort, ha adott az a és a b vektor, és szamitsuk ki a hosszat és az a-val bezart
szOgét!

b) Hatarozzuk meg az y vektort, ha adott az a és a b vektor, és szamitsuk ki a hosszat és az x vektorral
bezart szogét!
Megoldas:

x = 2a + 4b, mer6leges a-ra (a fele egy olyan rombusz egyik atloja, amelynek masik atloja a-val egyezik
meg), a hossza 2v/3.

y = a + 3b, a szog sokféleképpen kiszamithato (skalarszorzat, koszinusz- vagy szinusztétel), a hossza V7.

A szamitasok részletesen: helyezziik az O pontot a koordinata-rendszer kézéppontjaba, és legyen K (1;0).

5 V3 25 3
Ekkor a hossza 1, y (2; {) hossza T + 1= V7.

5_ V3 V3

1
A skalarszorzat kétféleképpen kiszamitva: ay = 5’575 5 — 35 illetve |a| |y| cos~, ahol v a kdzbezart

szog. Mivel |a] = 1 és |y| = V7, cosy = , amibdl a szog 79,1°.

1
27
Vagy a sz6g masképp: abban a haromszogben, amelyben a az egyik, y a maésik oldal, OK5 a harmadik
oldal, amelynek szintén /7 a hossza, 1évén ez egy egyenld szart haromszog. A § = OK, A szdggel szemkozti
oldalra felirva a koszinusztételt: 1 = v/7 2 + \ﬁz —2-/7-V/T-cosd, amib6l cosd = g A kérdéses szogre

ezzel is a 79,1° eredmény adodik.



10. A derékszogt koordinata-rendszer sikjaban adottak az A(—1;3) és a B(7;3) pontok. Az z tengely mely
pontjabol latszik az AB szakasz derékszog alatt?

Megoldas:

A sik azon pontjainak halmaza, amelyekbdl egy adott szakasz derékszogben latszik, a szakaszra mint
atmérdre emelt Thalesz kor (a végpontokat kivéve).

Keressiik tehat az AB szakasz Thalesz kore és az = tengely metszéspontjat.

A kor kozéppontja az AB szakasz felez6pontja, a K(3;3) pont, sugara a felez6pont és valamelyik végpont
tavolsaga: \/(3 —(-1))2+(3-3)2=4.

A kor egyenlete (z — 3)2 +(y— 3)2 = 16.

Az x tengellyel vett metszéspontjaban y = 0.

Erre az egyenlet: (x — 3)% + (—3)% = 16, vagyis 2> — 6z +2 =0, ebb6l 2 = 3+ V7 vagy 2 =3 — V7 a
keresett pontok x koordinatéja.

A(-1:3)

11. Szamitsuk ki az y — 1072 = 107%, az y = 107% ¢s a 2y = 107 %2 + 107° egyenesek altal kozrezart
haromszog teriiletét!
Megoldas:
1079 n 107¢
= x
2 2

Eszrevehetjiik, hogy ha a harom egyenest eltoljuk az y tengely mentén 10~ %-nal, akkor az elsG két egyenes
6

Erdemes az egyenesek egyenletét y-ra rendezni: y = 107 %2 +107°, y = 1076, y

az origdn megy at, a harmadik az y tengelyt a — -ben metszi. Az elsé egyenes meredeksége 1077, a

masodik egyenes maga az x tengely, a harmadik egyenes meredeksége feleakkora, mint az elséé.
Az eltolassal a harom egyenes altal kdzbezart teriilet nem véltozik.

Segit a megoldasban, ha abrat készitiink.



y=10%+ 108

"2y =109+ 10°6
_-.-._.-.-.-._.-.-.

Hatarozzuk meg az egyenesek metszéspontjait!
Az egyik metszéspont az origo, a masik kettd (1000;0), illetve (—1000; —107°).

A héaromszog egyik oldala az x tengelyre illeszkedik, a metszéspont alapjan a hossza 1000, a hozza tartozo
magassag 107°.

1 -1076 1073
Tehéat a haromszog teriilete 0002 0 = 02 .

Megjegyzés. Amennyiben a feladatban adott konstansokat altalanosan pozitiv paramétereknek tekintjiik,
a b
1072 = a > 0, illetve 107% = b > 0, a harom egyenes egyenlete y = ax + b, y = b, y = 5:10 + 5

b b
Metszéspontjaik (0;0), (;b), (—;0).

a a
Az altaluk meghatarozott haromszog egyik oldala az y = b egyenesre esik, ezért a hossza egyszertien
megkaphato, ez az els§ koordinatak kiillonbsége, —.

a

Mivel a harmadik cstcs az x tengelyre esik, az ebbdl indulé magassag hossza éppen a pont y = b egyenestdl
mért tavolsaga, b.
2b b2 1012 107°

@ = % Esetiinkben ez m = B)

12. Tekintsiik a Descartes-féle koordinata-rendszer A(20;6), B(24; —6) pontjait! Adjuk meg a sik Gsszes
olyan

Eszerint a haromszog teriilete

a) négyzete;

b) szabalyos haromszoge

tovabbi csticsainak koordinatait, amelyben A és B is csucsok, mégpedig szomszédosak.
Megoldas:

a) Készitsiink abrat! Az abrarol is leolvashatjuk, hogy két megoldast kapunk.



A (20, 6)

Dy

G

B(24, -6)

—
Az abra bettizését hasznalva dolgozzunk vektorokkal! BA = (—4;12).

A BA-val szomszédos oldalak vektorait megkaphatjuk A, illetve B koriili 90°-os elforgatassal mindkét
iranyba. Tudjuk, hogy ha egy vektor v = (v1;v2), akkor a két elforgatott vektor koordinatai: (vq; —v1),
illetve (—wg;v1).

Az adott oldalra mergleges oldalakra illeszked vektorok vq(12;4) és vo(—12; —4).

A D4 pontot megkaphatjuk, ha a v;(12;4) vektort az A(20;6) pontbdl inditjuk: (20;6)+ (12;4) = (32; 10).
A (4 ponthoz pedig a B-bdl kell inditani a vy vektort: (24; —6) 4 (12;4) = (36; —2).

A D5 pontot megkaphatjuk, ha a vo(—12; —4) vektort az A(20;6) pontbol inditjuk: (20;6) 4+ (—12; —4) =
(8;2). A Cy ponthoz a B-bdl kell inditani a vy vektort: (24; —6) + (—12; —4) = (12; —10).

A feladat megoldhato vektorok nélkil is. Képzeljik el, hogy az adott szakasz ismeretében meg kellene
szerkeszteni a két négyzetet. A szerkesztés menetét tudjuk szamitassal kévetni.

Az AB szakasz mindkét végpontjara merdlegest allitunk. A merdlegesek egyenletét fel tudjuk irni, hiszen
az AB szakasz meredekségébdl (iranyvektorabol, normalvektorabol) meg tudjuk allapitani a ra merdleges
egyenesek meredekségét (iranyvektorat, normalvektorat), és az ismert A, valamint B pont segitségével
fel tudjuk irni a rajta a&tmend egyenes megfelel6 egyenletét. A csicsokat ezeken az egyeneseken keressiik,
az A-tol, illetve a B-t6l AB tavolsagra. Ehhez felirjuk az A, illetve a B kdzéppontu AB sugara korok
egyenletét, és ezzel és a megfelel§ egyenes egyenletivel megoldjuk az egyenletrendszereket, a k6z6s pontok
megadjak a hidnyzo cstcsokat. (Az AB egyenesének egyenlete 3z + y = 66, a r4 merdleges egyenesek
egyenlete —x 4 3y = —2, illetve —z + 3y = —42. A korok egyenlete (z — 20)% + (y — 6)% = 160, illetve
(z—24)° + (y + 6)* = 160.)

Vektorok alkalmazasaval ennél révidebb és egyszertibb megoldéast kaptunk.

b) Készitsiink abrat!



A(20,6)

G

B(24, -6)

Ebben az esetben is két megoldast kapunk, ahogy az az abrarél is leolvashato.

Allapitsuk meg az AB szakasz F felezGpontjat.

_A+B  (20;6) + (24; -6)
2 2

F = (22;0).

A keresett haromszogcestcsok a szabalyos haromszog szimmetriatengelyén vannak. Az a oldala szabalyos

. " a3
haromsz6g magassaga -

Az A és az F koordinataibol megkapjuk az FA = (—2;6) vektort. Ha ennek a 90°-os elforgatottjainak a
V/3-szorosait inditjuk az F pontbol, megkapjuk a hidnyzo csticsok koordinatait.

FCy =/3(6;2) és FCy = V/3(—6; —2).

EbbGl € (22 + 6V3;2) és Cz (22— 6V3;2).

A négyzetes feladathoz hasonléan itt is dolgozhatunk vektorok nélkiil, hasonl6 1épéseket alkalmazva szé-
mitéassal kisérjiik a lehetséges szerkesztést!

Feladatok

1. Hol helyezkednek el a derékszogi koordindta-rendszer sikjaban azok a pontok, amelyek koordinatéira
igaz, hogy 2(z +y) = |z| + |y|.

Megoldas:

Ha z > 0 és y > 0, akkor y = —x, csak az origd megoldés.
Ha x <0 és y > 0, akkor az y = —3z félegyenes.

Ha z <0 és y <0, akkor y = —x, csak az origd.

Hax >0és y <0, akkor az y = —g félegyenes.



2. A derékszogl koordinata rendszer sikjaban adott egy négyszog négy csucsaval: A(—2;—3), B(4; —3),
C(4;11), D(—2;11), tovabba egy kor, amelynek az egyenlete 22 + y* — 20z — 12y + 100 = 0.

Hatarozza meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely felezi a négyszognek és a kornek is a teriiletét.

Megoldas:

Az adatokrol leolvashato, hogy a négyszog téglalap. A keresett egyenes csak akkor felezheti mindkét alakzat

teriiletét, ha atmegy a téglalap és a kor kozéppontjan is. A téglalap kozéppontja (1;4), a koré (10;6). Az
34

ezeken a pontokon atmend egyenes egyenlete y = 595 + 9
3. Hol helyezkednek el a derékszogi koordinata-rendszer sikjaban azok a pontok, amelyek eleget tesznek

a kovetkezd egyenlGtlenségnek:
a) |z = |yl

b) |z +y|>1

Megoldas:

a) Az abszolut érték jelentése alapjan tobbféleképpen jarhatunk el. Példaul megvizsgalhatjuk az Osszes
esetet aszerint, hogy z-et és y-t pozitivnak vagy negativnak valasztjuk.

Masik gondolkodasmod: az egyenlStlenség nem véltozik, ha x helyett (—x)-et vagy az y helyett (—y)-t irunk
be. Ez azt jelenti, hogy az alakzat szimmetrikus az x tengelyre és az y tengelyre is. Tehat elég megallapitani
a ponthalmaznak példaul az els6 stknegyedbe es6 részét, azaz ha x-et és y-t is nemnegativnak valasztjuk, és
a kapott alakzatot a koordinata tengelyekre vonatkoz6 tiikrozéssel kiterjesztjiik mind a négy siknegyedre.

Ha x > 0 és y > 0, akkor az egyenlGtlenség y < x. A megfelel§ ponthalmaz az elsg siknegyedben az y = «
egyenes és az alatta 1év6 pontok Osszessége. Ezt az egyik tengelyre, majd az egylittes alakzatot a masik
tengelyre is tiikrozve megkapjuk a keresett teljes ponthalmazt.



Harmadik at: az |x| > |y| az y-ra nézve azt jelenti, hogy — |z| <y < |z|.

Két egyenlStlenségnek egyszerre kell teljesiilnie: y < |x| és — |z| < y.

Az abszolut érték fiiggvény és annak az ellentettje grafikonjai hataroljak a keresett ponthalmazt.

b) Az |x + y| > 1 egyenlStlenség teljesiil, ha x +y > 1 vagy z +y < —1.

Az els6 esetben y > —x + 1, ez az y = —x + 1 egyenes pontjait, illetve az afolotti pontokat jelenti.

A maésodik esetben y < —x — 1, ami az y = —x — 1 egyenes és az alatta 1év6 pontok halmazéra teljestil.

A teljes megoldas a két ponthalmaz unidja, azaz a koordinatasik pontjai, kivéve két parhuzamos egyenes
(y=—x+1, y=—x — 1) kozotti savot.

1 1\"
1 \
4. Hol helyezkednek el a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszer sikjaban azok a pontok, amelyek
koordinataira igaz, hogy

a) (x —y)(2r = 3) <0

x2—y_

b) =0

r—1

5. Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik athalad a P(1; —1) ponton és parhuzamos a 3z —2y =
11 egyenlet egyenessel.

6. Hogy helyezkedik el az A(2004;2005) pont az 5z — 3y — 4003 = 0 egyeneshez képest?
A) rajta van  B) f6lotte van  C) alatta van



7. Legyen P az egységnyi oldalhossziisagu négyzet belsejében vagy hataran fekvs pont. Milyen hatarok
kozott valtozhat a P-t6l a négyzet négy csicsaig terjedd tavolsagok négyzetének Gsszege?

Hol kell P-t kijelolni, hogy ez a négyzetosszeg minimalis legyen?
Megoldas:
Erdemes a koordinata-rendszerben elhelyezni a négyzetet, és algebrai modszereket alkalmazni.

A feladat megoldasat nem befolyésolja, hol és hogyan helyezziik el a négyzetet, ezért érdemes olyan helyze-

tet valasztani, amely a szamitasainkat megkonnyitheti. Legyen a négyzet koézéppontja az origd, ekkor mind

1 11 11
a négy csucsnak a tengelyektsl mért téavolsaga 2 tehéat a cstucsok koordinatai: A ( ), B ( ; ),

23) P\ 79's
1 1 1 1
—=i—2),D(=-=).
o(-3-2)-2(373)

¥
B(-1/2.1/2) A2 112)
1 1 x
C(-1/2,-1/2) D(172,-1/2)
C 1 1 1 1
A P pont koordinatai (x;y), ahol ~5 <z < 3683 <y< 7

Ismeretes, hogy két pont, P(p1;p2) és Q(q1;¢2) tavolsaga:

\/(pl —q1)? + (p2 — )%

Ennek alapjan irjuk fel a négy cstcsnak a P-t6l valo tavolsagai négyzetének Osszegét.

o G R S R T R B R O R o R

A négyzetre emelések és Osszevonasok utan a tavolsagok négyzeteinek Gsszege: 4x” + 4y* + 2.

<y<

N =
DN | =

1
Ennek a kifejezésnek a minimumat és maximumat keressiik, ha tudjuk, hogy —5 <z< 5 és —

1 1
Ebbc’ilOSxZSzésOSy?SZ.
e - o ) . : 1 1
Ez a kifejezés a minimumot nyilvan az x = 0 és y = 0 esetben, a maximumot pedig az z = ii ésy==+—

2
esetben veszi fel, ezért 2 < 4z? + 4y + 2 < 4.

Tehat a kérdéses Osszeg 2 és 4 kozott valtozhat.

A P-t6l a négyzet négy csucsaig terjeds tavolsagok négyzetének Osszege akkor lesz minimaélis, ha a P pont
a kozéppontban van, és akkor lesz maximaélis, ha a P pont valamelyik csiicsban van.



8. Egy haromszog csicsai a derékszogii koordinata rendszerben A(2;0), B(—4;0) és C(0;38).

a) Hatérozzuk meg a koordinata-rendszerben a haromszog magassagpontjat, sulypontjat és a haromszog
koré irt kor kozéppontjat.

b) Bizonyitsuk be, hogy ezek a pontok egy egyenesre esnek.
Megoldas:

2
a) A magassagpont M (0;1), a salypont S (—

g; 3), a koriilirt kor kbzéppontja az oldalfelezs merélegesek

7
metszéspontja O <—1; 2).

5
b) Ez a harom pont egy egyenesen van, az egyenes egyenlete y = 57 + 1.

Eszrevehetjiik azt is, hogy az S pont az MO szakasz O-hoz kézelebbi harmadolopontja.

Belathato, hogy tetsz6leges haromszégben a magassagpont, a stlypont és a koriilirt kor kézéppontja egy
egyenesen van, ezt az egyenest nevezik a hiromszog Euler-egyenesének. Igaz az is, hogy a stulypont a
koriilirt kor kdzéppontja és a magassagpont altal meghatarozott szakasznak a koriilirt kor kézéppontjahoz
kozelebbi harmadoldpontja.

9. Abrazolja a derékszogt koordinata-rendszerben az alabbi Osszefiiggésekkel megadott alakzatokat, ha az
a valés paraméter.

2?4+ +20<1 z—y+a=0
Az a valés paraméter mely értékeire lesz a két alakzatnak egy kozos pontja?
Megoldas:

Az els§ egyenlStlenségben érdemes teljes négyzetté alakitassal probélkozni, hiszen ismeretes, hogy a kor
egyenlete (z — u)? + (y — v)? = 72, ahol (u;v) a kor kbzéppontja és r a kor sugara. A teljes négyzetté
alakitas utan az egyenlStlenség (z 4+ 1)% 4+ 3% < 2. Az egyenl6ség a (—1;0) kozéppontt v/2 sugara kérvonal
pontjaira all fenn, a kor bels§ pontjaira érvényes a ,kisebb” relacio.

A masodik egyenlet, y = x + a, olyan egyenesek egyenlete, amelyek meredeksége 1, és az y tengelyt a-ban
metszik, ahol a tetszéleges valos szam lehet.

A kornek és az egyenesnek akkor van egyetlen kozos pontja, ha az egyenes érinti a kort. A két egyenletbdl
allo egyenletrendszernek keressiik a megoldasat.
(z+1)2+y*=2
y=x+a
A masodik egyenletbdl az y-t behelyettesitve az els6be, x-ben masodfoki egyenletet kapunk, amelyben az
a valés paraméter:
(x+1)*+ (v +a)? =2

202 +22(14+a)+a*>—1=0
Ismeretes, hogy a diszkriminans elGjelétdl fiigg, hogy az egyenletnek hany valés megoldasa van. Jelen
esetben egyetlen valos gyokot keresiink, tehat a diszkriminansnak 0-nak kell lennie. 4(1 + a)? —8(a® — 1) =

0. A zarojelek felbontasa és Gsszevonas, egyszertsités utan a-ra masodfoku egyenletet kapunk: a® —2a—3 =
0, amelynek gydkei a; = 3 és ag = —1.



Tehét az a valos paraméternek két értéke is van, amely mellett az egyenesnek és a kornek egyetlen kézos
pontja van. Az y = 2+ 3 és az y = x — 1 egyenesek érintik az (z + 1) +y? = 2 egyenletii kort. Az érintési
pontok: (—2;1) és (0; —1).

2.8. Szogfiiggvények, trigonometria

A szbg mérése fokban és radianban. A szogfiiggvények altalanos definicidja, a szogfiiggvényekre vonatkozo
alapvets Osszefiiggések: potszogek, kiegészits szogek, negativ szog szogfliggvénye, pitagoraszi Osszefiiggés;
szogfliggvények kifejezése egymasbol, nevezetes szogek (0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180° sth.) szogflggvényei.
Addicios Osszefiiggések. A szinusz- és a koszinusztétel.

Mintapéldak

1. Szerkessziink olyan szoget, amelyre igaz, hogy a
a) szinusza pontosan 0,4;

b) tangense pontosan 3.

Megoldas:

a) Szerkessziink olyan derékszogt haromszoget, amelynek egyik befogoja 4 egységnyi, az atfogoja 10 egység-
nyi hosszi. Ebben a derékszogii haromszogben a 4 egységnyi befogoval szemben 1év6 hegyesszog szinusza
éppen 0,4. Az igy kapott szog mellékszogének a szinusza is 0,4, s6t végtelen sok ilyen sz6g van, ha a
forgasszogeket is figyelembe vessziik.

b) Szerkessziink olyan derékszogl haromszoget, amelyben az egyik befogd haromszorosa a méasik befogénak.
Ekkor a nagyobb befogoval szemkozti szog tangense éppen 3. Ha ehhez a sz6ghoz hozzdadjuk a 180° egész
szamu t6bbszorosét, mindig olyan szdget kapunk, amelynek a tangense 3.

2. Tudjuk, hogy sin o = sin 100°. Hatarozzuk meg az « szog lehetséges értékeit.
Megoldas:

a = 100° 4+ k - 360°, ahol k € Z vagy o = 80° + k - 360°, ahol k € Z.

3. Tudjuk, hogy sin @ = sin 120°. Mennyi lehet cos «, tga?

Megoldas:



A négyzetes Gsszefiiggés szerint sin® a + cos? @ = 1. Ebbél cosa = +1v/1 —sin®a. A feladatban sina =

3 3 1
sin120°:§7tehétcosa::|: 1—1::|:§
~ V3
sinaw %52
tga = =2 =43
s cos :I:% V3

4. Rendezze névekvs sorrendbe a kovetkezd szamokat:

sin90°, sin60°, sinl, sinl120°, sin5

Megoldas:

Gondoljuk meg, melyik nagyobb, a 60°-0s szog vagy az 1 ivmértékid szog!

Az egységsugari korben az egységnyi hosszu ivhez tartozo kdzépponti szog nagysaga 1 ivmértékd, szokasos
0

2w
elnevezéssel 1 radidn. Az egységsugartu korben a 60°-os kozépponti szoghoz tartozo iv hossza 5 -3 >1

Vizsgaljuk a sin b értékét! m < 5 < 2, és a szinuszfiiggvény ezen az intervallumon negativ, a tobbi megadott
szam pozitiv, ezért sin5 a legkisebb szam a felsoroltak koziil Tehéat a névekvs sorrend:

sinb < sinl < sin60° = sin 120° < sin90° = 1

3. 21000 1
5. Szamitsa ki a sin %ﬂ' kifejezés pontos értékét!
Megoldas:
3.21000 4 3
sin %ﬂ' = sin (210007r + %) = sing = g

Felhasznaltuk, hogy a szinuszfiiggvény periodikus 27 — igy annak tetszéleges egész szamu t6bbszorose —
szerint.

6. Bizonyitsuk be, hogy az x minden valés értéke mellett:

2rcos’z +sin’z =1.

cos?  + sin
Megoldas:
Emeljiink ki az elsé két tagbol cos? z-et!

2

cos? z(cos? + sin® z) + sin?

z=1
Tehat a zarojeles kifejezés 1, az egyenléség 0j alakja cos® 4 sin? z = 1.

Errél viszont tudjuk, hogy = minden valds értéke mellett igaz.
3
7. Hany megoldasa van a sin 2x = sinx egyenletnek a [0; ;] intervallumon?

Megoldas:

Ismeretes, hogy sin 2x = 2sin x cos x, ezt alkalmazva az egyenletre azt kapjuk, hogy 2sinz cosx = sinx.

1 0
Feltéve, hogy nem nulla, osztunk (sinx)-szel: 2cosz = 1, azaz cosx = 2 tehat x = 3 a megadott

intervallumban nincs mas ilyen gyok.



Ha azonban sinz = 0, akkor x = km, ahol k € Z. Ez csak k = 0 és 1 esetén esik a vizsgalt intervallumba.

Az esetszétvalasztast elkeriilhetjiik, ha osztéas helyett 0-ra rendezziik az egyenletet, és szorzatta alakitunk:

sinz(2cosx —1) = 0. Innen mind a két esetet azonnal megkapjuk, ha felhasznaljuk, hogy egy szorzat akkor

és csak akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0.

Tehat az Osszes megoldas az adott intervallumon: sinz = 0, azaz x = kw, ahol k£ = 0 vagy 1, tovabba
iy

T= .

3
Masodik megoldas:

Abrazoljuk grafikonon a két oldalon 4allo fiiggvényeket egy koordinata-rendszerben!

Vi

YRS

A megoldasok szama egy jo abrardl is leolvashatd: 3 megoldas van. Behelyettesitéssel ellendrizziik a leol-
vasott értékeket.

Harmadik megoldas:

Képzeljiik el az x forgasszoget, illetve annak kétszeresét az egységkorben. Azt kell megvizsgalnunk, hogy
mely esetben lesz a két szognek az y koordinataja egyenls. Az els6 harom siknegyedet kell megnézniink.

Az z = 0 esetben nyilvanvaléan teljesiil.
Ha x az els6 siknegyedbe esik, akkor a szinusza nemnegativ, igy a kétszeresének a szinusza is nemnegativ,

de csak akkor lehet ugyanannyi, mint az x szinusza, ha 5 = 2z — g, vagyis ha x = g

Ha x a mésodik siknegyed belsejébe esik, akkor a szinusza pozitiv, mig a kétszeresének a szinusza negativ,
itt tehat nem kapunk megoldast.

Ha x = 7, akkor sin7m = 0 és sin 2w = 0, ez tehat megoldés.

Ha x a harmadik siknegyed belsejébe esik, akkor a szinusza negativ, mig a kétszeresének a szinusza pozitiv,
ezért itt nincs megoldas.

3T . .
Végil ha z = 5 akkor a szinusza —1, mig a kétszeresének a szinusza 0, ez tehat nem megoldés.

8. Melyik Osszefiiggés igaz az alabbiak koziil?

A)tgl <tg3<tg2 B)tg2<tgld<tgl C)tgl<tg2<tg3
D)tg2<tgl<tgd E)tg3<tg2<tgl

Megoldas: B)
9. Van valos gyoke az alabbi egyenleteknek?
7 7 7
A) tg2x = 3 B) sin®z = 3 +cos’z C)sinc=- D) Tigx =ctguw
x

Megoldas:



B)-nek és C)-nek nincs megoldésa, mert —1 <sinz <1 és cos?z < 1.

A )-nak van megoldésa, mert a tangensfiiggvény minden valos értéket felvesz. x = 0,64 + kn, k € Z.
71
D) Ebben az egyenletben sem a tgz, sem a ctgx nem lehet 0. Az egyenlet masképp: Sten = ctgx, azaz
g

7 7
5= tgx - ctgxz. Tudjuk azonban, hogy tgx - ctgx = 1, ezért az nem lehet 3 Ennek az egyenletnek tehat

nincs megoldasa.

10. Ugyanabban a koordinita-rendszerben abrazoltuk a valdés szamok halmazan értelmezett kovetkezd
fliggvényeket. Eszrevettiik, hogy két fliggvény grafikonja egybeesett. Melyik kettd volt az?

1
frx— §sin2m g:x+—sinx h: x»—>cos(ac— g)
Megoldas:
Mivel cos (x — g) = sinx minden valds z-re, tehat a g és a h grafikonja azonos.

Megjegyzés. Azt azonnal ki tudjuk szarni, hogy az f értékkészlete nem egyezik meg sem g-ével, sem h-éval,
4m ez még nem jelenti azt, hogy ¢ és h grafikonja megegyezik, ezt ellenérizniink kell.

11. Az x mely valos értékeire teljesiil a sin 3x = cos 2z egyenlet?

Megoldas:
Ismeretes, hogy siny = cos (% —y+ 2k7r) = cos (y — g + 2]{:71'), kel

Ezt alkalmazhatjuk az egyenletre y = 3z valasztéssal.

yi

S E ]
-

r

Ha tehéat y = 3z, akkor az egyenlet: cos (g — 3z + 2k‘7r) = cos 2z, k € Z.

Ebbél

™ ™ R AL
5—3x+2k7r—2:v, azaz 5x—§+2k7r7tehatx— 10+2k5 10(1+4k)
vagy

3x—g+2k7r:2x,azazx:g—l—ka:g(l—l—élk) (k€ 7).



12. Bizonyitsa be, hogy az x tetsz6leges valos értéke mellett igaz az alabbi egyenlGtlenség:

9 .
1 <sinz —cos’z —1<0!

Az x mely értékei mellett all fent valamelyik egyenlGség?
Megoldas:
Keressiik az f(z) =sinz — cos® x — 1 fiiggvény értékkészletét. Az értelmezési tartoméanya = € R.
Hasznéljuk fel az ismert négyzetes dsszefiiggést, amibél cos® z = 1 — sin? z, ezzel
f(x) =sinz — 2 +sin’x

vagy masképp f(z) = sin? z+sin z—2. Vezessiik be at = sinx € [—1; 1] helyettesitést. Ezzel a g(t) = t*4t—2
fiiggvény értékkészletét vizsgaljuk. A g(t) fliggvény nullhelyeit a megolddképletbdl hatarozhatjuk meg.
t1 = —2ésty =1, tehat g(t) <0, ha —2 <t < 1. Mivel a vizsgélt intervallum, vagyis a —1 <t < 1 ebbe
beleesik, igy a sin? z + sinz — 2 < 0 egyenl6tlenség minden valos z-re fennall.

A fiiggvény akkor veszi fel felveszi a 0-t, ha t = 1, vagyis sinz = 1, azaz x = g + 2km, k € Z.

£

14f-2

9
Ugyanezzel a helyettesitéssel vizsgaljuk most a ~1 < sin? z4sin x — 2 egyenlGtlenséget, vagyis a t = sinz €

9
[—1; 1] helyettesitéssel kapott g(t) fliggvényre a ~ < t? 4+t — 2 egyenlGtlenség teljesiilését. A masodfoka

2
1 9 9
kifejezést teljes négyzetté alakitva: t> + ¢ — 2 = (t + 2) > =

47 4
Tehat a g(t) fliggvény minimuma — @ minimum helye t = — 5 ami azt jelenti, hogy f(x) minimumeértéke
1 2
7 minimumbhelye sinx = —oy Az T = —g + 2km, illetve —?ﬂ- + 2km.

9
Belattuk, hogy az f(z) = sin®z + sina — 2 fiiggvény maximum értéke a 0, minimum értéke vk valos

szamok halmazan, tehat az egyenlGtlenség igaz x minden valds értékére.

Feladatok

1. Oldja meg a kovetkezs egyenletet a valos szamok halmazan!

V1—cos?z=1-—sin|z|



Megoldas:
A szogfiiggvények értelmezése alapjan tudjuk, hogy sin® z 4 cos® 2 = 1.

Ezt felhasznélva az egyenlet bal oldala: Vsin?z = |sin x|.

Tehat az egyenlet: |sinz| = 1 — sin |z|

Keressiik a megoldast el6szor a [0; 2] intervallumban. Itt a jobb oldal 1 — sin x, hiszen x > 0.
Ha 0 < z <, akkor a bal oldalon |sinz| = sinz, mert itt sinz > 0.

Ha azonban 0 < x < 7, akkor [sinz| = —sinz, mert itt sinz < 0.

1 5
Az els6 esetben az egyenlet 2sinx = 1, tehéat sinz = > azaz r = % vagy %; a masodik esetben az

egyenlet —sinz = 1 — sinx, ami nem ad megoldast.
Meg még kell keresniink az Gsszes megoldést a valos szamok halmazan!

Ehhez érdemes felhasznélni az egyenlet két oldalan szerepld fliggvények tulajdonsagait, amelyeket a szi-
nuszfiiggvény alapjan kikévetkeztethetiink.

Az abszolut érték miatt mind a két fliggvény paros. A |sinz| fiiggvény periodikus 7 szerint, és bar a
sin |z| fiiggvény pozitiv és negativ ,dga” egyarant mutat egy fajta periodicitést, azonban nem nevezhets
periodikusnak.

A pozitiv valés szamok halmazéan a il + 2km és a %T + 2km alakt szamokra teljesiil az egyenlet, ahol k
szigordan nemnegativ, azaz k € N.

Ennek a megoldashalmaznak a negativ értékeken vett tiikorképe is megfelel, hiszen mindkét fliggvény
paros. Mindezek alapjan a val6s szamok halmazan az 6sszes megoldas: x = :I:% +2km vagy x = :I:K7r + 2k,

ahol k € N.

Megjegyzés. A |sinz| fliggvény legkisebb pozitiv periodusa egyébként 7, de 1 — sin |x| periddusa a pozitiv
és a negativ valos szamokon 27 azzal az apré hibaval, hogy nem periodikus. (Az y tengelyre szimmetrikus,
hiszen paros, a periodicitas ,megtorik” az y tengelyen.)

2. Oldja meg a 3 + 4 cosz + cos 2z = 0 egyenletet a valds szamok halmazan!
Megoldas:

Felhasznaljuk, hogy cos 2z = cos? z — sin? z.

Tudjuk azt is, hogy cos® z + sin®z = 1.

Ezeket alkalmazva cos z-re mésodfoki egyenletet kapunk.

Az egyenlet rendezve: cos®z 4+ 2cosz + 1 = 0.



Eszrevehetjiik, hogy a bal oldalon teljes négyzet all, tehat (cosz + 1)* = 0.
Ez akkor teljesiil, ha cosx = —1, azaz x = m + 2km, k € Z.
3
3. Tudjuk, hogy cosa = 3 Mennyi lehet sin «, tga?
4. Rendezze névekvs sorrendbe a kovetkezd szédmokat:

i3 3 ( 71') ¢ %
sindm; cos—; cos|——=); —
b 47 b 6 ) g 4

5. Oldja meg a valds szamok halmazan a kovetkezs egyenleteket és egyenlGtlenségeket:

a) sinx = sin 2 b) cosz <sinz ¢) sin2z =3
d) sinx +cosz>1 e |tgz|+ |ctga| > 2
Megoldas:
a) vt =2+42kn, k€ Zvagy x =7 — 2+ 2km, k € Z.
3
b) Egy periéduson beliil % <z< Zﬂ

¢) sin 2z < 1 < v/3 miatt nincs megoldasa.

d) Egy perioduson beliil keressiik a megoldasokat.

Mivel a bal oldalon mindkét tag értéke legfeljebb 1, ezért elegendé azon az intervallumon keresni a megol-
dast, ahol mindkett6 nemnegativ, azaz [O; Z} -ben. Ezen az intervallumon négyzetre emeléssel ekvivalens

egyenl6tlenséget kapunk: (sin 2 4cos )% > 1. Felbontjuk a zarojelet, alkalmazzuk a négyzetes Gsszefiiggést:
sin z+cos? x+2sinz cosxz > 1, azaz 2sinz cos x > 0. Ez a vizsgalt intervallum minden pontjaban teljesiil,
tehéat ez egyben az egyenl6tlenség megoldasa.

1
e) Felhasznaljuk, hogy ctga = ol Vezessiik be a t = |tg x| > 0 helyettesitést.
gx

. 1
Igy az egyenlGtlenség t + n > 2 alaku. Beszorzas és rendezés utan kapjuk a kovetkezd mésodfoki egyen-

16tlenséget t-re: t — 2t +1 > 0. A bal oldalon teljes négyzet all, (t —1)* > 0, ez pedig igaz t minden valos
értékére. Az egyenl@ség akkor &ll fenn, amikor ¢t = 1. Tehat az eredeti egyenlStlenség az x minden olyan

1
értékére fennall, ahol értelmezve van. Mivel |tgz| =¢ > 0 és 1= |ctg x|, ezért ki kell zarni a valos szamok
halmazabol azokat a helyeket, ahol a tgz vagy a ctgx nincs értelmezve (egyszerre zarhatjuk ki a kettét):
™ T

r# -+ k=, kel

7 2 + 2
6. Oldja meg grafikusan a lg x = sin x egyenletet! Az n mely pozitiv egész értékeire van gyoke az egyenletnek
az [n;n + 1] intervallumon?

Megoldas:

Az egyenlet értelmezési tartomanya a pozitiv valos szamok halmaza. Mivel —1 < sinx < 1 és lgz < 1,
ha 0 < x < 10, csak ezen az intervallumon talalhatunk megoldéast. A lgx fiiggvény szigortan monoton
novekvé.

Az &bra segithet megtalalni az n megfelels értékeit. A ]0; 1] intervallumban biztosan nincs megoldés, hiszen
itt lgz < 0, mig sinz > 0.

n =1 esetén az [1;2] intervallumban: sinz > lg x, hiszen sin2 &~ 0,9 > 1g2 =~ 0,3, tehat nincs megoldas.



n = 2 esetén a [2; 3] intervallumban a szinuszfiiggvény csokken, egy metszéspont van. (hiszen az interval-
lumban mindkét fiiggvény monoton, az egyik né, a masik csokken).

Mivel a [3; 6] intervallumban a szinuszfiiggvény negativ, a logaritmusfiiggvény pozitiv, az n = 3, 4 vagy 5
eseteket nem érdemes vizsgélni.

Tovabbi metszéspontot a [27; 37| intervallumban taldlhatunk, itt sinz > 0 és lgx még nem éri el az 1-
et. Keressiikk meg, hogy melyik intervallumba esik a két metszéspont. (Arra, hogy két metszéspont van,
nemcsak a rajzbol kovetkeztethetiink, hanem onnan is, hogy lesz olyan hely, ahol a szinuszfliggvény éppen
1, a logaritmusfiiggvény pedig 1-nél kisebb lesz, vagyis a két gorbének még két metszéspontja van.)

n = 6 esetén a [6; 7] intervallumban a szinuszfiiggvény névekeds. sin6 < 0, azonban sin7 ~ 0,65 < 1g7 =
0,84 miatt itt sincs megoldés.

om
n = 7 esetén a [7; 8] intervallumban a sin x eléri a maximumét, az 1-et © = — = 7,8-nél, de a lg x még nem

éri el az 1-et, tehat ebben az intervallumban van metszéspont. Mivel azonban sin 8(~ 0,99) < lg8(~ 0,90),
a masik metszéspont nem lehet ebben az intervallumban, hanem:

n = 8 esetén a [8;9] intervallumban a szinuszfiiggvény csokken, és a hatarokon felvett fliggvényértékekre
lg8 ~ 0,9 <sin8~ 0,99 és sin9 =~ 0,41 < 1g9 =~ 0,95.

Tehat kozben van metszéspont.
Tovabb nem érdemes keresni, mert a [9; 10] intervallumban a sinz csokken, a lg z névekszik.
Tehat a harom metszéspont az n = 2; 7; 8 értékekre esnek az [n;n + 1] intervallumokba.

Egy jo dbra meger6siti megfontolasainkat.
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7. Az x mely valos értékeire igaz a sinz + cosz = V/2 egyenlet?
Megoldas:

Vegyiik észre, hogy mivel a jobb oldalon pozitiv szam 4&ll, ezért csak olyan megoldast keresiink, ahol
sinz + cosx > 0.

Erdemes négyzetre emeléssel probalkozni. Emeljiik négyzetre a bal oldalt, és hasznéaljuk fel az ismert
négyzetes Osszefliggést:

(sinz 4 cosz)? = sin® z + cos? +2sinz cosx = 1 + sin 2z

Tehat az egyenlet a négyzetre emelés utan 1 + sin2z = 2, azaz sin2z = 1, 2z = g + 2km, k € Z, tehat

x:%—kkw,kez.



Mivel azonban paratlan k (tehat k = 2] + 1) esetén

5 5 2
sin(%—i—w—i—%ﬁ) = sin (2—1—2171') :sinfz—% <0,

tehat nem megoldés, paros k esetén (vagyis ha k = 21)

Nz T V2
sm(z+217r)f51n177>0

megoldas, igy tehat a gyokok: z = Z + 2km.
Masik megoldas.

Keészitstink abrat!

Abrazoltuk a sinz + cos z fiiggvényt és az y = V/2 egyenest.
¥y

1 3 \

4

ix Na o/ e
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Behelyettesitéssel ellendrizziik a leolvasott értékeket!

8. Melyek azok a valos = szamok, amelyekre sin z; v/cos x; tgx egy mértani sorozat egymas utani tagjai?
Megoldas:

A mértani sorozat harom egymast kévets tagjara igaz, hogy a kozéps6 mértani kézepe a szomszédos
tagoknak. Irjuk fel ezt az Osszefiiggést a feladatban szerepld értékekre. A /sinx - tgx = y/cos z egyenletet
kapjuk.

s
A tga értelmezési tartomanya miatt kizarjuk a 5 paratlan szamu t6bbszoroseit.
Vizsgéljuk meg, hogy a gyok alatti mennyiségek mikor nemnegativak!

cosx > 0, ha 2km — T < u<2%kn + g Ezen az intervallumon a bal oldali gyok alatti mennyiség is pozitiv.
Mindkét oldalt négyztere emeljiik.
sinx -tgx = cosx
2

sin x sin® x
Alkalmazzuk a tgx definicidjat, tgz = , ezért az egyenlet =CcosT
cos T
sin®
Osztunk cos -szel (ami nem 0), és ezt kapjuk: ——— = tg?x =1, azaz |tga| = 1.
cos?

Ebbél x = :I:Z + 2km,k € Z. Mivel cosx > 0, igy a m-nek csak a paros tobbszoroseinél van megoldas.

Mdsik meggondolds:
v/cosx miatt cosx > 0, tgx értelmezése miatt cosx # 0, tehat cosx > 0.

Ha sinx = 0, akkor — a feladat szerint — cos z-nek is nullanak kellene lennie, de ez kizart, vagyis sin x # 0.



L ) L yeosz ycosx cosT . sinz
Az els6 két tagbdl a kvociens ———, igy tgx = — - y/cosx = ——. Mivel azonban tgx =
sinz sinz sinz cosw

minden valds z-re, ahol értelmezve van, ez csak ugy lehet, ha tgx = +1, azaz x = :l:g + 2km a cosx > 0

kikotés miatt.

2.9. Kombinatorika, valészintiségszamitas, statisztika

Mintapéldak

1. Hany olyan, legfeljebb 5-jegyii pozitiv egész szam van, amely ,tiikorszam”, azaz visszafelé olvasva ugyan-
az, mint az eredeti?

Megoldas:

9 darab egyjegyi, 9 kétjegytd, 90 haromjegyt, 90 négyjegyi, 900 Gtjegyd van.
Osszesen 1098.

2. a) Hany olyan haromjegyd szam van, amelyikben van 5-0s szamjegy?

b) Hany olyan haromjegyt szam van, amelyikben pontosan egy 6t0s szamjegy van?
Megoldas:

a) Erdemes el6szor kiszamitani, hogy hany olyan haromjegyt szam van, amelyben nincs 5-8s szamjegy.
Ezek szédma 8 -9 -9 = 648. Mivel 900 haromjegyii szam van, ezért 900 — 648 = 252 olyan haromjegyd szam
van, amelyben van 5-0s szamjegy.

b) Pontosan egy 5-0s szamjegyet tartalmaz 225 haromjegyi szam.

2. 20 kiilénb6z6 magassagi embert véletlenszertien 2 egyenld csoportba osztunk. Mennyi a valoszintsége,
hogy a két legmagasabb ember ugyanabba a csoportba keriil?

Els6 megoldas:
19
A legmagasabb embernek 9 tarsa van, ezeket (9 )—féleképpen valaszthatjuk ki a tobbiek koziil. Ha vele
1
van a masodik legmagasabb is, akkor mar csak (88> -féleképpen valaszthatjuk ki a tobbieket. Tehat a

(18) 18!
8 g-10! _ 9

keresett valoszintség:

19\ 190 T 19
9 9!-10!
Masodik megoldas:

Rakjuk sorba az embereket! Els6 helyre keriiljon a legmagasabb, utédna legyenek véletlenszertien! Az els6
10 fogja alkotni az egyik csoportot, a méasodik 10 a masikat. A masodik legmagasabb ember 19 helyre

9
keriilhet, ebbdl az els6 9 a megfelels, ezért 19 a keresett valdszintiség.

Harmadik megoldas:



(io)
20 embert %

de mindegy, hogy ezt a 10-et vagy a maradék 10-et valasztjuk ki, ugyanahhoz a beosztashoz jutunk. Ha a

20
-féleképpen oszthatunk két csoportba, hiszen ( >—fé1eképpen valaszthato ki egy csoport,

18
két legmagasabb egy csoportban van, akkor a masik csoportot (10) -féleképpen vélaszthatjuk ki, tehat a

18
10) 2-10-9 9

20  20-19 19
10

2

keresett valoszintiség

3. Két dobokockat egyszer feldobunk. Mekkora a valoszintisége, hogy a dobott szamok atlaga egész szam?
Megoldas:

A dobott szamok atlaga akkor egész, ha a szamok Gsszege péaros. Pozitiv egész szamok Gsszege akkor paros,
ha a szamok azonos paritasiak. Akarmit is dobunk az els§ kockan, mivel a méasik kockdn ugyannyi a paros

1
szam, mint a paratlan szdm, ezért 3 eséllyel lesz a masodik kockan ugyanolyan paritasi szam. Tehét a
keresett valoszintiség: 5

4. Péter és Tamas kézilabdasok, szorgalmasan gyakoroljak a go6llovést. Hogy ne legyen unalmas a gyakorlas,
versenyeznek egymaéssal. Péter altalaban a jobb gollovs, az eddigi tapasztalatok alapjan 0,6 valdszintiséggel
talal be a haloba, mig Tamas 50% valoszintiséggel. Egy jatszmaban mindegyikiik egyszer dob. Megallapod-
nak a dobasok sorrendjében: elGszor Péter, aztan Tamés dob. Péter nyer, ha & talal be és Tamas nem, illetve
Tamaés nyer, ha § talal és Péter nem. Minden mas esetben dontetlen az eredmény. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy két egymast kovets jatszma egyikében Péter nyer és a mésikban az eredmény dontetlen?

Megoldas:

Dontetlen kétféleképpen lehet: vagy mindketten golt 16nek, vagy egyikiik sem talal be.

Ennek a valoészintsége: 0,6 - 0,5+ 0,4 - 0,5 = 0,30 + 0,20 = 0,5.

Péter nyer, ha az egyik dobésnal golt 16 és ugyanakkor Tamas nem, ennek 0,6 - 0,5 = 0,3 a valdszintsége.

A feladatban vizsgalt esemény kétféleképpen kdvetkezhet be: vagy elészor nyer Péter és a masodik dontet-
len, vagy forditva. Ennek a valoszintisége:

0,30 - 0,50 + 0,50 - 0,30 = 0,15 4 0,15 = 0,3.
Szbéba johets egyéb események és valoszintiségeik:
két dontetlen: 0,25
az egyik dontetlen, a masikban Tamas nyer: 0,2
kétszer nyer Péter: 0,09
kétszer nyer Tamas: 0,04
egyikben nyer Péter, a masikban nyer Tamaés: 0,12
Ellenérzésképpen a valoszintiségek Osszege:

0,34 0,25 + 0,2 + 0,09 + 0,04 + 0,12 = 1.



5. Ot cédulara felirtuk az 1, 2, 3, 4, 5 szamokat, majd az Gsszekevert cédulakat véletlenszertien egyméas
mogé téve egy Otjegyd szamot kaptunk. Mennyi annak a valoszintisége, hogy az igy kapott szam oszthato
6-tal?

Megoldas:

Az 5 kiilonb6zé szam Osszes lehetséges sorrendje, vagyis az 5 szam Osszes permutacidinak szama 5!.
A 6-tal akkor és csak akkor oszthatd egy szém, ha 2-vel és 3-mal is oszthato.

A 3-mal akkor oszthatd egy szam, ha a szamjegyeinek Gsszege oszthato 3-mal.

A megadott 6t szam Osszege fliggetlen a szdmok sorrendjétsl, mindig 15, tehat 3-mal mindegyik szam
oszthato. Ezért a kapott szamok koziil a parosokat kell 6sszeszamolnunk.

Akkor kapunk paros szamot, ha 2-re vagy 4-re végz6dik, a tobbi szamjegy sorrendjétsl fliggetleniil.

Barmelyik szamot is valasztjuk utolsé szamjegynek, ilyen szdm mindig ugyanannyi lesz, mint amennyi a
tObbi 4 szamjegy Osszes lehetséges sorrendje (4!). Az 5 kiilonbo6z6 lehetséges végzédés koziil 2 felel meg a
feltételeknek.

2
Tehat a keresett valoszintiség 3
Ugyanezt kapjuk, ha felirjuk, hogy az Gsszes elgallitott szam koziil mennyi a parosok aranya:

kedvez§ esetek 2 4! B 24! 2
Osszes esetek 5! 5.4 5

6. Egy dobozban 5 piros és 8 kék goly6 van. Harom golyot véletlenszerten kivesziink a dobozbol. Legalabb
és legfeljebb mennyi annak a valoszintisége, hogy a negyedik hiizasra piros golyot hazunk?

Megoldas:

Gondolkozhatunk tigy, hogy annal nagyobb az esély arra, hogy a negyedik dobéasra pirosat htizunk, minél
kevesebb pirosat huztunk ki az els6 harom huzasban. Hasonloképpen annal kisebb az esélye annak, hogy a
negyedikre pirosat hiizunk, minél t6bb pirosat huztunk ki az els6 harom esetben.

A legkisebb a valoszintisége annak, hogy a negyedikre pirosat htzunk, ha az els6 harom hizas mindegyike
piros volt, illetve a legnagyobb a valoszintisége annak, hogy a negyedikre pirosat hiizunk, ha az els6 harom
hiizas egyike sem volt piros.

Annak a valészintisége, hogy harom piros hizéasa utan a negyedik is piros o= 5 mert a harom piros
htizasa utan Gsszesen 10 golyd marad, 2 piros és 8 kék.

5 1
Annak valoszintisége, hogy harom kék hizasa utan a negyedik piros 0= 2 mert a harom kék huzésa

utan osszesen 10 golyd marad, 5 piros és 5 kék.
1 1
Tehat annak a valésziniisége, hogy negyedikre piros golyot huzunk, legalabb 3 és legfeljebb 2’

7. Egy kockat kétszer feldobunk. Melyik valészintibb: az, hogy a dobott szdmok Osszege paros, vagy pedig
az, hogy ez az Osszeg paratlan?
Megoldas:

A két dobéas Osszege péaros, ha a dobott szamok paritdsa megegyezik és paratlan, ha a dobott szamok
paritasa kiilonb6z6.



Barmit is dobtunk el6szor, a masodik dobas az els6hoz képest egyforma eséllyel lehet azonos vagy kiilonb6zé
paritasi szam, hiszen 1-t6l 6-ig egyforman harom-harom péros, illetve paratlan szadm van. (Szabalyos
dobodkockan barmelyik dobasnak egyenls esélye van.) Tehat a két eset egyforma valoszintségi.

Mdsik megoldds:

Természetesen gondolkozhatunk tgy is, hogy felsoroljuk az Gsszes lehetséges dobast. Hasznélhatunk példaul
tablazatot:

+ 1 2 3 4 5 6
112|134 |5|6|7
2134|5678
3| 4|5|6(T7]|8)|9
415|6|7|8|9|10
5067891011
67|89 10[11]12

Osszesen 36 egyenlden valoszini kimenetele lehet a kocka kétszeri dobasanak. Ezek kozott éppen 18 esetben
lesz paros és 18 esetben paratlan az Osszeg.

1
Tehat a paros és paratlan Gsszegek valoszintisége egyforman 363
Megjegyzés. Vegylik észre, hogy bar a kocka kétszeri dobéaséaval kapott osszeg 11-féle szam lehet (2-t61 12-ig),
mégis 36 az Gsszes lehetdségek szama. A 11 Gsszeg nem egyformén valoszint, példaul ezek valoszintisége is
leolvashato a tablazatbol.

8. Két iskola sakkozobi versenyeztek egymaéssal. Mindenki mindenkivel egy jatszmét jatszott. ElGszor az
egy-egy iskolan beliili mérkszéseket bonyolitottak le, ez Gsszesen 66 mérkszés volt. Az egész kormérkszés
136 jatszmébol allt. Hany versenyz6 indult az egyik és hany a masik iskolabol?

Megoldas:

Az egyik iskola versenyzdinek széma a, a masiké b. Az egy iskolan beliili mérkézések szama annyi, ahany-
féleképpen a versenyzdk koziil parokat tudunk kivalasztani. Az Gsszes jatszma szdma az Osszes versenyzd
koziil kivalaszthato parok szamaéaval egyenld.

n(n—l).

Ismeretes, hogy n kiilonb6z6 elem koziil kivalaszthato parok szama (Z) = 5

Az adatok alapjan két egyenletet irhatunk fel.
a b
= 66
)+ )
a+b
=136
(*2)
A binomiélis egytlitthatok képletét behelyettesitve és rendezés utan a két egyenlet a kovetkezs:

a’—a+b>—b=132
(a4 ) = (a+b) =272

A masodik egyenletben vezessiink be 1 ismeretlent, legyen = a+b > 0, igy az egyenlet: 2> —z —272 = 0.
Ennek a mésodfoki egyenletnek a gyokei x1 = 17, a mésik gyok negativ szam, nem felel meg a szévegnek.



Az a 4 b = 17 egyenletbdl kifejezve példaul a-t, és behelyettesitve az els6 egyenletbe, a b — 17b+ 70 = 0
egyenletet kapjuk. Ennek gyokei: 7 és 10, egyik az a, méasik a b értéke. Felcserélve is megfelels, mert ezek
szerepe szimmetrikus, tehat az egyik iskola versenyzdinek szama 7, a masiké 10, és ezek megfelelnek a
szoveg feltételeinek.

Madsik megoldds:

Az Osszes jatszméat két csoportra oszthatjuk, az egyik az egy iskolan beliili jatszmak szama, a méasik a két
iskola egymaés elleni jatszmainak szama. Ez utébbi 136 — 66 = 70.

Ha az egyik iskolai versenyzdinek szama z, a masiké y, akkor az egymaéssal lejatszott mérkGzések szdma
xy = 70. Felhasznalva, hogy x és y pozitiv egész szamok, a kovetkezd szamparok johetnek szoéba:

(1;70), (2;35), (5;14), (7;10).

Ezekre a masik feltételt kiprobalva csak a (7;10) felel meg.

Feladatok

1. Egy dobokockaval haromszor dobunk egymas utan, a dobott szamokat leirva igy egy hdromjegyd szamot
kapunk. Mennyi annak a valészintisége, hogy az igy kapott szam 250-nél nagyobb és 260-nal kisebb?

Megoldas:

Osszesen 63-féle szam keletkezhet (egyenls eséllyel), ezek koziil 6 a kedvezs esetek szama, tehat a valoszi-
61

niiség & = 36

2. A0, 1,2, 3,4, 5, 6 szamjegyeket véletlenszertien sorba allitjuk. Mekkora annak a valészintisége, hogy

néggyel oszthato, hétjegyt szdmot kapunk? (A szam nem kezdSdhet nullaval.)

Megoldas:

A hét szamjegybdl Gsszesen 6 - 6! hétjegyi szam készithets. Azokat a szamokat, amelyek 4-gyel oszthatoak
— az oszthatosagi szabaly szerint — meghatarozza az utolsé két szdmjegyiik, amely a kovetkezd lehet: 04, 12,
16, 20, 24, 32, 36, 40, 52, 56, 60, 64. Ezeket két csoportba osztjuk. Ha az utolsé két szamjegy valamelyike
0, akkor ilyen végl hétjegyd szam 5! darab van. Ha nincs az utolso két szamjegy kozott 0, akkor az adott

végzédést hétjegyl szamok szama 4 - 4!, Ezek szerint az adott szamjegyekbol 45!+ 8-4 - 4! = 524! darab

. 52 - 4! 26
4-gyel oszthatd szam késziilhet. Igy a valoszintiség =108 ~ 0,247.

3. a) Egy szabalyos haromszog mindegyik cstucsaban il egy-egy hangya. Egy adott pillanatban mindegyikiik
elindul egy véletlenszertien kivalasztott oldalon, és atmaszik rajta a szomszédos csticsba. A hangyak egyenls
valoszintséggel valasztjak az oldalakat. Mennyi annak a valészintsége, hogy két hangya talalkozik utkozben
vagy az at végén?

b) Egy tetraéder minden csiicsdban il egy-egy hangya. Egy adott pillanatban mindegyikiik elindul egy vé-
letlenszertien kivéalasztott élen, és Atmaszik rajta a szomszédos csticsba. A hangyéak egyenls valoszintiséggel
valasztjak az éleket. Mennyi annak a valoszintisége, hogy két hangya talalkozik atkézben vagy az ut végén.

Megoldas:

a) Egyszertibb azt kiszamitani, hogy mennyi a valoszintisége annak, hogy nem talalkoznak sem utkozben,
sem a csucsokban. Jellje a haromszog csicsait A, B, C. Az A csticsbol indulé hangya kétfelé mehet. Ha
a B csicsba megy, akkor az onnan indul6é hangya a C csticsba mehet, és a harmadik hangya utiranya mar



egyértelmi. Tehat 2 lehet&ség van arra, hogy a hangyak ne taldlkozzanak egymassal. Az Osszes atvonal-

lehetdség 2% = 8, igy a keresett valoszintiség 1 — 3= 1

b) Egyszeriibb azt kiszamitani, hogy mi a valoszintisége annak, hogy nem talalkoznak sem utkézben, sem
a csucsokban. Jeldlje a tetraéder csicsait A, B, C, és D. Az A csicsbol induld hangya haromfelé mehet.
Ha a B cstcsba megy, akkor az onnan indulé hangya a C vagy a D cstcsba mehet, és a tébbi hangya
utirdnya mar egyértelmd. Tehat 3 - 2 = 6 lehetdség van arra, hogy a hangyak ne talalkozzanak egymassal.

Az Gsszes tvonal-lehetSség 3% = 81, igy a keresett valoszintiség 1 — TR ~ 0,9259.
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