Fejtoréssel

vagy
gombnyomdsra?

Mire (ne) hasznaljuk a kalkulatort?
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Szamitdgép a matematika 6ran 1.
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Minden nap egy kicsivel

kevesebb irasbeli osztast és kivonast végeznek az
emberek.

Kuléndsen az irasbeli osztas forog veszélyben,

* mert egy Osszetett Iépéssorozat hibatlan és csak
részben automatizalt elvégzését jelenti,

» ceruzaval (nem zselés rosttollal) kell végezni a
miveletet, mert ha nem jél tippeltiink, akkor ...

* Mi magyarok (és az osztrakok) még nehezebbé tettiik
annyival, hogy visszaszorzaskor a kivonandoét le sem
irjuk, csak a kivonas eredményét.

Ezzel rdadasul elveszitjik azt az analdgiat, ami a
polinommal val6 osztast és az irasbeli osztast 6sszekoti.

Vagy mar nincs is polinommal val6 osztas?

.Mesél a mikrofon”

cimmel interjusorozatot készitettem az E6tvos Jézsef
Gimnazium didkjaként régi diakokkal.

Gyakran tették fel 70-80 év korlli bacsik a kérdést, hogy
meg tudnam-e mutatni a négyzetgydkvonas
algoritmusat, mert 6k szégyenszemre elfelejtették.

Vajon mit kérdeznek majd a mai gyerekek a hatvanadik
érettségi talalkozon?
A primtényez6kre bontast?
Az euklideszi algoritmust?

Az irasbeli osztast?

De hat mitdl is félek én,

hiszen ott van kéznél a zsebszamol6gép, amely lehet sima,
tudomanyos, programozhato, grafikus, ...

Vagy ha a kalkulator mégse volna kéznél, vagy éppen
nincs benne elem, akkor a mobil telefon is segit a
visszajard pénz kiszamitasaban.

A CAS programmal ellatott kalkulatorok tudnak kdzos
osztot keresni, torzstényezdre bontani, egyenletet
megoldani, fliggvényt abrazolni, szélséértéket szamolni,

A szamitogéprdl és az Internetrél és az egyéb jokerekrdl
nem is beszélve ...

Lajtan innen és Lajtan tdl

nem vagyok egyediil ezekkel a félelmekkel, ezzel a
dilemmaval.

A szUl6k, a tanarok, de kiiléndsen az iskolat iranyité
hatésagok allaspontja nagyon megosztott a sziikséges
szamolasi készséget és a segédeszkdzok alkalmazasat
illetéen.

Az egyik tdbor nem akarja megengedni, hogy a gombok
nyomogatasa ,elbutitsa” a gyerekeinket,

a masik tabor elutasitja a ,régimadi, lassu, pontatlan” papir-
ceruzas vagy fejszamolasi eljarasokat.




Kitekintés -CASIO

Az ervek parbaja -
a gombnyomds hatasa
Pro - Freudenthal 1973:

+ Katasztréfahoz fog vezetni, ha a matematika érat olyasmire
pazaroljuk, ami néhany éven belll zsebszamoldgépekkel
kénnyebben és jobban elintézhetd lesz.

* A zsebszamol6gép leveszi az unalmas szamolas terhét a
gyerekekrél és id6t hagy magasabb rend( feladatok
elvégzésére.

» A kalkulatorok szolgaltatasai olyan diakoknak is betekintést
engednek a matematizalas lIépéseibe, akik sajat er6bdl ezt
nem érnék el. PL.: Az elemi fliggvények grafikonjat, menetét,
transzformaciojat jol lehet a grafikus kalkulatorok segitségével

tudatositani.

Iskolai zsebszamolégép| Programozhaté Grafikus kalkulator Komputer algebrai
zsebszamologép rendszerek CAS
5450, P25, P sasoir P00 P, Crx.assic
FX-825X, FX-82MS, FX-820MS. |Fx.3650P, FX-5500LA, FX-4500PA,| P1us. FX-9750G Plus, CFX- FX 2.0 Plus, ClassPad
e, oo, P g Koo o200 P £ 15 B
Hely 6ran vizsgan 6ran vizsgan Gran vizsgan 6ran vizsgan
Baden-Wirttemberg | 5-8 + | szakkepzes | szakkepzes [gimn. 3.4, o |9 3-4|fe1SOBD oz, |felsAhD oszt
Bajororszag 7-8 + szakképzés | szakképzés | realgimn. | realgimn. - -
Berlin 7 + gimn. 3.-4. o.|gimn. 3.-4. o, + + + +
Brandenburg 7 + ¥ _ + + - ¥
Bréma 7 + + + + + + +
Hamburg 57 + ¥ + ¥ _ 4 _
Hessen 5 + + + + + + +
Mecklenburg 57 + + - + + + +
Als6-Széaszorszag 7-8 + + + + + + +
Eszak-Rajna-
Westfalia 7 + + + + + + +
Rajna 7-8 + + + + + + +
Saarland 7 + + - + - + -
Szaszorszag 5 + + + gimnazium [gimnazium - -
Sachsen-Anhalt 7 + - - + - - -
Schleswig-Holstein 7 + + + + + + +
Tiringia 7 + + - + - + *
Az érvek parbaj
mbnyomds hatds
Kontra:
* Afejszamolas sok gyerek szamara kihivas, sikeréimeény
forrasa.
* A gombnyomas a mellélités, a téves leolvasas veszélyét
rejti.

* A gép mellett elvész a bizonyitas igénye.

« A kalkulatorral leszoktatjuk a gyerekeket a
gondolkodasrdl és az 6nall6 tevékenységrél, ha
gombnyomasra redukalédik a problémamegoldas.

« A diakok akkor is elvesztik a szamolasban szerzett
gyakorlatot, ha csak 6sszetett algebrai és analizisbeli
problémak megoldasahoz hasznalunk kalkulatort.

Az érvek pdrbaja
a gombnyomas megbizhatésaga

Pro: A kalkulator teljesen korrekt megoldasokat szolgaltat.

Kontra: Van ugy, hogy a kalkulator megoldast jelez, noha
nem létezik megoldas, kihagy vagy hamisan ad meg
megoldasokat. Még ha j6 is az eredmény,
attekinthetetlen a megoldas menete, mert sok Iépés
kimarad.

Pro: Arra val6 a flizet meg a tabla. Ez nem zavarja az 6rat,
s6t attekinthetébbé teszi: az altalanos eljaras a tablan, a
konkrét szamolas a kalkulatoron.

Kontra: Hol marad a szintézis, az 6sszerendezés? Az x* = 4
egyenlet megoldasaként bekeril a fuzetbe az x = +2
vagy X1 = -2, Xz = 2 vagy M = {-2;2}. EbbdI tudja a tanulo,
hogy Vx? =|x|?

Pro: A hagyomanyos 6ran sem a részletesen kiirt
szamolastdl érti meg a tanuld, hogy az x— +x? és az
x—| x| fuggvények megegyeznek.

Az érvek pdrbaja
a gombnyomas megbizhatésaga

Kontra: Azt azért meg kell beszélni, hogy az x?=4ésaz
Vx2 = 2 egyenleteknek ugyanazok a gydkei:
| x| =2 (x = +2 vagy x = -2; rdviden: x4 2 = +2)

Pro: Ebben nem akadalyoz meg egyetlen tanart sem a
kalkulator.

Kontra: A kalkulator egy tovabbi Iépcsét jelent a munkaban,
amelynek hasznalatat kulon tanulni kell. A tanulo
szamara érthetetlen modon jelenik meg a megoldas.
Mar az el6zetes bedllitasnal is zavart okoz, a kérdés,
hogy R vagy C felett keressiik a megoldast. Mit kezd
egy tanulo példaul a cos x =2 egyenlet megoldasaként
kapott x4 =i-In(v3+2), X =- iIn(v3+2) x3=2n-
i-In(v3 +2) kifejezésekkel?

Pro: Figyelni kell a beallitasra, ellenérizni kell az eredményt.

A katasztrofa jelei

Egy sportold nyilatkozata:
A gol 70 % -ban nekem, 40 % -ban
csapattarsaimnak k6szénhetd."
Egy elado6 a ,kinai piacon”:
~,Egy harmad?
Nem, én legalabb egy negyedet szeretnék.”
Egy sportriporter:
Kétszer volt esélye volt, hogy golt rugjon, egy be
is ment, ezzel a csapat gy6zott.
Ezt nevezem az esély szazszazalékos
kihasznalasnak.




A vildg 6sszes kalkulatora sem
tud segiteni

Lichtenberg megfigyelései mar nem csak megmosolyogni valok,
hanem igazi katasztréfa-jelek:

Kérdés: Mennyi 8-nak a masfél harmada?

Didaktikai cél: Felismeri-e a megkérdezett, hogy masfél
harmad az egy fél?

Szomoru tények

16 tanitdjeloltbél 10 a zsebszamologéptdl kért segitséget, mindéssze harman
adtak j6 valaszt.

78 nyolcadikos diak kdzul 60 rosszul, vagy egyaltalan nem valaszolt.

48 masodikos gimnazistabol a fele nem tudott jo valaszt adni.

Egy ellesett parbeszéd:

D: Mi az a masfél harmad?

T: A harmadot tudod? Hat a masfélszeresét?

D: Egy harmadnak a fele egy hatod. Ezzel az egyharmadot meg kell szorozni
vagy el kell osztani?

T: Ismersz mas miveletet is?

A szdmordog

Egy beszédes példa Hans Magnus Enzensberger: Der
Zahlenteufel, (A szamordog) cimii konyvébol

Két pék hat 6ra alatt 444 perecet siit. Mennyi id6 kell 6t
péknek 888 perec elkészitéséhez?

Didaktikai cél: 1 péknek 444 perechez 12 6ra, 888
perechez 24 6ra kell, 5 péknek 888 perechez
24:5 =48:10 = 4,8 6ra kell.

Egy ellesett parbeszéd:
D: llyesmire val6 a kalkulator.
T: Nincs kalkulatorod?
D: Van, csak azt nem szabad az iskoldban hasznaini.

oo L4 oo oo
Kizdelem a szdmérdég ellen
Hogyan szamolom ki fejben a 18-17 szorzatot?
T: 180 + 70 = 250; 8-7 = 56; 6sszeadva 306.

D: KUl6n dssze tetszett szamolni a tizeseket és utana az
egyeseket?

Megértik, Egymasnak adnak hasonl¢ feladatokat ...

Ahol a fejszamolas gy6z

A pozitiv egész szamok 6sszege 1-t6l 100-ig.
A nullat is hozzavesszik, nem bantja az 6sszeget.
01 2 3 .. 99 100

100 99 98 97 10
100 100 100 100 100 100 100 101-100 = 10100
Az 6sszeg 1-t6l 100-ig: 5050

Elébb a fejtorés, aztan a
gombnyomds
(Ambrus és Hortobagyi) Ilgaz vagy hamis?

‘a) log, 7 <logs 7 | b)log, V2 <log ;; 2 ‘ c) '09%3<|09%3

Azokon a kalkulatorokon, amelyeken csak tizes és természetes alapu logaritmus szerepel, elébb
L,belithetd” alakra kell hozni a kifejezéseket. A kiilonb6z6 alapu logaritmus értékekkel vagy CAS-

szolgaltatassal rendelkezé gépeknél a kdzelitd értékek alapjan megallapithatjuk, hogy a) és c) hamis |

Hatra marad az indoklas, hogy miért?
Példaul az a) eset elegans megoldasa lehet sokkal meggy6z&bb, mint barmely tiltas vagy
ellenjavallat:
log, 7 >log, 4 =2=log; 9 >log; 7.
A négyzetgyok és a logaritmus fogalmanak megértéséhez mindenképpen sziikségesek hasonlé
becslések és (kézi) atalakitasok.

A b) esetben az allitas igaz volta miatt kevesebb tanuléban ébreszt meggondolasi igényeket,

de indoklasat érdemes elvégezni, mert egyszerii és alapismeretekre tamaszkodik.
log, v2 <log; 2 =1=log ;; v2 <log ;; 2.
Hasonléan alapismereteken nyugszik a c) allitas cafolata is:
log; 3=-1=log; 2>log, 3,
3 2 2

A logaritmusfliggvény monotonitasat, az 1-nél nagyobb alapt ndvekedését és az 1-nél kisebb alapu

csokkenését a grafikus kalkulatorok segitségével jol lehet rogziteni.

Nem hihetiink a szemiinknek

1
Valdban konstans az f(x) = ———— fiiggvény?
) X +1000 9
Nyilvan nem az, de a szemléltetés ugye fontos, hogy is néz ki ez a fliggvény?
Werner Blum szamolt be arrdl, hogy 3. osztalyos gimnazistéak ,gombnyomasra”

a koévetkez6 grafikont kaptak és megallapitottak, hogy a fliggvény konstans.

8.883
f(r)wlf(=*2+1000)
B.88B2
8,801
-8. 881 8. 8a1 a.882




Csak egy kicsit tavolabbroél nézve ismerték fel a
grafikon tényleges alakjat.

firj=1/(="2+1000)}

—108 -5 58 180

Az f(x)= S77x+816 fiiggvény éppen ,messzirél nézve”
408x +577 ggveny 7

viselkedik furcsan:

Flm)={S7TmeBLE )/ [ 400x+27T)

Csak a nulla kozelében sejtett rendellenességek tudataban érezziik
fontosnak ezt a kdrnyéket egy kicsit jobban megnézni:

flm)m|57TR+B1E)/ (400243577}

“1.4142... -1.4142, 4142, 1.4142..,

==~ 577/408

A kalkulatoros szamolas korlatai
ERROR

Kiilénb6z6 kalkulatorok mas-mas szinten érnek el ,nagy” szamokhoz. Jo
esetben hibajelzést kapunk, de az is lehet, hogy a kijelzén megjelenik
valami értelmezend®d, ertékelendd ,eredmény”. llyenkor hajlamosak a
didkok inkabb a technikanak hinni, mint kételkedni és tollat ragadni.

729% g%

Szamitsuk kiaz a = 275 kifejezés értékét hagyomanyosan és

szamoloégéppel is!
Volt az osztalyomban olyan Tl és olyan Casio tipus, amely 24-et jelzett ki
eredménykeént, de szamos zsebszamolégép cs6dét mondott, megjelent az
ERROR felirat. Ez volt a szerencsénk. Se a hibajelzésnek, se a j6
eredménynek nem vettem volna ennyi hasznat. Munkahoz lattunk. Még a
leggyengébbek is gyljtéttek egyszerii ,kutatasi eredményeket” — akar
szamoldgéppel:
27 =3%81=3%s729=3°
Ezeket beirtuk a formulaba, hasznaltuk a hatvanyozas azonossagait,
kiemeltiink, egyszerisitettiink és meghoztuk a dontést:
(36 )35 _(34 )52 3210 3208 3208(32 _q)
69 = 6 207 =38=24.
&) ) 3

Tesztotletek

Szamitsuk kiaza=2"(n=0, 1, 2, 3, ...) kifejezés értékét
hagyomanyosan és szamologéppel is!
Egészen 27%ig j6 eredményt kaptunk a kalkulatorral és atadtuk a
Lvezetést' a gépnek. 2790-nal az eredmények kozotti eltérés
(=5,1-10%) lett. Az ellendrzést a ,biztos" kézi részeredménnyel vald
visszaosztassal végezték a tanuldk.

Szamitsuk ki az a = 230 - 216 « 214 kifejezés értékét hagyomanyosan és
szamologéppel is!
Hat nem tudja a kalkulator, hogy ez 0?

A valds szamok helyett kalkulator-szamokkal szamolunk, ami szamos
csalédas forrésa lehet.

Ellenérizhetjiik a kalkulatorunkat a kévetkez6 sorozat elemeinek
kiszamitaséval: a, = 1,000 000 1, a, = (a,_,)%

Hamar, 15-20 |épés utan elérjiik a szamologép korlatait.

Kalkulator-konvergencia -

H)gr'ge'r

_1 (11-n
Konvergens-e aza, = =+ q sorozat? n an
3 (9+n) 0]_6.41960
Ha csak a kalkulator kijelzéjére hagyatkozunk, 1] 1,33333
akkor a jo valasz, rossz okoskodas tipikus 2| 0,497637
esetét kapjuk. 3] 0,359345
Az els6 15 tag utan még kétszer ugyanazt az 4] 0,337138
eredményt kapjuk, és kezdik elhinni tanuldk, 5| 0,333821
hogy a sorozat konvergens és 0,333 333-hoz tart.| 6| 0,333384
A ,fejtérés” eredménye, hogy n —»x esetén a 7[ 0,333333
2. tag -1-hez tart, igy-% a hatdrérték. T 03
De hat nem is a szamoldgép kijelz6je alapjan 18] 0,333328
akarjuk megallapitani, hogy 1000 -0.501781
1 1000 000| -0,666486
an=(1+ -)tart1-hez. 100000000] - 0,666666




A kalkulator tébbet tud -
faktorizalas

Ez az el6adas nem jétt volna létre, ha nem ismernénk szamolatlanul
olyan eseteket, amikor a kalkulator CAS szolgaltatasa gy6z a kézi-
fejbeni modszerekkel szemben. llyenek a ,cstnya” vagy a nagy
szamokkal valé miveletek is.

Hol kezd6dnek a nagy szamok?

Cole 1903-ban bebizonyitotta, hogy a 67. Mersenne-szam, az
ag; = 27 — 1 nem prim, hanem Osszetett,

267 -1 =193 707 721761 838 257 287 = 14757395258967641292.

Amikor megkérdezték téle, hogy mennyi idejébe telt ezt a felbontast
megtalalni, akkor azt valaszolta, hogy harom évig minden vasarnap
ezt szamolta.

Azota éppen a gépi szamolas segitségével atalakult a ,nagy szam”
fogalma, az 2005. decemberében ismert legnagyobb Mersenne prim
egy 9 152 052 jegyl szam volt!

Bontsuk térzstényez6kre az a = 123 456 szamot!

A megoldast jelentésen megkonnyiti, hogy a oszthaté harommal.
Mégis jobban jarunk, ha kalkulatort hasznalunk a felbontashoz:
123456 = 26+ 3 + 643.

Alakitsuk szorzatta az x* + 4 kifejezést!

Ez a feladat is - mint az el6z6 - megoldhatd
hagyomanyosan és kalkulatorral |s
Azt gondolom, hogy a 0 = 4x2 - 4% triikk”
megismerése egyetlen diak személyiségében
sem tesz kart, mig elmaradasa a matematizalas
fontos Iépéseinek (olyan kognitiv stratégiak
alkalmazasanak, mint néz6pontvaltas, atértelmezés,
stb) egyszer( terepen valé megismerésétol fosztja
meg a diakokat:
X+ 4 =xt+ 4¢3 -4x +4 x* +4x +4-4x2=

X+ 20 (x%)e2+22-4x2 =

= (X% + 2)? — (2x)% = (XP+2+ 2X) *(x*+2-2X)

Osszegzés

A hagyomanyos és a szamoldgépes eljarasok a matematika és a
matematikadidaktika szempontjait szem el6tt tartva egymas mellé
illeszthet6k, 6sszehangoltan a tanulas szolgalataba allithatok:

+ Megmutatjuk, hogy mire j6 és mire nem jo a kalkulator, milyen
algoritmus huzédik meg a ,gombnyomas” mégétt, mi varhato téle.

+ Ellenérzési moédszereket mutatunk, amivel a kijelz6n megjelend
eredmény hitelességét vagy hibas voltat meg lehet allapitani.

Ez olyan lehet6ségeket kinal, amelyek sem hagyomanyosan, sem
gépesitve nem kinalkoznanak:

» Faraszté rutinszamolasok ?orcsos végzése helyett az eljarasra, a
problémamegoldas egész folyamatara koncentralhat a tanulé.
Egy kifejezés szerkezetének felismerése kerllhet a figyelem
kozpontjaba.

* Az atlagos matematikai érdeklédési tanuld is megismerhet olyan
elveket, technikakat, amelyekre a segédeszkdz nélkil nem jutna
energiaja.

fejtoréssel ES gombnyomdssal

Tanulaspszichologiai, motivacios szempontbdl és a probléma-
megoldasi készség fejlesztése érdekében is jelentds tébbletet
jelenthet a a kiilénb6z6 reprezentaciok parhuzamos
hasznalata, a tébbféle szemléltetd eszkdzzel vald kisérletezés,
megfigyelés.

A matematikaoktatas hagyomanyos céljai, médszerei és tartalmi
elemei k6zll néhany hattérbe szorul, vagy jelentéktelenné valik.
Az alapvetd szamolasi készség, kifejezések atalakitasa,
egyenletek és egyenl6tlenségek megoldasa nem eshet ennek a
tendencianak aldozatul. Sét, a grafikus és numerikus
lehet&ségeket kihasznalva ezek hattere jobban megvilagithaté.

Hangsulyeltolédas varhaté a matematika oktatasaban,
gyakrabban nyulnak didkjaink a kalkulatorhoz, még akkor is, ha
(pl. fejszamolasi gyakorlatokkal) kiizdiink is ellene.

Amig a MIERT gomb meg nem jelenik a billenty(izeten, addig a
gombnyomashoz is szUkség lesz fejtdrésre!
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