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Eszmetorténeti vonalak a szamszeri ,,teriiletmérés” fogalomkorében

Euklidész, Arkhimédész. Kepler, Cavalieri; az infinitezimdlisok ,,tovabbélése” a 17. szdzad utan. A 18. szdzad:
Euler, Lacroix, Poisson. A 19. szdzad: Cauchy, Riemann, Weierstrass. A modern teriiletmérés: Peano, Jordan és
a teriilet altalanos fogalma. Kitekintés a modern mértékelméletre. A Bolyai—Gerwien-tétel és a szintetikus
geometriai teriiletfogalmak évezredes fogalmi diszharmonidinak a felszamoldsa.

3 A. Euklidész, Arkhimédész

3.0 (a) Az eddig kovetett szintetikus geometriai nézOpont utan most mar a szamszeri teriilet
mértékgeometriai fogalomkorében fogunk haladni, bar ennek — a mai felfogasunkban — eléfeltétele a
valos szamtest jol megalapozott fogalma®. (A fiizet utolsé alfejezetében majd ssze is kapcsolodik a
két aspektus.) Magaval a valos szamtesttel azonban csak a kovetkezo fiizetben fogunk torténetileg fog-
lalkozni.

(b) Erdekes — és a matematikatorténet mélyebb megértéséhez elengedhetetleniil sziikséges tuda-
tositanunk —, hogy a torténeti folyamatok is ilyen ellentmondésosan haladtak: A mértékgeometria —
megalapozatlan — fejlesztése évezredeken at megeldzte a megbizhato fogalmi alapok megteremtését.

Ebben a flizetben érzékeltetni kivanunk egy sajatosan dialektikus (ti. a belsé ellentmondasok al-
tal indukalt) mozgast is: A megbizhatatlan fogalmi alapok folotti analitikus (szamolastechnikai, algo-
ritmikus) fejlédés sok évszazados akkumulacioja elékészitette és végiil is kivaltotta onmaga ellentété-
nek a kirobbané uralomra jutasat.

3.1 (a) A sokszogek korén tal a ,teriiletmérés” problematikajanak legtermészetesebb konkrét
terrénuma a kormérés.?

Nem foglalkozunk itt azokkal a gdrog matematikat megel6z6 vagy attol fiiggetlentil fejlodoé ma-
tematikai kulturakkal, amelyekben a korteriilet-mérés kiillonb6z6 technikai Iényegében fogalmi meg-
alapozas nélkiil jelentek meg. (Ennek érdekes példaival nem nehéz megismerkedni a megadott iroda-
lombol). Ismertetésiinkben a gorég matematika két csomopontjat allitjuk a kozéppontba: az Eukli-
dész-féle Elemek-et és Arkhimédész munkassaganak idevago részeit. Ezek mar komplex kidolgozasai
a kortertilet-mérés témakorének, ahol lappangva jelen vannak azok az ellentmondasok, amelyekre cé-
loztunk.

(b) Az ellentmondasok 1ényegében harom forrasbol fakadnak:

1. Nincs egységes szintetikus-geometriai teriiletfogalom, mégis ugy beszélnek és dolgoznak eb-
ben a kultaraban, mintha lenne.

2. Nincs szamszerd teriiletfogalom (nem is lehetne, hiszen nincs valds-szam-fogalom sem), még-
is ugy beszélnek és dolgoznak ebben a kultirdban, mintha lenne.

3. A legnagyobb természetességgel — sokszor hallgatélagosan — hasznalnak fel olyan egziszten-
cia- és ekvivalencia-garanciakat, amelyek matematikailag megalapozatlanok (és azutan azok is marad-
nak egészen a 19. szazadig).

(c) A korteriilet-mérés problematikaja két részre oszlik:

1. Kiilonb6z6 sugaru korok bizonyos modon elképzelt teriiletének aranya a sugaraik négyzeté-

nek aranyaval kifejezve. Ezt az Elemek alapjan ismertetjiik.® Ebbél szarmazik a kérteriilet 7z - r2 képle-
te (r a kor sugaranak elképzelt szamszerii hossza).*

'Ez torténetileg egyaltalan nem volt mindig olyan evidencia a matematikatudomanyban, mint ma, és az
oktatasban uralkodo6 kozfelfogas ma is inkabb ezzel szembenallo, tobb évezredes gondolkodési mintakat kovet.

2 A, kormérés” persze tagabb értelemben a kdrre vonatkozd ivhossz- €s egyéb mérési problematikakat is
magaba foglalja, de mi ebben a fiizetben — az évezredeken ativel6 megismerési folyamatok bizonyos altalanos
belsé fogalmi konfliktusainak tudatositasa keretében — a teriiletmérésre koncentralunk. (Ez az iskolai matemati-
kanak — amelyben ezek a belsd ellentmondésok régziilnek és tiikr6z6dnek — nagyon jelentds integrans része.)

® Euklidész ugyanezt az atmérdk négyzetének az aranyaval fejezi ki.
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2. Ezek utan a 7 szamszerli meghatarozasa a sziikségszertien kovetkezd fazis. Ezt pedig majd
Arkhimédész kdrmérési munkassaga példajan mutatjuk be.

3.2 (a) Az 1. feladatot az Elemek XII. 2. tételének bizonyi-
tasat kovetve oldjuk meg, de a jobb attekintés érdekében az eukli-
deszi bizonyitas egyes részleteit kiilon lemmakban tekintjiik at.

(b) Tekintsiink két kiilonbozo kort: az Iysugara Ap-t és az
r sugara f'-t (3.2a abra). Praktikus elényokért koncentrikusan
helyezziik el 6ket, a kozos O kozépponttal. Illessziink a korleme-
zekbe két egyenlOszari haromszoget, OAB-t és OAyBp-t ugy,
hogy A ¢és B a ['-n vannak, Ay ill. Bypedig £y metszéspontja
OA-val ill. OB-vel. Ekkor ezen haromszogek teriiletének viszonya: 3.2a dbra

BM oM rr r2
| OAB|:| OAyBy | =| OMBC | :| OMByCy| = | l -| | = — =,

|BoMo| [OMg| 1h 1o 8
(Itt r és 1y a sugarak szamszerii hosszat jelentik, valamely egységszakasszal mérve).

(c) Ha tobb ilyen egyenldszari-haromszog-part tekintiink, akkor a nagyobb kérhoz tartoz6 ha-
romszogek egylittesének teriilete szintén ugy aranylik a kisebbhez tartozok egyiittesének teriiletéhez,
mint a nagyobb sugar négyzete a kisebb sugar négyze-
téhez. fgy van ez akkor is, ha ezek a haromszogek egy-
iitt a korokbe irt hasonld sokszogeket alkotnak. Sza-
mitasi és bizonyitasi szempontbol nyilvan eldnyosebb,
ha a koroknek az ilyen ,.kitdltése” szabalyos sokszo-
gekkel torténik (3.2b abra); valoban, 6sid6k 6ta mind
a mai napig ez a konvencionalis modja a ,,kor-kitol-
tés™-nek.” 3.2b dbra

(d) A masik sziikséges elokésziilet annak tiszta-
zés%, hogy ,,mennyire” lehet megkozeliteni a korlemez teriiletét a beirt (szabalyos) sokszogek tertileté-
vel.

‘“Eza képlet természetesen nem szerepel az Elemekben, mint ahogyan az altalunk megszokott képlet-
nyelv helyett kizarolag verbalis megfogalmazasokkal — és persze abrakkal — folyik a kommunikacio.

A kortertilet képletében 1év6 aranyossagi tényezdt egyébként a 18. szazad ota jelolik konvenciondlisan z-
vel, a gorog eredetil periféria (= keriilet) gorog szo kezdébetlijével. Kevéssé részletezé matematika-torténeti mii-
vekben gyakran Eulerre vezetik vissza ezt a konvenciot, s6t pontos évszamhoz is kotik. (Sok maig hasznalt mate-
matikai jel6lés valoban Euler kezdeményezésének koszonhetd.) Valojaban azonban a 7 betiinek ez a hasznalata
egy William Jones nevii — a maga koraban jol ismert — szerz6 1706-os konyvében bukkant fel el6szor. Maga Eu-
ler kezdetben sorozatosan a p betiit hasznalta, azutan a 40-es években megjelent miiveiben egyre rendszereseb-
ben a z-t (nem tudni, hogy Jones hatasara vagy sajat 6tletébol). Euler a levelezésében is ezt hasznalta, akarcsak
a levelezdpartnerei. Sok ingadozas utan végiil a szazad masodik felében valt ez sztenderd jeloléssé.

(Ennek a jelolésnek a torténete beszédes példaja annak, hogy a matematika torténetében joforman semmi
sem olyan egyszer(i, egyenes vonalu; szinte semminek sincs olyan hatarozott — egyetlen évszamhoz, egyetlen
Személzhez kothetd — kezdete, ahogyan sok kdzkézen forgd leiras sugallja.)

Az ,,arkhimédészi korkitoltés”-nél a még nagyobb praktikus elonyok érdekében még tovabb specializal-
juk a beirt sokszogeket. Ez azonban sulyosbitja a szdmszeri teriilet fogalmi problémait, és ez egyike azoknak a
belsod ellentmondasoknak, amelyek sokdig fennmaradtak.

® Amikor Euklidész nyoman ,,a kdrlemez teriiletének megkdzelitésérdl” szolunk, gondolnunk kell arra is,
hogy itt ,,a korlemez teriilete” definialatlan fogalom. (L. alabb 3.34(c) .)
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frjuk be egy korbe az ABCD négyzetet. Ez a korlemezbdl lefedetle-
niil hagy négy korszeletet. Tekintsiik ezek koziil a BAE korszeletet. Ha az A
AB koriv E felez6pontjanak felhasznalasaval a négyzethez csatoljuk a E
BAE haromszoget, akkor ezzel lefedjiik az AEB korszeletnek tobb mint a
felét (mert a haromszog kétszerese (az dbran jelzett téglalap) nagyobb a g D
korszeletnél’.
Ha marmost a négyzetet ezen a modon szabalyos nyolcszoggé egé-
szitjiik ki, akkor ezzel a kdrlemez azon részének, amely a négyzeten kiviil
van, tobb mint a felét lefedjiik. Folytassuk ezt a korbe irt szabalyos sok- C
sz0g oldalszamanak ismételt megkettézésével. Az Eudoxosz-axidoma sze- 3.0¢ 4bra
rint (I. 1. fuzet 1.12(g)) a korlemeznek tetszélegesen kicsiny része marad
lefedetlen, hacsak ezt a kitdltési eljarast elég sok 1épésben folytatjuk.
(e) Most mar kovetkezhet a 3.1(c) alatti 1. feladat tulajdonképpeni megoldasa. Az allitas:

(A) |11 A1 =115

(e1) Ezt Euklidész indirekten bizonyitja azzal, hogy | £|:| Ag|# re: r02 feltételezése minden-
képpen ellentmondashoz vezet, akar | £7]:| Ag|> re: r02 ,akar | ]| Ag | < re: r02 :

(e,) Legyen ui. Solyan idom, amelyre
(B) G VAl KR

(e3) Ha | S| <| A3 | lenne, akkor 1étezne — (c) és (d) szerint — olyan, a Ap korbe irt 73 sokszog,
amelyre
©) |SI<IA1<| A
frjunk akkor {'-ba egy a 73-hoz hasonld P sokszdget, amikor is — (b) szerint — | 2|:| Z|= re: r02,
tehat

A HG e VEH P
és minthogy | 2|<| A7, azért
| 81<| 51

ami viszont ellentmond (C)-nek.
(e4) De | S| >]| A( | sem lehetséges. Ekkor ui. — (B) szerint —
2..2 . .
5t =S =1l 771,
ahol 7 olyan idom, amelyre | 77| <|A|; ennek lehetetlenségét viszont az imént mutattuk ki (csak a
Ko~ K, ST cseréket kell tekinteniink).
(es) fgy hat csak | 5| =| A | lehetséges, amivel — lasd (B) — bebizonyitottuk a tételt:

(V1) Két korlemez teriiletének ardanya egyenld a sugarak négyzetének ardanydval.
A gorog matematikaban inkabb ez a megfogalmazas volt a szokasos:

’ Ebben fontos szerepe van a korlemez konvexitasanak. Ez ugyan nagyon egyszeriien belathat6 (a legele-
mibb haromszdggeometriai eszkdzokkel), de emlités nélkiil hagyni: hiba. A konvexitas fogalma és problematika-
ja viszont altalaban (nem csak a korre vonatkozolag) kiviil esik a gorog matematika latokorén.

® Ma ezt mondanank: Legyen s az a szam, amelyre r2: r02 =| £]:s, vagy masszdval: legyen

r2
s=|K]| % . Ez azonban idegen attol, amit a goérdg geometriai algebranak neveziink. (Ez a sz6 nem annyira

valamely koriilhatarolt tudomanyteriilere utal, ahogyan ma a ",,szamelmélet”, ,differencidlegyenletek elmélete”
sth. szavakat hasznaljuk, hanem inkabb a gorog matematikai gondolkodasméd egy sajatossagara.)
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(Vo) Két kdrlemez teriiletének ardnya egyenld az atmérdk négyzetének aranyadval.
3.3 Ha a 3.2(e) alatti (A) aranypart (ahol K és Ay tetszoleges kordk) az ekvivalens

" .2

| C:r" =4 115
ardnyparré alakitjuk 4t°, akkor nyilvanvalova valik a tétel tartalma ebben a fogalmazasban: A kor terii-
letének és a sugar négyzetének a viszonya dallando (vagyis fiiggetlen a kor ill. a sugar megvalasztasa-

tol). Ha ezt az allandot m-vel jel6ljiik, akkor az r sugara korlemez teriiletének 7 - r2 képlete adodik. (A
kor d atmérdjével kifejezve a teriiletet: %7[ d2. A gbrég matematikaban inkabb ez volt a természetes.)

Ennek a ma z-vel jelolt allandonak a szamszerti megéllapitasa a kdvetkez6 ,.kihivas” a kérmérés
problémakorében. Ezzel a 3.6—3.10 szakaszokban foglalkozunk.

3.4 (a) Kozbeiktatunk azonban egy latvanyosan érdekes és
matematika-torténetileg szinte ,,kihagyhatatlan” epizodot, amely
jol mutatja, hogy milyen fontossagot tulajdonitottak mar a korai
gb6rog matematikaban is a 3.2 alatti (V,) felismerésnek. Beszédes
tantii ennek Hippokratész™ holdacskdi, amelyek irant korunkban /
sem lankad az érdeklédés.** A ,holdacskdk” két kériv hatarolta
olyan ,kétszogek™ ill. ilyenek egyesitései, amelyeknek a teriilete 3.43 abra
megegyezik valamely sokszog teriiletével.

(b) Példaképpen tekintsiik a 3.4a abra AC, CB ,,holdacskait”; az ACB sz6g derékszog. A pitago-
rasz-tétel és 3.3 szerint

|AC holdacska| +|CB holdacska| +|AC korszelet| + |CB korszelet| =

=%~|AC|2 ~7z+%-|CB|2 = %-lAB|2 . 7 =|ABCM+|AC Korszelet| +

+|CB korszelet| ,
tehat a két holdacska egyiittes teriilete egyenld a haromszogével.

(c¢) Hippokratész mas, ennél egyszer(ibb és bonyolultabb holdacska-kon-
figuraciokat is vizsgalt (lasd a 3.4a, abrat — ahol egyetlen, korivek altal hatarolt
,holdacskarol” van sz — és a 3F.20 feladatot!). Err6l Eudémosz*? részletes le-
irasabol van tudomasunk, amelynek nem konnyt az értelmezése, de annyi bizo-
nyos, hogy Hippokratésznak nem volt ,,igazi” bizonyitasa arra a két tételre (va- 3.4a, abra

°A gordg geometriai algebranak fontos és széleskoriien mivelt teriilete volt — a pitagoreusok ota — az
Laranyossagok” (mai széval: aranyparok) ilyen értelmi elmélete. Euklidész Elemeiben egész tétel-halozat képvi-
seli ezt.

1% Chioszi Hippokratész kalandos életutjat csak nagyon bizonytalanul ismerjiik. Bizonyos azonban, hogy
az i. e. 5. szdzad 2. felében a legkivalobb athéni matematikusok koréhez tartozott, akinek jelentds része volt a
matematikai tudomanyossag térhoditasaban. Els6ként irt egy kora matematikajat 6sszefoglalo, Elemek cimti mii-
vet, amelyben a hagyomanyt az uj munkamodszerekkel és sajat folfedezéseivel 6tvozte. Leginkabb a harom nagy
klasszikus probléma kutatasaval valt hiressé. (Nem azonos a Hippokratész nevi i. e. 460?—377 élt hires orvos-
sal.)

1 Egy nemrég megjelent dolgozat szerzdje a ,.kvadralhatd” (= négyzetesithetd) ,,holdacskak™ atfogd al-
gebrai elméletét dolgozta ki.

'2 Rhodoszi Eudémosz (i. e. 4. sz.) filozofus, Arisztotelész nagyhirli tanitvanya, mesterének dsztonzésére
tobb olyan — csak toredékesen fennmaradt — tudomanytorténeti mivet irt (koztiik a geometria, az aritmetika és
az asztronomia torténetérdl), amelyeket a gorog matematika késébbi kutatoi kiemelkedden értékes forrasként
hasznaltak. Eudémosz fizikai és logikai irasai (amelyek talan sajat filozofiai iskolajanak szant tankonyvek vol-
tak) Arisztotelész filozofidjanak rendszerezését, fejlesztését €s terjesztését szolgaltak. Egyik matematikai irdsa-
ban (csak toredékeit ismerjiik) a sz0g fogalmanak értelmezésével foglalkozik. (Ez a gdrog matematikédban egyal-
taldn nem szamitott olyan egyszerti fogalmi problémanak, ahogyan pl. a mai iskolai matematika is sugallja.)
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l6jaban egy tétel két valtozatardl van szd), amelyekre az egész ,,holdacska-elméletet” folépitette:

Keét korlemez teriiletének aranya egyenld az atmérdk négyzetének ardanyd-
val.

Ket kiilonbozo, de hasonlo korszelet teriiletének aranya egyenlo az atmérck
négyzetének aranyaval.

(Két korszelet hasonlo, ha a kdzépponti szogiik megegyezik; 1. 3.4b dbra.)

A masodik konnyen levezethetd az els6bdl, annak pedig 3.2-ben lattuk az
Euklidész Elemek-b6l — tehat egy két évszazaddal kés6ébbi miib6l — idézett bizo- 3 4b abra
nyitasat.

(d) Hippokratészt nem a holdacskak érdekelték elsGsorban, hanem a kor négyzetesitése (,,eukli-
deszi” szerkesztéssel); a gorog matematikusok szazadokon at féleg azért érdeklédtek a holdacskak
irant, mert azokban biztaté jelet lattak arra, hogy nem lehetetlen dltalaban gorbevonalu idomokkkal
egyenld teriiletii sokszogeket szerkeszteni (amelyeket mar konnyen lehet euklideszi szerkesztéssel
ugyanolyan teriiletii négyzetekké atalakitani).*®

3.5 Arkhimédész ,,Kérmérés” ¢. munkaja ezzel a tétellel kezd6dik:

,»Minden kér egyenlo teriiletii azzal az E derékszogii haromszoggel, amelynek egyik befogoja a
kor sugara, a masik pedig egyenld a kor keriiletével. ” **

Arkhimédész indirekt bizonyitasa (3.5a abra™) a kovetkezo. 0 R M

(a) Ha a korlemez nagyobb lenne E-nél, irjuk be a korbe az
ABCD négyzetet, és felezziik a koriveket ismételten mindaddig,
amig a korlemeznek a beirt sokszog altal le nem fedett szeletei 6sz- P
szesen kisebbek nem lesznek a korteriilet és E teriilete kozti kii- ﬁ
16nbségnél.*® Akkor a beirt sokszog nagyobb lesz az E-nél. z

A kor N koézéppontjabdl AZ-re bocsatott NX merdleges ki-
sebb a kor sugaranal, vagyis az E egyik befogojanal. Ugyanakkor
azonban a beirt sokszog keriilete is kisebb, mint az E masik befogo-
ja’, és ezért a beirt sokszog kisebb lesz az E-nél. B C

Ez az ellentmondas mutatja, hogy a korlemez nem lehet na-
gyobb az E-nél. ) 3 54 dbra

(b) Tegyiik fel most, hogy a korlemez kisebb E-nél. Irjunk
akkor a kor koré egy négyzetet, felezziik a koriveket, és tekintsiik a kor érintdit az osztopontokban.™®
Ekkor az OAR sz6g derékszog, tehat OR nagyobb MR-nél (minthogy MR egyenl6 MA-val). Ezért az
ROP haromszog nagyobb, mint az OZAM idom. Az oldalszam ismételt felezésével elérhetd tehat,
hogy a koriilirt és a megfeleld beirt sokszog kiilonbsége tetszélegesen kicsi legyen, igy az is, hogy
kisebb az E és a korlemez kiilonbségénél, ami viszont kisebb, mint az E és a beirt sokszog kiilonbsége;

3 Ez hia reménynek bizonyult, de ezeket a kérdéseket csak sokkal—sokkal késébb tisztazhattak, az olyan
sulyos eredmények felhasznalaséval, mint a 7 irracionalitisa és az euklidészi szerkeszthetség algebrai elmélete.

" A tétel kimondésa a mai matematikai felfogasban feltételezi a korvonal rektifikalhatésdagat (ivhossza-
nak 1étezését). Ez a ,,fogalom” azonban a gérég matematikaban még ugyantigy nem létezett fogalomként, mint a
tertilet ,,fogalma” (vagyis csak naiv-intuitiv elképzelésként szerepelt).

Mértékgeometriai kontosbe oltoztetve a tétel azt mondja, hogy k-val ill. t-vel jeldlve az r sugart korlemez
keriiletét ill. teriiletét, r-k =2t, amibdl k kifejezhetd t-vel ill. t kifejezhetd k-val.

A pontok betiijelolése azért tlinhet kissé furcsanak, mert ez az eredeti — ill. az arab kozvetitéssel fenn-
maradt — mi eredeti abréja.

'® Ezt Eudoxosz axiomaja teszi lehetové (Elemek XII. 2., lasd 1.12(g), 3.2(d)), ui. a kdrlemeznek a beirt
2n oldalu szabalyos sokszog altal le nem fedett része kisebb, mint a beirt n oldalt szabalyos sokszog altal kiha-
gyott rész fele. (Ez elemi geometriai folismerés, figyelembe véve a korvonal konvexitasat is. V.6. 3.2(d).)

Ez akkor evidens, ha az ivhossz mai mértékgeometriai fogalmat hasznaljuk.

'8 Az érinté »~fogalma” is egyike azoknak, amelyek csak naiv szemléleti formaban léteztek a gérog mate-

matikaban. Ezzel majd részletesen foglalkozunk egy késébbi fiizetben.
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végill is a koriilirt sokszog kisebb lesz E-nél. Ez azonban lehetetlen, hiszen az E derékszogli harom-
szog egyik befogoja egyenlé NA-val, a masik pedig kisebb a koriilirt sokszog keriileténél', tehat ép-
pen hogy forditva: az E kisebb a koriilirt sokszognél.

(c) Minthogy tehat a kérlemez sem kisebb, sem nagyobb nem lehet az E-nél, csak egyenlé lehet
vele, ami bizonyitand6 volt.?°

3.6 (a) Arkhimédész masodik tétele a Kormérés-ben mar a korlemez teriiletének és az atmérd
négyzetének a viszonyat igyekszik szamszertien (értsd: racionalis szammal) megkozeliteni; mai felfo-
gasunkban a 7 szamszer(, racionalis kozelitésérdl van szo. A tétel igy szol:

A kor teriiletének és az atmeérd négyzetének a viszonya megkaozelitleg 11:.14 .

(b) Bizonyitas. (3.6a dbra.) Az AB atméroju kor koré irjuk a CE négyzetet; legyen tovabba DG
kétszer akkora, mint CD, GZ pedig CD egy hetede. Minthogy ACG és ACD aranya 21:7, ACD és
AGZ aranya pedig 7:1, azért ACZ és ACD aranya 22:7.%

C D G 7
A B
E
3.6a abra

Minthogy a CE négyzet egyenlé az ACD haromszog négyszeresével, az ACZ haromszog teriilete
pedig megkozelitdleg egyenlé az AB kor teriiletével (minthogy az elsé tétel szerint a kor teriilete

egyenld AC és a kor keriilete szorzatanak a felével, a keriilet pedig koriilbeliil az atméré 2—72 -Szerese,

ahogyan be fogjuk bizonyitani®®), azért a kor teriilete megkozelitdleg ugy aranylik az atmérd négyzeté-
hez, mint 22 a 4-7-hez, vagyis mint 11 a 14-hez, ami bizonyitando volt.

s

meggondolasokra is).

%0 (a) Ebben a magyar nyelvii leirdsban majdnem teljesen hiien adtuk vissza Arkhimédész megfogalmaza-
sat. gy ez tanulsagos példaja lehet annak, hogy a sokkal kés6bbi szimbolikus képlet-nyelv hianyaban mennyire
nehéz a tisztan szoveges megfogalmazasokat kovetni. (Erre ennél sokkal bonyolultabb példakat is idézhetnénk a
gorog matematikabol.)

(b) A tételben és a bizonyitasban mai szemmel nézve hidnyzik annak garanciaja, hogy a szereplé idomok-
nak abban a szamtartomanyban, amely annak a kornak a matematikdjaban hasznélatos (ez Arkhimédész koraban
a racionalis szamok tartomanya) egyaltalan létezik szamszeri teriilete. (Ma tudjuk, hogy ez nincs garantélva.)

L Ez az eredeti szoveg hii forditasa. Valojaban azonban minden indoklas nélkiil kimondhato, hogy ACZ
és ACD aranya 227, mégpedig az dbranak az elsé mondatban 1év§ leirdsa alapjan.

2 A Lbe fogjuk bizonyitani” szdvegrész a kdvetkezod €s egyben befejezd, harmadik tételre utal. J. L. Hei-
berg (nagyon hires matematikatorténész), aki Arkhimédész e milivének kéziratat gorog és latin nyelven 1880—81-
ben kiadta és kommentalta (azota Arkhimédész ismert miiveinek teljes vagy részleges angol, német, francia, hol-
land, orosz stb. nyelvi kiadasaiban tobbszor is megjelent) megjegyzi, hogy ez a harom tétele bizonyara csak to-
redéke egy nagyobb miinek, és hogy a masodik és harmadik tételt a megforditott sorrendben kellene leirni. Ezt a
szerkesztési ,,rendetlenséget” Heiberg nem Arkhimédésznek tulajdonitja, hanem a két évezredes sokszori atma-
solasnak, forditasnak és atszerkesztésnek. (A harmadik tétel egyik eredményének a felhasznalasa a bizonyitasban
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3.7 Az el6z6 tétel eredménye — 3.3 alapjan — igy is kifejezheto: % kozelit értéke a %—nek,

vagyis ? kozelité értéke (pontosabban: felsd becslése) a w-nek.

A kovetkez6 tételbdl a 7-nek egy also becslése is adodik.

3.8 (a) Harmadik tétel. Minden kor keriilete nagyobb az datméré haromszorosandl, mégpedig ke-
vesebbel nagyobb, mint az atmérd egy hetede, de tébbel, mint az atmérd tiz hetvenegyedrésze.

(b) Ennek a tételnek a bizonyitasat mar nem irjuk le (a tobblépcsds felépités, a sok szamitas, a
potlandé nem kozolt szamitasok, a sziikséges abrak és kommentarok miatt csak 8-10 oldalon tudnank
megfogalmazni), de érzékeltetjiik a bizonyitas gondolati szerkezetét és bizonyos eszkozeit, amelyek-
nek ,,hagyomanyteremtd” szerepiik lett a matematika torténetében.

Arkhimédész el0szor a korbe irt és a kor koré irt szabalyos hatszogon végzi szamitésait; azutdn
rendre megkett6zve az oldalszamot, a beirt ill. koriilirt szabalyos 12-, 24-, 48- és 96-sokszogre tér at.
Ezt raadasul rekurziv médon teszi, vagyis minden lépésben felhasznalja az el6z6 1épés eredményeit
(konkrétan: az atmér6 viszonyat a mindenkori beirt ill. koriilirt szabalyos sokszog kertiletéhez ill. en-
nek a viszonynak alsé és felsé becsléseit).?

A modszert a kovetkezd principiumokkal irhatjuk le:

1. A korkeriilet — és hasonloan a korteriilet — ,,kiszamitasa” kétoldalu kozelitéssel torténik, egy
elvben végtelen sok 1épésbdl 4ll6 munkafolyamatban; minden 1épésben egy beirt és egy hozza hasonlo
kortilirt sokszog keriiletét ill. teriiletét szamitjuk.

2. A kiindul6 1épésben az oldalszam: 6.

3. A kdvetkezo 1épések mindegyikében az el6z6 1€pésbeli oldalszam kétszeresét vesszik.

4. Torekvés az eljaras rekurzivva tételére.

(¢) Ennek a gondolkodasmaodnak jellegzetes elvi-fogalmi oldala (az 1., 4. principiumok) és gya-
korlati-célszeriiségi oldala (a 2., 3. principiumok) van, amelyek sajatosan osszekapcsolodnak.”* Ez a
szabad, bator, eldremutato, szinte ,,modern” gondolkodasmodd az eredetiségével kiemelkedett a gordg
matematikabol €s sok tekintetben a késobbi szdzadok matematikai vivmanyainak dsmintait szolgaltat-
ta. Az egyik ilyen — nagyon fontos — archetipus éppen a most megbeszélt harmadik tétel bizonyitasa-
nak modszere.

3.9 A 4. principium — radikalis ujitds a géorog matematikdban, a mozgékonysaga és az approxi-
macids szemlélete révén! — késdbb algoritmikussa fejlodott azaltal, hogy az egyes 1épések kozotti at-
menetnek egységes és képletszerli lehetdségét keresték. (Ennek a konkrét kormérés-témakoron tal is
messzehato jelentdsége volt.) Példaképpen kozoljiik az egyik ilyen rekurzios eljarast, amely a formu-
lainak szimmetriajabol fakado szépségével tiinik ki jonéhany mas kdrmérési rekurzio koziil.

ton :\/tn'_Tn Ko = 2k. ki ‘;n Jelolesek:
Ty = 2-T, -ty noomn Szabalyos sokszogek Teriilet Keriilet
Th +1on kon = kn-Kan Beirt n-szog ¢ k.
(n=3,4,..)) Koriilirt n-szog T, K

s

nyilvanul meg.)

2% Talan ezért is allt meg Arkhimédész a 96-0s oldalszamnal; bizonyara mar tal bonyolult lett volna a 96-
rol 192-re valo attérés.

2 »Harmadik oldalként” ide kapcsolddik Arkhimédésznél a matematikan kiviili eszk6zok felhasznalasa
matematikai problémak megoldasanal. Err6l 3.12-ban kiilon fogunk szo6lni.
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Ezek az un. Arkhimédész-féle rekurzios formuldak két olyan kézépértékbdl éplilnek fel, amelye-
ket a gorog matematikéban is jol ismertek és sokat vizsgaltak: a mértani kozépbdl és a harmonikus ko-
zépbdl. Ez a rekurzid azonban — ebben az explicit képletszeri formaban — valoszinileg a 17. szazad-
bol szarmazik.*®

e e g g a1 m1es 1 1
3.10 (a) Arkhimédész ,,harmadik kormérési tételéb6l” a w-nek az 37—2 <rm< 3; approximacioja

adédik, vagyis % <z< g - tizedes tortben kifejezve 3,140845... < 7 < 3142857... és igy 7 =314... ,

de ez persze anakronisztikus, csak azért kozoljiik, hogy a mai olvasonak hatarozott képe legyen a meg-
kozelités erésségérdl.?

(b) Bizonyos, hogy voltak Arkhimédész-miivek, amik nem maradtak fenn; ilyenekrél mas szer-
z6k irasaiban talalhato utalasokbol szerezhetiink tudomast. Idevagé példa Heron?’ kozlése a Metrica c.
miivében arrol, hogy Arkhimédész egy masik (szamunkra ismeretlen) irdsaban egy masik szamitassal
Iényegesen jobb eredményt ért el a 7 megkozelitésében. A fennmaradt gorég Heron-szovegben azon-
ban biztosan hibas szamok szerepelnek, és kiillonbdz6 kutatok kiilonbozoképpen értelmezik ezt a szo-
veget. A gorog matematika egyik legkivalobb tudosa, Sir Thomas L. Heath A Manual of Greek Mathe-

?® Talén James Gregory (1637—1675) fedezte fol. James Gregory igen sokoldalq, jelentds alakja volt az
analizis torténetének kozvetleniil a leibnizi-newtoni nagy fordulat el6tt (és annak jonéhany vivmanyat anticipal-
va). Az itt emlitett feltételezés nem fliggetlen attol a tényt6l, hogy Gregory sok késébbi matematikai eszkoz és
eljaras el6futaraként az intervallumskatulyazas modszerének is korai elokészitéje volt.

26 Arkhimédésznek ebbél a csak toredékesen fennmaradt miivébél is kittinik, hogy 6 a numerikus szami-
tasokban is kimagaslott a gérog matematikusok koziil. A ,,harmadik tétel” bizonyitasaban jonéhany nagyszeri
szamitast talalhatunk; ezekbdl példaképpen felidézziik az elsét (a legegyszerlibbet).

Legyen EBC (az eredeti betlijeleket hasznaljuk) egy derékszogii haromszog; a C-nél 1év6 szog a derék-

sz0g, a B-nél 1évo szog pedig 30%-0s (Arkhimédésznél: ,,egy derékszog harmada”). Ekkor — 4llitja a szerzd, min-
den magyarazat nélkiil —

EB:BC =306:153, EC:CB ~265:153.
Nyilvanvald, hogy EB:BC =2:1(hiszen EBC egy szabalyos haromszog ,,fele”); de vajon miért éppen a 306,
153 szamokkal jeleniti meg Arkhimédész a 2:1 aranyt? A kovetkezd elemzést Arkhimédész miiveinek A. Czwa-
lina és F. Rudio altal gondozott német nyelvi kiadasanak egyik kommentarja nyoman kozoljiik.
A magyarazatot a masodik arAnypar kiszamitasaban talalhatjuk meg. Legyen BC =1. Minthogy
EC?:BC? =(2%-1°):1° =3:1,
azért olyan szamokat kellett talalni EC :CB kozelit6 racionalis megjelenitéséhez, amelyek négyzeteinek az ara-

nya nagyon kozel esik a 3-hoz. Marmost 2657 = 70225 csak 2-vel kisebb, mint 3-153% =3-23409 = 70227,

2
et 200 210225 4 igy 265%:153% ~3:1; EC:CB alig valamivel nagyobb, mint 265:153.
3.153%2 70227

(Valéban: EC:CB=4+/3=1,732050..., 265:153=1,732026... ; itt tehat tulajdonképpen /3 -nak egy na-
gyon j6 racionalis megkdzelitésérdl van szo.)

Ez indokolja tehat a 153 felhasznalasat az els6 aranyparban is.

%" Alexandriai Heron (i. e. 150 és i. sz. 250 kozott, a legvaldsziniibb, hogy i. sz. 100 koriil élt) munkassa-
ga annak az antik ,,alkalmazott matematikai” vonulatnak a csticsa, amelynek a ,klasszikusa” a gdrog matemati-
kaban Arkhimédész volt. (Erdekes, hogy emellett sokat foglalkozott matematikaval az euklidészi tradicio kereté-
ben is — kommentarokat irt az Elemekhez, Euklidész szellemében definialt fogalmakat, bizonyitott tételeket — ,
amelytdl a f6 munkaiban erételjesen elszakadt.) Sok gyakorlati, valodi ,,alkalmazési” feladatot oldott meg. Tech-
nikai alkot4sainak fizikai alapjai nagyon eléremutatok voltak.

A mai iskolai matematikatol sem idegen a haromszog teriiletének Heron-féle ty/= \/ s(s—a)(s—h)(s—c)

formuléja, amelyet azonban val6sziniileg mar Arkhimédész is folfedezett.
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matics c. fontos konyvében (1963) a legjobb olvasatnak azoknak a kutatoknak az értelmezését tartja,
akik szerint a

211875 195888
<<

67444 62351

approximaciordl van sz0, ami tizedes tortben kifejezve azt jelenti, hogy 3,141495...< 7 <3,141697...,
¢és ez a m-nek harom els6 valddi tizedes jegyét szolgaltatja: 7 =3,141... (valdjaban 7 =3141592...).

(c) A xm valés szam vizsgalatanak (sokféle modon, de a szazadok folyaman egyre inkabb az
analizis eszkozeivel) igen gazdag torténete van. (Ide tartozik a x irracionalis, s6t transzcendens vol-
tanak a problematikdja is. Az arkhimédészi korkitoltés mégis megmaradt a kormérés ,.klasszikus”
modszerének.)

3.11 (a) A ,klasszikus” exhausztios (kitoltési) eljards Arkhimédész koraban mar nem szamitott
igazan ujnak, hiszen példaul mar Euklidész 3.2-ben ismertetett korkitoltése szabalyos sokszogekkel?®
is olyan elven alapul, amelynek gondolata Eudoxoszra (s6t még régebbi forrasra: Antiphonra) vezethe-
t6 vissza. Arkhimédész azonban — a 3.8(b)-ben jelzett principiumokkal — numerikus szamitasra alkal-
mas modszerré fejlesztette ezt az elgondolast, aminek igen nagy és messzire hato volt a technikai és
algoritmikus jelentdsége.

Erdekes torténeti ellentmondas ugyanakkor, hogy ez a technikai-algoritmikus fejlédés, amely
kétségteleniil egyik fontos forrasava valt a mértékfogalmak fogalmi kikristalyosodasanak (bar igaz,
hogy torténelmileg nagyon kés6n), mai szemmel visszatekintve hosszu ideig hozzajarult a fogalmi bi-
zonytalansagok tartositasahoz, s6t novekedéséhez. Ezekben a nagyon hossz korszakokban — leegy-
szeriisitve és tomoren fogalmazva — nem volt vilagos a mértékfogalmaknak (mint terilet, keriilet) a
viszonya a szamitasi eljardsokhoz.

(b) Kissé részletesebben, a 3.8(b) alatti elemzést folytatva:

A kitoltési eljarasnak azt a — mara mar régota megmerevedett hagyomannya valt — korlatozasat,
hogy éppen a beirt szabalyos hatszoggel kezdjiik a sorozatot, aligha lehet massal magyarazni, mint az
Arkhimédészre visszatekinté hagyomannyal. Praktikus szempontb6l példaul a beirt négyzetnek leg-
konnyebb a teriiletét kiszamitani.”

Az oldalszam kovetkezetes megkettézése kétségteleniil nagy praktikus elényokkel jar. A 3.9
alatt felidézett rekurzids formulak beszédes bizonyitékai ennek. (A skatulyazasi és konvergenciaprob-
lémak kezelésében is konnyebbséget jelent ez.)

Nagyjabol azt mondhatjuk, hogy ezek a specialitasok jol szolgaljak a praktikum mellett a szem-
1életességet is, bar nehéz belatni, hogy miért lenne kevésbé szemléletes, ha a szabalyos hatszog helyett
pl. a szabalyos 6tszoggel kezdjiik a kimeritést.

A szemléletesség tekintetében a f6 szempont az, hogy teljesen nyilvanvalo: A korbe irt szaba-

lyos k-2" -szOgek (K a kezd6 oldalszam, n=0,1,2,...) sorozatanal a szamszerii teriiletek szigortian

. 2n+1

monoton novekedd sorozatot alkotnak. (Ui. a K -oldalu szabalyos sokszog gy helyezhetd —

vagyis forgathato — el a kérben a k - 2" -oldaltthoz képest, hogy azt valédi részként tartalmazza.)*
Osszefoglalva: Praktikus szempontbdl és a szemléletesség szempontjdbSl®* kétségtelenek az
arkhimédészi nagyon specialis eljaras elényei.

28 pontosabban belsd és kiilsé kozelitésrdl van szo.
29 Igaz, hogy a keriilet tekintetében viszont a beirt szabalyos hatszdg a legegyszerlibb — ti. trivialis — eset.
Azért, hogy tudatosan atlassuk ezt az elényt, gondoljunk arra, mennyire lehetetlen ,,szemléletesen” el-
donteni, hogy pl. a korbe irt szabalyos 59-szognek valoban nagyobb-e a teriilete a beirt szabalyos 58-sz6génél (a-
hogyan mindenki — az iskolasok biztosan — ,.elvarja” és legtobbszor minden tovabbi nélkiil feltételezi). Ez az
egyenl6tlenség egyébként igaz, de egyaltalan nem evidens (I. a 3F.2 feladatot).
Az esztétikai szempont sem lényegtelen!
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(c) Fogalmi szempontbél azonban nagyon nagyok a hianyossagok, hacsak nem akarjuk a tertilet
fogalmat egyetlen ,,mérési” eljarashoz kdtni, mintegy azzal definidlni.

Egyrészt nem lehet matematikailag megindokolni egy konkrét mérési eljaras preferalasat, még
egy bizonyos idomra vonatkozélag sem. Miért ne lehetne pl. a kérlemezt beirt szabalyos sokszogeknek
mas sorozataival ,.kimérni” (nem a szabalyos hatszoggel inditva, nem mindig megkétszerezve, hanem
masképpen novelve az oldalszamot stb.); miért kell szabalyos sokszogekhez ragaszkodni, miért nem
lehet pl. egybevagd négyzetek egyesitéseinek (sziikségképpen nem-konvex sokszdgeknek) valamely
sorozataval approximalni a korlemezt® ?

Masrészt szinte lehetetlen lenne kiilonbézé idomokhoz kiilonbozoképpen ,,idomitott” teriiletfo-
galmak ko6zott kapcsolatokat kidolgozni és ebbdl egy egységes elméletet folépiteni. A régiek is ab-
szurdnak tartottak volna, hogy pl. a kdrlemez és a parabolaszelet® teriilete fogalmilag ennyire kiilon-
boz6 legyen. Ellenkezdleg: egységes, de megalapozatlansagaban ,tulzottan is egységes”, hamisan
,problémamentes” intuitiv elképzelésiik volt a teriiletrol.

(d) Egy idomhoz tarsitott egyetlen konkrét exhausztié inkabb elhomalyositja a teriilet fogalmat,
mert annak lényegéhez tartozik, hogy valamely — jol definialt — osztalyhoz tartozé kiilonb6z6 mérési
eljarasok egyenértékiiek.

Ett6] pedig meg kell kiilonboztetni azt a praktikus kérdést, hogy az egyenértékii eljarasok koziil
melyiket valasszuk a konkrét numerikus szamitashoz.

Ez a tisztazatlansag, amely igen szorosan Osszefligg a valds szam fogalmanak tisztazatlansaga-
val, torténetileg nagyon hosszu ideig fennmaradt, mik6zben a teriiletszamitas technikai rohamosan fej-
lédtek. Végiil mindkét probléma — egymadssal 6sszefonddva — a 19. szdzad végén oldodott meg.

Az iskolai matematikaban azonban mind a mai napig tovabb élnek ezek a fogalmi zavarok.

A kovetkez6kben bizonyos mas tipusu idomoknak, a parabola-szeleteknek Arkhimédész altal
nagyon hiressé valt mérési problematikdjat ismerhetjiik meg.

" 3.12 A parabolaszelet teriilete, statikai modszerrel levezetve, Arkhimédész ,,Modszer” c. miive-
bal.

(a) Tekintsiik az ABC parabolaszeletet, amelynek BD az AC hurhoz tartozé atméréje® (3.12a ab-
ra). CF a parabola érint6je a C pontban. P az AC parabolaiv valamely pontja, AKF és OPNM parhuza-
mos BD-vel. A CB szakasz B-n tuli meghosszabbitasa az N pontban metszi MO-t és K-ban az FA-t.
Legyen tovabba KH =KC.

(b) A parabola tulajdonsagaibol ad6dik™, hogy

(c1) MO:OP=HK:KN és (c,) EB=BD, ¢ésigy MN=NO ¢és FK =KA.

(d) Tekinsiik HC-t egy kétkart emel6 radjanak; K a kdzéppontja. Egy a PO-val egyenlé TG sza-

F
M
T| E
NG ——
H| K N> C
P
D
X 0]
3.12a abra

%2 Lasd a Peano—Jordan-mértékrdl szol6 szakaszokat.
%% Az utobbinal nyilvan alkalmatlan eszkoz a ,,beirt szabalyos sokszog”; egészen mas kitdltési eljaras bi-
zonyul ﬁraktikusan hasznalhatonak (1. alabb 3.12-3.14).

Ez valojaban Eratosztenészhez, az alexandriai kutatokdzpont neves tuddsahoz és konyvtarosahoz inté-
zett levél. Ezt a miivet nagyon késén — 1906-ban! — fedezte 6l a gorég matematika egyik legnevesebb kutatoja,
adan J. L. Heiberg, egy palimpszesztben, Isztambulban. Az irasmi targyarol 1. alabb a 3.13 szakaszt.

B A parabola tengelyével parhuzamos, az AC szakasz D felezOpontjan atmend egyenes.
% Arkhimédész ezt a kupszeletek elméletébdl hasznalja fel.
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kasz,amely igy van elhelyezve, hogy a kdzéppontja a H ponttal ess¢k egybe, K-ra nézve egyenstlyban
van MO-val, amelynek a kozéppontja N. (Ez (c;)-bél és az emel6torvénybdl kovetkezik.®’) Hasonlot
mondhatunk minden BD-vel parhuzamos egyenesnek az ACF haromszogbe ill. az ACB haromszogbe
esO szakaszardl, amelyek rendre egymashoz tartoznak.

(e) Ha tehat ugy tekintjiik, hogy az egész parabola-szelet a H pontban hat, akkor egyensulyban
van az ACF haromszoggel, amely az eredeti helyén van.

Marmost az ACF haromszog stlypontja a CK szakasznak az a W pontja, amelyre CW =2-WK,
és az egész ACF-et tigy tekinthetjiik, mint amely az egész ,,tomegével” a W pontban hat. gy hat (az
emel6torvény szerint)

ABC parabolaszelet : ACFV=WK: KH =1: 3,
(3.12a abra), vagyis

Itt hat a
parabolaszelet

ABC parabolaszelet = % -ACFV= % - ABCV*® : I VR E—

(3.12b abra), ami bizonyitando volt. 3.12b é4bra

3.13 Neéhany kiegészité megjegyzés.

(a) A ,,Moddszer” bevezetd részében Arkhimédész nagyon vilagos, talalo fogalmi megkiilonboz-
tetéseivel a mai olvasd szamara is meglepden ,,moderniil” hat6é gondolatait ismerteti annak a ,,mecha-
nikai” (mai szavainkkal inkdbb statikai) modszernek az ismeretelméleti értékelésérdl, amely ennek az
irasnak a targya. A modszer lényege: statikai modellek (konkrétan: az emel6torvény) felhasznalasa te-
rlletek és térfogatok kiszamitasara. (A 3.12-ben bemutatott parabolakvadraturan kiviil néhany forgas-
test térfogatanak kiszamitasara is alkalmazza a modszert.)

Arkhimédész szerint az ilyen ,,geometrian kiviili” eszk6zok felhasznalasan alapulo levezetések
nem tekinthetdk ,,geometriai” — vagyis ,,tudomanyos” — bizonyitasnak; inkabb heurisztikus az értékiik,
vagyis a geometriai tények folfedezését szolgaljak, és ebben az értelemben primer szerepiik van a meg-
ismerési folyamatban. Ez utan kovetkezik, szekunder fazisként, a valodi — tisztan geometriai eszko-
zokkel torténd — bizonyitas. Arkhimédész dnmagarol azt mondja, hogy a megismerd tevékenysége
(ezen a terlileten) éppen igy épiil f6l.

Arkhimédész altalanosabban is vilagosan latja a megismerési folyamatnak ezt a ,.kétlépcsés”
szerkezetét (nem csak a mechanikai modellek vagy egyéb matematikan kiviili eszkdzok hasznalata ér-
telmében). A primer fazisnak igen nagy jelentdséget tulajdonit a szekundér fazis eredményessége szem-
pontjabal is. Példaképpen méltatja Démokritosz munkajanak értékét, aki ilyen heurisztikus értelemben
(de bizonyitas nélkiil) folfedezte, hogy a kup térfogata harmada az 6t befogadd hengerének és a gtila
térfogata harmada az 6t befogad6 hasabénak, amiket azutan Eudoxosz bizonyitott be. (Valdjaban azu-
tan maga Arkhimédész adott ,,igazi” bizonyitasokat ezekre a tételekre.)

(b) A Démokritosz—Eudoxosz—Arkhimédész fejlddésvonalnak két masik aga is megjelenik egy-
részt a ,,Mddszer”’-ben, masrészt példaul a ,,Kormérés”-ben és a ,,Parabolakvadratara”-ban. Arkhimé-
dész a ,,Modszer” itt ismertetett részletében példaul a Démokritosz-féle atomisztikus felfogast fejleszti
tovabb, amely majd csaknem 2000 év mulva éppen Arkhimédész nyoman a hires Cavalieri-elvben éled
ujra (lasd 3.19); a ,,Kormérés” itt bemutatott részlete pedig — épp ugy, mint a parabolakvadratura fela-
datanak masik, ,.tiszta geometriai” modszere (1. alabb 3.14) — az Eudoxosz-féle kit6ltési elvnek tudatos

37 Arkhimédészt tobb statikai alaptorvény, koztiik az emel6torvény folfedezdjének tartja a tudomanytorté-
net.

% Az itt felhasznalando |ACFM=4-JABGO/| kapcsolat nem csak a hiromszog mértékgeometriai — a mai
iskolai matematikabol is ismert — teriilet-formulajabol adodik kdnnyen, hanem a teriilet-egyenldségnek (példaul
az atdarabolhatosag értelmében) Arkhimédész koraban jol ismert elméletébdl is. (L. a 3F.10 feladatot.)
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alkalmazéasa®, amely majd szintén két évezred mulva és szintén ,,Arkhimédészre visszanyulva, az in-
tegralszamitasban teljesedik ki”*®. (Démokritoszrél lasd a 3.21-hoz fiizott labjegyzetet is.)

(c) Arkhimédész messze meghaladta sajat korat; nem is akadtak méltd kovetdi egészen a 17.
szazadig.

3.14 (a) A Parabolakvadratira®™ cimii miivében® Arkhimédész két bizonyitast ad a parabola-
szelet teriiletérol szolo nagyon hires eredményére. Az egyik a ,,Modszer”-ben kozolt ,,mechanikai” bi-
zonyitasnak egy valtozata™. A masik pedig az a , tiszta geometriai” bizonyitas, amelynek a sziikséges-
ségét a ,,Modszer”-ben kifejti (1. 3.12, 3.13). Most ezt ismertetjiik.

(b) A parabola AB hurja kijeloli az ABCD paralelogrammat és az ABGNH parabolaszeletet; a
htrhoz tartoz6 atmérd (a hur M felezOpontjan atmend, a parabola tengelyével parhuzamos egyenes)
MN, és CD a parabola érintSje az N pontban (3.14a abra).** A tétel igy szol:

Az ABGNH parabolaszelet teriilete egyenlo az ABN haromszog teriiletének :’4), -aval.

M !
3.14a abra

%9 Ezt mar az Euklidész Elemek-bél 3.1-3.3-ben felidézett, a kormérésre vonatkozo részletben is lattuk.

Az idézojellel azt kivanjuk érzékeltetni, hogy ez a némileg félrevezetd mondat szinte szlogenné valt az
Arkhimédészrol sz616 sok ismertetésben; azt a képzetet kelti, hogy Arkhimédész ilyen munkai kdzvetlen eléké-
pei a matematikai analizisnek, konkrétan az integralszamitasnak. Valdjaban azonban igen lényeges fogalmi elté-
rések vannak ezek kozott; az integralszamitas nem egyenes folytatasa Arkhimédész exhausztios modszereinek.
(Lasd alabb a 3.15 ¢és az integralszamitasrol szol6 szakaszokat.)

Y Eza hagyomanyos elnevezése annak a feladatnak, amely valdjaban a parabolaszelet — a parabola-gorbe
¢és annak egy hurja altal hatarolt idom — kvadrataraja. Maganak a ,.kvadratira” szonak az eredeti jelentése ,,négy-
zetesités”, atvitt értelemben a szamszert teriilet megallapitasat nevezték igy szazadokon at, és ez az elnevezés
késobb értelemszeriien hozzatapadt a hatarozott integral kiszamitasahoz is.

“2Ezis maganlevél (mint Arkhimédész legtobb fennmaradt miive). A cimzett: Dozitheosz (i. e. 3. sz. 2.
fele), matematikus és csillagasz (matematikai munkassagat nem ismerjiik), Konon (i. e. 3. sz.) csillagdsznak —
Arkhimédész baratjanak — tanitvanya. Arkhimédész — ahogyan a bevezet6ben irja — eredetileg Kononhoz intézte
ezt a levelet, és annak halala utan kiildte el Dozitheosznak. Kononnak sem ismerjiilk a matematikai eredményeit.
Bizonyos azonban, hogy Arkhimédész sokszor kozolt Kononnal bizonyitatlan sejtéseket, de a levelezésiikbol
nem sikeriilt megallapitani, hogy milyen része volt Kononnak ezek bizonyitasaban ill. cafolataban.

3 Valgjaban egy kissé specialisabb tételrdl van sz6, amely a parabolanak nem tetszdleges szeleteirdl szol,
hanem csak azokrol, amelyeket egy a parabola-tengelyre meréleges hur 1étesit.

A parabola tengelyének nincs szerepe ebben a témakorben; Arkhimédész abrajan sem szerepel. Mégis
foltlintettiik (a t egyenessel), hogy az iskolai matematikan nevelkedett mai olvasd kdnnyebben tajékozodhasson
az abran.
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(c1) A bizonyitas els6 részében annak Kimutatasa torténik, hogy az ABN haromszoghoz hozzail-

lesztett ANG’, BGN haromszogek teriilete (E " ill. E az AM ill. MB szakasz felezépontja) egyenként %-

a, egyiittesen tehat %-e az ABN haromszog teriiletének. Ezt a parabola mértékgeometriai tulajdonsa-

gaira utalva éllitja Arkhimédész, de a levezetést nem kozli. Lehet hogy nem mértékgeom, hanem eud.

(c1*) Ezt a hianyz6 levezetést konnyen rekonstrualhatjuk abbol a realis foltételezésbdl kiindul-
va, hogy Arkhimédész jol ismerte a gorog kupszelet-elméletet.”® (Ugyanezt foltételezhetjiik a levelezd
partnereirdl is, igy hat természetes, hogy nem tartotta sziikségesnek a levezetés leirasat.) Marpedig en-
nek az elméletnek az volt az alapja, hogy bar

— a ,.kupszeleteket” valoban kup-szeletekként értelmezték,
Azutan azonban

— folfedezték, hogy ezeket az alakzatokat sik-gorbéknek tekintve, milyen alaptulajdonsagaikkal

lehet 6ket definialni

(ami altal f6loslegessé valik, hogy a tovabbi tulajdonsagok kutatasahoz minduntalan az eredeti térbeli
szarmaztatasra utaljunk vissza).

Ebben az elméletben a parabola sikbeli értelmezése a kdvetkezo:

Legyen ABCD egy paralelogramma. M ill. N az AB ill. CD szakasz kdzéppontja, E az MB sza-
kasz tetsz6leges belsé pontja. Ha marmost a G pontot ugy jeldljiik ki az EF szakaszon, hogy

(S) |FG || CB|=| FN[%|CN |2 *
és ezt a lehetséges E pontok mindegyikére megtessziik (az AM szakasz E’ bels6 pontjaira analog mo-
don), akkor az igy meghatarozott G pontok alkotjak a parabola-gorbét (3.14b, abra). *’

D

3.14b, abra 3.14b, abra

*® Euklidésznek is volt egy ilyen targyt miive, aminek a tartalmat nem ismerjiik (a mii elveszett); Arkhi-
médész azonban bizonyara ismerte.

(A gorog kupszelet-elmélet azutan Apolloniosz munkéassagaban teljesedett ki. A kronologikus rend: Eu-
klidész i.e. 300 koriil, Arkhimédész i.e. 250 koriil, Apolloniosz i.e. 200 koriil.)

*® Minthogy a gérég matematika nem hasznalt szimbolikus képlet-nyelvet, az (S) 6szefiiggés is csak szo-
veges leirasban jelenhetett meg.

47 Logikai funkciojat tekintve az (S)-et a parabola Gn. szimptémdja-ként kezelték. (Ez a gérog eredetli sz
a mai nyelviinkben is hasznalatos ,tlinet”, ,kortliinet”, ,rossz dolog ismertetdjele” jelentéssel.) A gorog
matematikaban egy dolog (objektum vagy kapcsolat) szimptoméja a dolog olyan ,alaptulajdonsagat”,
,»karakterisztikus tulajdonsagat” jelentette, amelyet jol lehet hasznalni a dolog vizsgalatanal.

Tulajdonképpen egyfajta definiciorél van szo. A definiciéo fogalma azonban altalanosabb (elvontabb) a
szimptomaénal, mert nem tartalmazza az emlitett gyakorlati szempontot. A gorbék szimptomai a gérég matema-
tikaban olyasfajta szerepet toltdttek be, mint a mai analitikus geometridban a gorbék egyenletei vagy
karakterisztikus geometriai tulajdonsagai. (Lasd ezzel kapcsolatban és konkrétan az (S) szimptomara nézve a
3F.26 feladatot!)
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A (cy)-beli konfiguraciot ugy nyerjiik, hogy E-t specialisan az MB szakasz felezépontjanak va-
lasztjuk, amikor is az NB, EF szakaszok H metszéspontja felezi mindkét szakaszt, tovabba az MA sza-
kasz folott ugyantigy jarunk el, mint az MB szakasz f616tt (3.14b, abra). Ekkor G is felezi az FH sza-
kaszt. Marmost

|NHG|:%-|NEH|, |HBG|:%-|EBH|,
tehat
1 1
INBG|=1-|NEB|=2.|NMB],
2 4
hasonl6an
| NG'A|:%-| NAM |,
és igy valoban
INBG [ +] NG'A|:%-| NAB|.

(c,) Ha a parabolaszelet kitoltését hasonloképpen folytatjuk 4, 8, 16, ... haromszog hozzavételé-
vel, minden ilyen 1épésben hasonloképpen az el6z6 1épésbeli névekmény negyedével névekszik a ki-
tolt6 haromszdgek egyiittes teriilete.

(c3) Mai gondolkodasunkkal ebbdl a helyzetb6l igy haladnank tovabb:

1. Ha sikeriil kimutatnunk, hogy a parabolaszeletnek a kit61td haromszogekkel le nem fedett ré-
sze tetszOlegesen kis tertiletll, hacsak a kit6ltési folyamatban elég messzire megyiink,

2. akkor mar csak a t+} -t+i2 -1 +i3 -U+... konvergens mértani sor 0sszegezésére lenne
4 4
sziikség (a mai gondolkodasmddban). Ennek a sornak az dsszege, tehat a parabolaszelet teriilete:
t Ll A
1-* 3
4

(cs) Arkhimédész az 1. feladatot nagyjabol tgy végzi el, ahogyan az ma is kézenfekvd. Az ABN
haromszog teriilete fele az ABCD paralelogramma teriiletének, tehat tobb mint a fele a parabolaszelet
teriiletének; igy a parabolaszelet teriiletének kevesebb mint a fele nincs lefedve ABN-nel. Analég mo-
don nyerhetjiik azt, hogy az ANH parabolaszelet teriileténck kevesebb mint a fele nincs lefedve az ANH
haromszdggel stb., vagyis az eljaras minden tovabbi 1épésével is a felénél kevesebbre csdkken az ere-
deti parabolaszelet le nem fedett részének a teriilete. Alkalmazhato tehat az eredeti Eudoxosz-féle axi-
6ma (amely helyett ma rendszerint arra az altalanosabb tényre hivatkozunk, hogy tetszéleges 0< <1

szamra " —0, ha N —o0; . a 3F.11 feladatot).

(cs) A 2. feladatnal azonban sziikségképpen mas uton jar (hidnyzott a konvergencia-fogalom, a
sorozatok elmélete és a sorelmélet). A kovetkezo tételt bizonyitja:

Ha egy % hanyadosu véges mértani sor 6sszegéhez hozzaadjuk a legkisebb tag egyharmadait,

akkor a legnagyobb tag négyharmadat kapjuk.*®

8 Mai felfogasban — a véges mértani sor Osszegképlete birtokaban — egyszeriien errdl az egyenléségrol

1
1- —
n
van szd: 4 +1- llzi (n=1,2,.).
1_5 34" 3

4
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Bizonyitas. Legyen A, B, C, D, E egy véges mértani sorozat*®, amelynek a hanyadosa %.50

Megmutatjuk, hogy ekkor
(M) A+B+C+D+E+%-E:%-A.
Legyen erre a célra

z-1g H=tc F=lp st
3 3 3

=-E.
3
Ekkor

B+Z=1.A H+C=1.B, F+D=1.c, 3+E=1.D ™

3 3 3 3

Ezeket az egyenldségeket dsszeadva

B+C+D+E+Z+H+F+J=%~(A+B+C+D)
adodik, és minthogy

Z+H+F:%-(B+C+D),

azért
B+C+D+E+J =%~
amib6l valoban (M) kovetkezik. >
(Arkhimédész nem emliti, de nyilvan ugy gondolja s a bizonyitas folytatasaban ki is hasznalja),
hogy akdrhadny tagu véges mértani sorra érvényes az analog allitas.)
(cs) Most mar a bizonyitas befejezése kovetkezik. Jeloljikk K-val az ABN haromszog teriiletének

A,

4 w1
3 -at és T-vel a parabolaszelet teriiletét.

Ha a parabolaszelet teriilete nagyobb lenne K-nal, akkor

egyrészt (c4) Szerint a kitoltési folyamatban a le nem fedett részek egyiittes tertilete el6bb-utobb
kisebbé valik annal a kiilonbségnél, amennyivel a parabolaszelet nagyobb K-nal, ezért ekkor a kit6lto
haromszdgek egyiittes teriilete nagyobb K-nal,

masrészt azonban a (Cs)-ben bizonyitott (M) egyenldségbdl kovetkezik, hogy a kitolté teriilet az

eljaras minden 1épésében kisebb K-nal. (Itt a K-nak az a szerepe, mint a (cs)-beli %-A -nak.)

Tegyiik fel hat, hogy a parabolaszelet teriilete kisebb K-nal. Menjlink el oly messzire a kitoltési
eljarasban, hogy az utolsd 1épésben hozzacsatolt kitoltd haromszogek egylittes teriilete — tehat ennek
egyharmada is — Kisebb legyen, mint a K és a parabolaszelet teriilete kozti kiilonbség. Ekkor

K = a kitolté haromszogek teriilete + az utolsd bovités teriiletének harmada < T+ K-T=K,
ami szintén lehetetlen.>

A jelolések furcsasagainak az a magyarazata, hogy itt hien reprodukaljuk Arkhimédész bizonyitasat.

%0 Az allitas tetszéleges (valos) értékli A kezddtag mellett igaz, Arkhimédész azonban csupéan arra gon-
dolt, amit ma pozitiv szamnak neveziink (az &sszes szerepld szamokat még szakaszokkal is reprezentalta), és e-
zek koziil is természetesen csak a raciondlisokra; az 0 szdmara azonban nem léteztek a ,,pozitiv szam”,
,racionalis szdm” fogalmak.

* Ezek magyarazatot nem igényld elemi szamolassal adodnak.

Nemcsak az egyes betiik megvalasztasa furcsa szamunkra, hanem az is, hogy hianyoznak olyan — ma

megszokott — eszkdzok, mint pl. az indexezés, a zardjelezés, a kiillonbozo betltipusok), amelyekkel a formulakat
és levezetéseket attekinthetobbé lehet tenni. (Lasd a 3F.1 feladatot.)
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Minthogy tehat a parabolaszelet teriilete sem nagyobb, sem Kisebb nem lehet K-nal, azért egyen-
16 K-val, ami bizonyitandé volt.

3.15 (a) Ha osszevetjiik az arkhimédészi (,,geometriai”) parabolaszelet-kvadraturat az arkhimé-
dészi korméréssel és az Euklidész Elemekbdl megismert kérméréssel, észrevehetiink és rendszerezhe-
tiink néhany olyan principiumot, amelyek azutan orientalhatnak benniinket a szdmszer( ,,teriiletmérés”
tovabbi fejlédésének kovetésében. (3.11(b)-ben mar elkezdtiik ezt a munkat.)

(b) Mindig és mindeniitt miikodik egy intuitiv, matematikailag megalapozatlan és gyakran hall-
gatolagos elképzelés ,,a teriiletr6l”. Matematikai fogalom-nak (a sz6 mai értelmében) ez nem nevezhe-
t6. Vannak azonban olyan elemei,

(by) amelyek — torténelmileg sokkal, de nagyon sokkal késébb — valoban a matematikai teriilet-
fogalom alkotoelemeivé valtak,

(by) és olyanok is, amelyekre ez kevésbé vagy hatarozottan nem érvényes.

(c) A (by) csoportba tartozik az egyik legfeltiinébb jellegzetesség: a gondolkodas egyedisége. Az
arkhimédészi korkitoltés specialisan a korhoz, az arkhimédészi parabolaszelet-kit6ltés a parabola-sze-
lethez van ,,hozzaigazitva”, kihasznalva a mindenkor mérendé idomnak a geometriai sajatossagait.
Ezek a nagyon specialis eljarasok éppen ezért nem vihetok at az egyik fajta idomrol a masikra. Réada-
sul Arkhimédész nagyszerlien kihasznalta azt a specialitast, hogy a parabola-szelet kitoltésére hasznalt
eljaras olyan végtelen mértani sorra vezet, amely — mai szoval — konvergens, ¢és a hanyadosa raciona-
lis, tehat a sordsszeg racionalis-szam-szorosa a kezdotagnak.

Altalanos teriiletfogalom hianyaban persze lehetne az egyes idomok , teriiletét” magéval a méré-
si eljarassal definialni. Ha a kort igy, a parabolat tgy ,,toltjiik ki”, vagyis — altalanos szamszer( teriilet-
fogalom hianyaban — mintegy ezzel értelmezziik azt, amit a kdrlemez ill. a parabolaszelet ,teriiletének”
neveziink, akkor megtudtunk valamit a korrél és megtudtunk valamit a parabolarol, de nem tudtuk
meg, hogy mi ,,a teriilet”.>*

(d) Az az elképzelés, hogy egy idomot nem csak véges sok (valamilyen értelemben mar ,,mér-
heté”) ,,elemi idommal” lehet kitdlteni, hanem — legalabb képzeletben — végtelen sokkal is (pontosan:
elemi idomok végtelen sorozataval), ahogyan az arkhimédészi kormérésnél és az arkhimédészi parabo-
laszelet-mérésnél megvaldsul), kétségteleniil nagy eldrelépés a véges kitdltésekkel szemben (amelyek
példaul az atdarabolhatosag fogalmanak keretét adjak). Ez a (b,) csoportba tartozik, mert ez az infini-
tezimalis matematika iranyaba tett 1épés, amely nélkiilozhetetlen az analizis, a teriiletfogalom, altala-
nosabban a mértékfogalmak és a mindezek alapjat képezo valds-szam-fogalom kiépiiléséhez.

Ha azonban azt a sztereotipiat halljuk vagy olvassuk, hogy ezek az arkhimédészi teljesitmények
eloképei a szamszerl teriiletfogalom létrehozasa (és a teriilet kiszamitdsa) egyik leghatasosabb eszko-
zének, a hatarozott (Riemann-féle) integralnak, akkor ezt az elnagyolt kijelentést érdemes pontosabban
atgondolnunk. Az integral szempontjabdl az arkhimédészi mddszert legalabb annyira mindsithetjiik
(b,) tipustnak, mint (b,) tipustinak. Az integralnal ui. Iényegileg masrol van szo.

(e) Arkhimédész (és az egész gordg — Eudoxoszra és Antiphonra visszatekintd — exhausztios
iranyzat) a T mérend6 idomnak elemi idomok

APy A,

végtelen sorozataval valo teljes kitoltésére torekszik, ami mai fogalmainkkal azt jelenti, hogy az elemi
idomok ponthalmaz-elméleti értelemben vett egyesitése egyen/o a T-vel.

>3 Ttt kissé leegyszertisitve rekonstrualtuk az eredeti (valdjaban inkabb a kozvetitdk altal rank hagyott)
megfogseélllmazést, amely foloslegesen kortilményes és nehezen értelmezhetd.
Ez fogalmilag kiilonds anomaliat okoz akkor, ha arrdl van szo, hogy két idomnak kiilonb6z6 ,,mérési”
eljarasokkal értelmezett , teriilete” egyenld. Vajon mit jelent ez azon tul, hogy két olyan valos szam, amelyek kii-
16nb6z6 objektumokra alkalmazott kiilonbozo eljarasokbol szarmaznak, ,,véletleniil” egybeesik?
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A hatarozott integral esetében viszont olyan véges A, Ay, Ag,..., A, elemi-idom-kollekcidrol

van sz0, amelynek az egyesitése nem egyenlé a mérendd T idommal. A T-t csak ,,approximalo” kollek-
cioknak azutan egy olyan végtelen

1 Al Al 1. A2 p2 A2 2. A3 A3 A3 3.
AR AL A GRS A A A A
sorozatat igyeksziink talalni (a sorozat k-adik eleme n, elemi idom kollekcidja, és altalaban sziikség-

képpen ng — o, ha kK —o0), amely bizonyos értelemben egyenértékiien reprezentalja a mérend6 ido-

mot. (A késdbbiekben majd részletesebben is attekintjitk mindezt, hiszen a hatarozott integral meglehe-
tésen ,.komplex” fogalom; most csak azt az egy szempontot emeljiik ki, amely az arkhimédészi mod-
szerrel valo Osszehasonlitasban a leginkabb szembe tiing eltérést mutatja.) Tehat nem végtelen sok
rész Osszege, hanem véges sok rész dsszegének hatarértéke, amikor is egyre Ujabb ilyen 6sszegekbdl
allitunk Ossze egy végtelen sorozatot. (Arkhimédésznél az egyszer bevont elemi idom rogzitve van: az
egész eljaras soran valtozatlanul ott marad a kit51té kollekci6 tagjaként.>)

Itt a matematikai gondolkodasnak olyan sziikségképpen®® 1ényegesen magasabb fogalmi szintjé-
rél és nagyobb komplexitasarol van szo, amelyet az arkhimédészi modszerekt6l a matematikai gondol-
kodas fejlddésének tobb, meglehetésen magas 1épeséfoka valaszt el.”’

(f) Az a tény, hogy ilyen végtelen kozelit6-0sszeg-sorozatot sokféleképpen lehet folépiteni, azt a
tovabbi igényt veti fol, hogy ezeknek egyenértékiicknek kellene lenniok abban az értelemben, hogy ha
az egyik eredményhez vezet (a megfeleld hatarérték 1étezik), akkor barmely masik is, és ezek a ha-
tarértékek mind megegyeznek egymassal. Maskiilonben nem lehet ezen az uton egy szdmszertiteriilet-
fogalmat 1étrehozni (amely bizonyos idomokhoz egyértelmiien rendel hozza egy nem-negativ valos
szamot™®). Ez az euklideszi—arkhimédészi teriiletmérésel kapcsolatos, (c)-ben emlitett hianyossaggal
analog probléma.

3 B. Kepler, Cavalieri, Torricelli. Az infinitezimalisok ,,tovabbélése” a 17. szazad utan

3.16 (a) A teriilet-problematika azon eszmei ivének, amely Arkhimédésztol a 19. szazad végén
megsziiletd modern mérték-felfogashoz (és ezzel kapcsolatban a Riemann-integral kikristalyosodott
modern elméletéhez) vezetett, volt egy sajatsagos ,.kitérdje”. Ezt a ,,végtelen kicsinyekkel” (mas szo-
val ,,0szthatatlanokkal”, ,,infinitezimalisokkal”) valé gondolati ,,kalkulacié” jellemzi. A 17. szazadban
nagyon jelent0s volt ez az iranyzat (bar mar akkor is voltak, akik élesen szembenalltak vele); az utdha-
tasai azonban még szazadokon at megmaradtak (erre példat is mutatunk majd a 3.29 szakaszban).

(b) Leegyszeriisitve azt mondhatjuk, hogy

*® Fontos, hogy észrevegyiik a fogalmi kiilonbséget a kovetkezd két koncepcio kdzott:

1. Egy végtelen szdmsorozat részletdsszegei sorozatanak hatarértéke (amivel az eredeti sorozat hatarérté-
két definidljuk). Ez az arkhimédészi kitdltési koncepcid 1ényege (a mai matematika nyelvén kifejezve).

2. Osszegek végtelen sorozatanak hatarértéke. Ez a hatarozott integral fogalmanak alkotéeleme, egy némi-
leg leegyszerlsitett felfogasban.

Hogy mekkora absztrakcios 1épés sziikséges az 1. szintrdl a 2. szintre valo folemelkedéshez, azt jol mutat-
ja az a hatalmas intellektualis kiizdelem, amely az analizis torténetében a 17. szazadtol a 19. szazadig lezajlott,
tovabba az egész 18. szazadot jellemz6 torekvések, hogy ezt a meredek emelkeddt megkeriiljék az integral ,,anti-
derivalt”-ként valo értelmezésével. Minderr6l részletesebben lasd alabb 3.34-3.38.

*® Ennél kevésbé absztrakt és kevésbé dsszetett apparatussal nem is lehet a teriilet-probléma megoldasa-
hoz akar csak kozeliteni is.

> Ennek tudatositésa semmiképpen nem csorbitja Arkhimédésznek, mint a gorég matematika legnagyobb
zsenijének az elismerését, akiben a sajat kora matematikai gondolatvilagabol valo ki- és eldretekintésnek egé-
szen kivételes intellektudlis batorsagat is tiszteljiik. Ezek a megfontolasok viszont nem csak a torténeti tisztanla-
tast szolgaljak, hanem segithetnek visszaszoritani altalaban a teriiletfogalomnak és specialisan az integralfogalom-
nak az oktatasban szélesen elterjedt torzitd szimplifikalasat.

*® Ennek a teriilet-fliggvénynek még mas feltételeknek is eleget kellene tennie (lasd 3.48).
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() ,végtelen sok véges Osszetevd Gsszegzése” (euklideszi és arkhimédészi kormérés, arkhimédészi

parabolakvadratira)
helyett
(I ,,végtelen sok végtelentl kicsiny dsszetevo 6sszegzésével”
igyekeztek az ,,integralasi” feladatokat megoldani.*

(c) A mabdl visszatekintve meglepd, sot elsé latasra megddbbentd, hogy milyen sok esetben
tudtak ilyen — fogalmilag abszurd — mdédon helyes eredményre jutni.

Az, hogy ezek az eredmények ,helyesek”, példaul az ,,igazi” integralszamitassal ellendrizheto.
Az integral modern elméletébdl tovabba magyarazatot is nyerhetiink arra a kérdésre, hogy miért vezet-
hettek ezek a tulajdonképpen matematikdn kiviili, inkabb ,,misztikus” spekulaciok helytallo eredmé-
nyekhez? ®

(d) Az iranyzatot harom jeles képviseldje, Kepler, Cavalieri és Torricelli munkassaganak egy-
egy ilyen természetii részletével és a hosszii tavii utohatasnak egy érdekes példajaval mutatjuk be.*

3.17 Példaképpen folidézziik, hogy miként nyeri Kepler az r sugart kor teriiletének az dsszefiig-
gését a k keriilettel, vagyis a t:l.r.k formulat. A 3.17a abra Keplernek a hordd-mérésrdl szolo

hires munkajabol® valo. A BG kérlemezt ,,végtelen sok, végteleniil keskeny” olyan egyenlészara ha-
romszog egyesitésének tekinti, amelyek magassaga a BA szakasz (a haromszog alapja pedig a
korvonal egyetlen pontja). A korlemez teriilete tehat megegyezik azon derékszogli haromszog
teriiletének felével, amelynek az egyik befogoja BA, vagyis a kor sugara, a masik pedig a BC szakasz,
amely nem egyéb, mint a , kiegyenesitett korvonal”.

Kepler — koranak megfeleld kissé nehézkes ¢és ,,atomisztikus” — megfogalmazasaban:

%9 A ,kitér8” szot azért hasznaltuk, mert (IT) valdban nem az (I)-t6l a modern integral-koncepcidohoz ve-
zetd fogalom-fejlodési ut mentén van. A kitéré oka az lehetett, hogy (I)-et elégtelennek talaltak (valoban az), de
arra a hatalmas absztrakcids ugrasra és a gondolkodas olyan foka komplexitasara, amellyel az (I)-rél a modern
integralfogalomhoz lehet emelkedni, még tavolrdl sem érett meg az ido.

%0 L4sd a 3.23* szakaszt!

81 Tulajdonképpen egy kompakt személyi korrdl van szo, amelynek a centrumaban nem kisebb személyi-
ség allt, mint Galileo Galilei (1564—1642), a hirneves fizikus, asztrondémus és matematikus, aki a természettudo-
manyoknak a teoldgiatol és okori természetfilozofiatol valo fiiggetlenitésével, kisérleti tudomannya alakitasaval
és matematizalasaval kiemelkedett a 17. szazadi tudomanyos forradalom elindit6i koziil. Cavalieri és Torricelli
tanitvanyai voltak Galileinek,

Galileit foglalkoztatta az anyag atomisztikus folfogasa: az anyagi atomokat abban az értelemben gondolta
»legkisebbek”-nek, hogy tovabb nem oszthatok, de matematikailag az oszthatésagot vég nélkiilinek tartotta (az
ebbél ered6 ,,végtelen kicsinyek” teszik lehetdvé a Cavalieri-féle indivizibilis-modszert). ,,Discorsi e dimostrazi-
oni matematiche ...” (magyarul: Matematikai érvelések és bizonyitasok, 1986) c. hires (nagyrészt mechanikai
targy) miivének els6 részében (,,1. nap”) konkrét feladatokkal kapcsolatban foglalkozik a matematikai vonatko-
zasokkal.

®2 Johannes Kepler (1571-1630) itt emlitett latin nyelvii miivének cime: Nova stereometria doliorum vi-
nariorum (,,A boroshordok 0j sztereometriaja”).
be, aki Astronomia nova (,,Uj asztronémia”) cimii fémiivében hatalmas fordulatot hozott azzal, hogy az addigi
pusztan kinematikai leirasok helyett dinamikailag is leirta a bolygok mozgasat a Nap koriil.

Kepler azonban nagyon jelentds matematikus is volt, aki a ,,hordészamitas”-rél sz616 miivében fontos 1¢-
péseket tett a teriilet- és térfogatszamitas kiizdelmes tjan az integralfogalom felé¢ (nem keriilve ki a ,,végtelen
kicsinyek” — mint ma mar tudjuk, igen ,,veszélyes” — dsvényét sem).

Matematikatorténeti szempontbol megemlitendé a Harmonices mundi (,,A vilag harmoénidja”) cimi gran-
didzus miive is (1619). Itt egy olyan atfogo, a geometriara, a zenére és az asztronOmiara is Kiterjed$ egységes és
»harmonikus” matematikai vilagképet igyekszik kidolgozni, amelyet a pitagoreus ideal megvaldsitasa utolsd
nagyszabasu kisérletének tekinthetiink. Ebben kdzolte egyébként el6szor a bolygémozgasra vonatkozé harom
hires ,,Kepler-torvény” koziil a harmadikat.
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»A BG kor keriiletének annyi része van, ahdany pontja, vagyis végtelen sok; minden részecskét
egy egyenlészdrii haromszog alapjanak tekinthetiink az AB szdrakkal ® 1igy, hogy a kérlemezben vég-
telen sok ilyen hdromszog fekszik, amelyeknek az A korkézéppont a kézos csucsa. Mdrmost
egyenesitsiik ki a kor keriiletét a BC szakasszd. Ekkor a végtelen sok haromszog alapjai mind a BC
szakaszra vannak egymds mellé elhelyezve és azon sorakoznak.” **

Masszoval: a kor teriilete megegyezik az AH téglalap teriiletével, ahol H a BC szakasz felez6-
pontja, ami bizonyitandé volt. (L. a 3F.12 feladatot.)

G

3.17a abra
Az abra persze nem kozvetlenill illusztralja a leirt gondolatmenetet (ami teljesen lehetetlen len-
ne), inkabb csak ,,metaforikus” timasz annak érzékeltetéséhez.®®

3.18 A 17. sz.-ban sok olyan 1épés, szellemes megoldasi kisérlet tortént az analizis alapproblé-
mainak kezelésére, amelyek — tulsdgosan korldtozott hatokoriik, fogalmi megalapozatlansaguk (s6t
olykor zavarossaguk, s6t miszticizmusuk), az algoritmizalasra valo alkalmatlansaguk stb. miatt —
egyediek maradtak és késobb feledésbe is meriiltek. A matematika fejlédésének egy fontos sajatossagat
mutatja azonban az a tény, hogy tobb ilyen, ,,zsdkutca”-ként mindsithetd probalkozas — a problémaér-
zékenysége és az Otletgazdagsaga révén — mégis fontos motivumokat szolgaltatott a megsziiletd diffe-
rencial- és integralszamitas nagy klasszikusai szamara.

A Cavalieri-féle elmélet egyike a legnevesebb — sbt, a folyamatos és széles korii biralatok értel-
mében ,,leghirhedtebb” — ilyen kezdeményezéseknek abbol a korbol.

3.19 (a) Cavalieri a ,,4 folytonos oszthatatlanok geometridaja, egy bizonyos uj modszerrel bemu-
tatva” cimii miivében® igy irta le azt a principiumot, amelyet ma is Cavalieri-elv-nek neveziink®’:

1a. Ha a sikban két parhuzamos egyenes kozott elhelyezett két idomnak barmely ezekkel az egye-
nesekkel parhuzamos egyenessel valo metszetei egyenldk, akkor e két idom egyenlo.

%3 Erisd: az AB-vel egybevagd szarakkal.

® Ennek a megfogalmazasnak a térbeli és rovidebb megfeleldje: ,,4 gomb végtelen sok kupbol all, amely-
eknek kozos csucsa a gomb kozéppontja, az alapjuk pedig a gémbfeliileten fekvd egy-egy pont.”

® Lényegében ugyanez az dbra (a Kepleréhez nagyon hasonlé kommentarral) jelenik meg Walter Lietz-
mann Methodik des mathematischen Unterrichts (A matematika-oktatas modszertana) c. harom kéotetes miivének
2. kotetében (1916, 1922 1), ami ennek a gondolkodasmodnak a torténelmi szivossagat mutatja. Igaz, a szerzo
megjegyzi, hogy ennek csak heurisztikus értéke van; az oktatasban ra kell mutatni, hogy a korrekt hataratmene-
tek elengedhetetlenek (akar ténylegesen elvégzik ezeket akar nem). V. 6. 3.26(c)-vel és 3.29-cel!

(W. Lietzmann a 20. szazad els6 fele egyik kiemelkedd (német) matematika-didaktikusa, a kozépiskolai
matematika-oktatas gyokeres megujitasat szolgalo hires ,,Merani mozgalom” egyik vezéralakja.)

®® Bonaventura Cavalieri (15987-1647) e konyvének eredeti latin cime: Geometria indivisibilibus conti-
nuorum nova quadam ratione promota (1635, masodik, javitott és bévitett kiadasban 1653).

Cavalieri Milanoban sziiletett, nagyrészt Bolognaban folytatta matematikai munkassagat és ott is halt meg.
Autodidakta matematikus 1étére nagy feltiinést keltett geometriai, trigonometriai és mechanikai tartalma miivei-
vel és kitling szogfiiggvény-logaritmus-tablazataival.

A megfogalmazast szabad forditasban, némileg a mai matematikai nyelvezethez igazitva kozoljik.
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1b. Ha hasonloképpen a térben két parhuzamos sik kozott elhelyezett két testnek barmely ezek-
kel a sikokkal parhuzamos sikkal valo metszetei egyenlok, akkor e két test egyenlo.

2. Ennek a principiumnak dltalanositott alakja az, amelyben a mérték-Osszehasonlitas alapja
nem a metszetek egyenlosége, hanem azok mértékének az allando aranya.

(b) A Cavalieri-elmélet szemléletében egy sikidom ,,0szthatatlanai” az idom metszetei egy par-
huzamos egyenessereg egyeneseivel (vagyis az idom paronként parhuzamos ,.hurjai”), egy test “oszt-
hatatlanai” pedig egy parhuzamos siksereg sikjaival valoé metszetek.

A principiumokban megfogalmazott feltételek mellett pedig azért egyezik meg a két sikidom ill.
test szamszerli mérete (a korabeli — a gorog tradiciot folytatdé — széhaszndlatban: azért ,,egyenldk’™) az
elmélet szerint, mert ugyanazokbdl az ,,0szthatatlanoknak — a hagyomanyos és kozkeletii latin kifeje-
zéssel: indivizibiliseknek” — nevezett ,,atomok”-bol vannak ,,6sszerakva”.%®

(c) Ez a Cavalieri-mii hirhedten bonyolult, és ami a legnagyobb baj: nagyon homalyos, s6t
misztikus.

3.20 A Cavalieri-elv csak egyik lehetséges konkretizalasa egy altalanosabb gondolkodasmod-
nak, amelynek a centrumaban ez az elképzelés all:

Egy A alakzat és egy B alakzat egymasnak kélcsondsen egyértelmiien megfeleltetett, geomet-

riailag kiilonb6z6 ,,atomjai” (kiilonboz6 szerkezetiiek, alakuak sét dimenzidjuak is lehetnek, csak a
mérdszamuk egyezzék meg) egyenértékiiek”-nek tekintendok és az ,,0sszegiik” is ugyanaz a két alak-
zatnal.

A feltétel persze teljesiil, ha az egymasnak megfeleltetett ,,atomok™ egybevdgdk (ez a Cavalieri-
elv feltétele), de az altalanosabb verzidkra is fogunk a kovetkezékben példakat latni Keplert6l, Torri-
cellitdl és magatol Cavalieritdl is.

Bovebb megfogalmazéasban: A Cavalieri-elvek tk. leszlikitették a kepleri koncepciot azaltal,
hogy pl. a sikbeli esetben a két 6sszehasonlitand6é idomnak olyan egymashoz viszonyitott sikbeli el-
helyezkedését tételezték fol, amelyhez 1étezik egy parhuzamos egyenessereg igy, hogy annak minden
eleme egybevago szakaszokat metsz ki a két idombdl. Ez a lesziikités egyfajta uniformizalas, amely
praktikus szempontbdl eldnyds. A Cavalieri-modszer fogalmi lényege azonban ugyanaz, mint Kepler

Az Osszehasonlitando idomok — ,,szerencsés esetben” — azért egyenértékiick a szamszerii te-
riilet tekintetében, mert ugyanazokbol az oszthatatlanokbdl (,, atomokbol”) épiilnek fol.

Azért, hogy a megfogalmazasokban konnyebb legyen finomabb megkiilonboztetésekkel élni,
kiilon nevet adunk ennek a principiumnak: Kepler-elvnek fogjuk nevezni.”

(A Cavalieri-elv feltevése csupan egy konkrét garanciaja annak, hogy ez a ,,szerencsés eset”
bekovetkezik.")

A mai matematika szemsz0gébdl a Kepler-elvnek ill. a sziikebb (gyakorlatiasabb) Cavalieri-elv-
nek egyarant vannak pozitivumai és negativumai (l. a tablazatot).

%% Az elképzelés szerint az ,,atomok” végtelen kicsinyek, amin azt kell érteni, hogy van mértékszamuk
(akar vonal hosszaként, akar feliilet teriileteként, akar test térfogataként), amely nem nulla, de kisebb minden vé-
ges (a mai kifejezéssel persze pozitiv) szamnal.

% Indivizibilis (latin eredetil) = oszthatatlan, atom (gordg eredetii) = oszthatatlan, infinitezimalis (latin
eredetil) = végtelen (ebben a témakorben: végteleniil kicsiny); indivizibilis, atomisztikus, infinitezimalis
geometria (persze nem maga a geometria ,,0szthatatlan” ill. ,,végteleniil kicsiny”) a szoéban forgd egész
gondolkodasi irany.

" Ez nem sztenderd elnevezés.

TA kepleri alapelv a feladatok szélesebb kdrében alkalmazhato, igaz, nagyobb otletességet €s alkoto fan-
taziat is kovetel, mint a Cavalieri-elv.
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A Cavalieri-elv

pozitivumok

negativumok

(p1) A Riemann-integrallal igazolni lehet a
Cavalieri-elv alkalmazhatésagat és alkal-
mazasanak eredményeit ,nem tul bonyo-
lult” sikidomok ¢és testek korében.”

(n;) A mai matematika semmiképpen sem igazolhatja
az indivizibilis geometria kovetkeztetéseit. (Ha két
idom vagy test egyarant mérhet6 és megegyezik a
mértékiik, akkor nem azért, mert "ugyanazokbol az
indivizibilisekb61” vannak folépitve.

(p2) Az ,,indivizibilis geometrianak” heu-
risztikus értéke van.”

(ny) Az ily médon megsejtett kapcsolatokat minden-
kor matematikailag korrekt médon verifikalni kell.”

(ps) Ahhoz, hogy olyan alakzat-parokat ta-
laljunk, amelyekre a Cavalieri-elv alkal-
mazhatd, alkot6é fantaziara van sziikség, s

(n3) Ezen a mdédon mindig csak két idom ill. test
szamszerl teriiletének ill. térfogatanak viszonya alla-
pithaté meg, nem dnmagaban egy alakzat mértéke.

ezt didaktikailag jol ki lehet hasznalni.

3.21 Ennek a gondolkodasmodnak a gyokerei a géorog matematikaba — legalabb Papposzig (i. sz.
300 koriil) nyalnak vissza. Az dsforras azonban bizonyara sokkal régebben, mégpedig a filozofiaban,
konkrétan Démokritosz (i. e. 460 koriil) atomisztikus természetfilozofiajaban keresends.” I. e. 350 ko-
ril két nagyon neves filozofus, Arisztotelész és Xenokratész hatarozottan meg is fogalmazta ezeket az
elképzelés767:1<et.76 Ez a gondolkodasmod Eurdpaban a kdzépkor folyaman is fol-folbukkant, pl. Oresme
irasaiban.

3.21c abra
99 78

3.21a abra 3.21b abra

Azt a kognitiv folyamatot azonban, amely kdzvetleniil ehhez a ,,folfedezéshez” *° vezethetett, ta-

lan a kdvetkezéképpen lehet rekonstrualni. A 3.21a és a 3.21b abran két olyan — ,két parhuzamos
egyenes kozott elhelyezett” — idomot latunk, amelyekrdl tudjuk, hogy egyenld teriiletiek, és észre-

"?Lasd 3.30 !

® Ezt még a mai iskolai matematika is kihasznalhatja (ami nem is szokatlan némely orszagban).

™ Bz alol csak akkor mentesiilhetiink, ha idomoknak ill. testeknek valamely jol definialt korében tétel-
szeruen igazoltuk, hogy a Cavalieri-modszer mindenkor korrekt eredményt solgaltat. (Ilyen példaul a 3.30 alatti
tétel.)

> Démokritosz sokoldalu filozofus, a mechanikus materialista filozofiai irdnyzat elindit6ja. A legtobb
mivét csak mas filozofusok leirasaibol és reagalasaibol ismerjiik. Jelentds volt a geometriai munkassaga is;
Arkhimédész szerint azonos alapteriilet(i és azonos magassagi hengerek, hasabok és ghlak térfogatat és feliiletét
hasonlitotta dssze.

"® Erdekes, hogy mindketten Platon Akadémidjanak tagjai, sOt vezetd személyiségei voltak. Arisztotelész
az ,,Oszthatatlan vonalakr6l” c. miivében — a kozkeletii latin cim: De lineis insecabilibus — sz6l err6l az elképze-
1ésrdl, Xenokratésznek pedig toredékesen maradt fenn egy ugyanerrdl szol6 irasa.

" Nicole Oresme (1323 koriil — 1382) francia matematikus, természettfilozofus, teologus, piispok. Mii-
veiben egyarant talalunk sok mélyrehatd elemzést az antik természetfilozofia témaiban és hatarozottan eléremu-
tato matematikai kezdeményezéseket (pl. tortek, tortkitevdjl és irracionalis kitevéjii hatvanyok, a harmonikus sor
divergencidja, a koordinatageometria csirai stb.), amelyeknek késdbb, a természettudomanyok és a matematika
16. és a 17. szazadi megujulasakor, széleskoriien ismertté valtak és 0sztonzoleg hatottak.

8 A méabdl visszatekintve inkabb ,,foltevést” kell mondanunk, hiszen az idézett principium a mai felfogas
szerint nem bizonyitott allitas; s6t jelentds szamu kortars sem tartotta annak.
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vessziik'®, hogy teljesiil a Cavalieri-elv feltétele. Ez a megfigyelés vezethetett annak a kérdésnek a tu-
datosulasahoz, hogy ha — megforditva — két idom teljesiti ezt a feltételt, akkor egyenld teriiletiick-e. A
3.21c abran az ABC haromszogb6l indulunk ki, és az onkényesen valasztott A'C' ivhez igazitva, a
vastag nyillal jelzett szakaszok — vagyis a haromszog ,,atomjai” vagy ,,oszthatatlanjai” — atmasolasa-
val pontonként eléllitiuk a B'C’ ivet. Igy jon 1étre az AB'C’ idom. A kérdés ezek utén az, hogy va-
jon ,.egyenlé teriiletiiek”-e az ABC, AB'C' idomok?

3.22 A Cavalieri-modszert az alkalmazasanak két példajaval N
illusztraljuk. /I\ “ly
(a) Az elsé példa. A koordinatasikon a 3.22a abra szerint el- |
helyezett a sugaru kor és 2a nagytengelyti, 2b kistengelyt ellipszis
egyenlete , >
i 2,2 I -
X“+y“=1 il —+===1, — |
a“ b
amibol L

ly|=vaZ—x2 ill. |y|=g\/a2—x2 (-a<x<a). 3.22a 4bra

Az y-tengellyel parhuzamos, azonos x-értékhez tartozo hurok hosszanak aranya igy egységesen —, és
a
a Cavalieri-elv szerint ez az ellipszis teriiletének és a kor teriiletének az aranya is. Ha ismerjiik a kor
tertiletét, akkor ebbdl igy adodik az ellipszis teriilete: —- ral =abr.
a

(b) 4 masodik példa. Tekintsiik a gomb térfogatanak azt a kiszamitasat, amire a 3.22b abra em-
1ékeztet. Egy r sugara félgombot és egy r sugard, r magassagu egyenes korhengert egy k6zos siknak
egyazon oldaléra helyeziink az abra szerint; tovabba a hengerbe az abra szerint elhelyezve képzeliink
egy r sugaru, r magassagu egyenes korkupot is. Az eljarasban az a ,,jobb oldali” test fog szerepelni,
amely a hengerbdl marad, ha elvessziik beldle a kiipot. Ezek a testek igy valdban ,,két parhuzamos sik
kozott” vannak elhelyezve, ami a modszer alkalmazhatdsaganak feltétele.

3.22b 4bra

Tekintsiik most a félgdmbnek a metszetét azzal a sikkal, amely ezekkel a sikokkal parhuzamos
és h magassagban fekszik. Ez korlemez; a teriilete:

7s? =xr? —zh?.
A jobb oldali testnek ugyanezzel a sikkal vald metszete: egy korgytirti, amelynek ugyanez a teriilete:
ar? —h? =752,

7 Igazolni is tudjuk (elemi geometriai eszkdzokkel).
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A Cavalieri-elvbél tehat az kovetkezik, hogy a félgdmb térfogata megegyezik ezen henger és ezen kip

2 2 r 2 3

térfogatanak a kiilonbségével, vagyis a z#r<-r—zr '3 = 3 7r értékkel, és igy az r sugaru gomb tér-

fogata: 4. ars.
3

3.23 (a) A Cavalieri-elv jelent6s feltiinést keltett a kortarsak korében; hevesen vitatkoztak ro-
1a%, ¢s a kritikak, amelyek féleg a modszer fogalmi megalapozatlansagat kifogasoltak, a 19. szazadig
folytatodtak. Az ,,oszthatatlanok” elképzelése valoban annyira homalyos volt, hogy aligha nevezhetd
matematikai ,,fogalom”-nak. Masrészt azonban latvanyosak voltak a modszer alkalmazasanak egyes
sikerei®, és emiatt nem is lehetett azt egyszertien ignoralni. Végiil is hasonld volt a helyzet az analizis
egy masik teriiletén, a differencialszamitasban, ahol az apparatus kiépitése és sikeres alkalmazésa sza-
zadokkal megel8zte a tiszta és megbizhat6 fogalmi alapvetést. %

(b) A két — hasonloan ,,konfliktusos” — eszmetorténetnek a végkifejlete is hasonld, és ezek 0ssze
is kapcsolodtak. Ahogyan a 19. szazad folyaman a valds szamtestre és a konvergenciara alapozott dif-
ferencialszamitas oldotta fel a differencialszamitas fejlodésének tobb évszazados belsé ellentmondasa-
it, a Cavalieri-elvet is az ugyanezen alapokra épitett mértékgeometria és integralszamitas eszkozeivel
sikeriilt ,,konszolidalni”. A Cavalieri-elvnek a hatarozott integral elméletében valo ,,igazolasa” azon-
ban (persze olyan korlatozo feltételek mellett, amelyek fiiggvények integralhatosagi feltételeibdl kov-
etkeznek), bar 6nmagaban érdekes, egyben ,,foloslegessé” is teszi az eredeti, ,,misztikus” Cavalieri-
modszert; azt mutatja ui., hogy minden olyan egyedi esetben, ahol a Cavalieri-modszer sikeres, az
atfogd és sztenderd integralszamitas is célhoz vezet (méghozza egyszeriibben, ti. egy masik idom ill.
test mértékének a kozbeiktatasa nélkiil).®®

A mai matematikaban — a vilag tobb orszagaban olykor az iskolai matematikaban is — korrekt
modon szerepelnek® a ,Cavalieri-principiumok”, természetesen a misztikus infinitezimalisok nélkiil,

8 Cavalieri az 1647-ben megjelent Exercitationes geometricae ... (Geometriai gyakorlatok ...) c. miivé-
ben meg is kisérelte, hogy visszaverje a tamadasokat.

! Ennek megitélésekor figyelembe kell azonban venniink, hogy a mddszer alkalmazasanak van egy olyan
korlatja, amely pl. az integrallal val6 teriilet- ill. térfogatszamitasnal nem 1ép fel: A Cavalieri-modszer a kérdéses
idom ill. test teriiletének ill. térfogatanak kiszamitasat egy masik idom ill. test megmérésére vezeti vissza. (Példa-
ul a 3.22-beli masodik példaban akkor vezet sikerre a modszer, vagyis akkor nyerjiik a gombtérfogat képletét, ha
eleve ismerjiik két masik test — egy bizonyos egyenes korhenger és egy bizonyos egyenes korkap — térfogatat.
Hasonl6t mondhatunk az ottani elsé példaval kapcsolatban is.)

82 A differencialszamitas torténetével az 5. fiizetben foglalkozunk részletesen.

BA ,»f0loslegesség” itt a matematika-tudomany szempontjabol értend6; az iskolai matematikaban — pon-
tosabban: annak az integralszamitast megel6z6 fazisaiban vagy ha integralszamitast nem is oktatnak — mind a
mai napig helye van a Cavalieri-mddszernek. Példa: egybevagd sokszogekre, mint alapokra allitott egyenld ma-
gassagu gulak ill. hasdbok térfogata is egyenld (aminek alkalmazéasaként adodik azutan, hogy egy gula térfogata
egyenld az ugyanolyan alapu €s ugyanolyan magassagu barmely hasab térfogatanak egy harmadaval).

Erdekességként emlitjiik meg, hogy a Cavalieri-modszer iskolai felhasznalasdnak valosziniileg az USA-
ban vannak a legerésebb hagyomanyai. E. T. Bell neves amerikai matematikus (1883—1960) ,,The Development
of Mathematics” c. — éles kritikai hangvételii matematika-torténeti miivében (1940, 1945) tobbek kozott igy ir:

» ... But there is one ’anticipator’ of the calculus, B. Cavalieri (...), who merits more than a passing cita-
tion for the lasting mischief his 'anticipation’ has done. Cavalieri’s method of indivisibles has endured, to the
distraction of hundreds of teachers of the elementary calculus who must extirpate heretical notions of infinitesi-
mals from their students’ minds.”

(,,Van azonban a differencial- és integralszamitasnak egy ‘el6futara’, B. Cavalieri [...], aki az ’el6futarko-
dasaval’ okozott maradando karok okan egy futolagos emlitésnél tobbet érdemel. Az oszthatatlanok Cavalieri-
féle mddszere tartosan megorjiti a tanaroknak azokat a szdzait, akik a differencial- és integralszamitas elemeit ta-
nitjak, és ki kellene tizniiik a tanuloik gondolkodasabdl a ,,végtelen kicsinyek™ eretnek fogalmait.”)

8 Ovatosabban és némi szkepticizmussal megfogalmazva: ma mar megvan ennek a lehetdsége.
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mint az integralszamitas nyelvén megfogalmazott és az integralszamitas eszkdzeivel bizonyitott
tételek. (L. alabb 3.30.)

3.24 (a) A Kepler-elvvel szemben kezdett6l fogva aggalyok tamadtak annak matematikai meg-
alapozatlansaga, homalyos miszticizmusa miatt. Az alabbi ellenpélda a legegyszeriibbek kéziil valo és
igazan , kompetens” szerz6tdl szarmazik.

(b) A 3.24a abran BC# AC, és az ABC haromszoget a
DC magassag két derékszogli haromszogre bontja. Az ADC ha-
romszdg DC-vel parhuzamos ,,atomjai” egy-egyértelmiien meg-
felelnek a DBC haromszoég DC-vel parhuzamos ,,atomjainak”
ugy, hogy az egymasnak megfeleld ,,atomok” egybevagok.

A két részharomszog tehat ugyanazokbol az ,,atomokbol”
van folépitve; teriiletiik azonban kiilonb6z6.

(¢) Ezt az egyszerli, meghokkenté példat maga Cavalieri A
kozli (egy Torricellihez intézett levelében), igaz, nem a Cavali-
eri-elv, hanem a — gyengébb feltételti — Kepler-elv ellenpéldajaként, 6vatossagra intve ezze

3.24a abra
1.85

3.25 Mas szerzok még tovabb gyengitik a Kepler—Cavalieri—principium feltételét (anélkiil, hogy
ezt elvontan megfogalmazna) azaltal, hogy sikidomok ,,atomjaiként” nem csak egyenes szakaszokat,
hanem gérbe vonalakat ill. nem-sik feliileteket is megenged. Ennek két példajat idézziik 61 Torricelli®
miiveibdl.

3.26 (a) Az els6 példa Kepler 3.17 alatt ismertetett eljarasanak egy valtozata. Az r sugaru K
korlemez ,,atomjai”-nak a O<x<r sugaru, K-val koncentrikus korvonalakat, az ABC haromszog
»atomjai”-nak pedig az ST szakaszokat tekintjiik (3.27a abra). Ha a haromsz6g BC alapja — ugyantgy,
mint Keplernél — a K kiegyenesitett keriilete, vagyis a hossza 2zt ', akkor minden x sugarhoz
tartozo ST szakasz az X sugaru kor 27X hosszisagu kiegyenesitett Keriilete. Ezen a modon egy-
egyértelmii megfelelés jon 1étre a K korlemez ,,atomjai” és az ABC haromszog ,,atom”-jai kozott ugy,
hogy az egymdasnak megfeleld ,,atomok” — ha nem is ,.egyenlék”, de — azonos mértékszamuak.
Torricelli kovetkeztetése az, hogy ezért a K teriilete is megegyezik az ABC haromszog teriiletével,

vagyis az r sugaru korlemez teriiletének képlete: ar? (% -27r-r).

8 Lehetséges, hogy Cavalieri ezzel annak sziikségességét akarta érzékeltetni, hogy a Kepler-elvet a Ca-
valieri-elv szigorubb feltételével ",iztonsagosabba” tegyiik. (Ez csak feltételezés, nem torténeti tény.)

% Evangelista Torricelli (1608—1647) olasz fizikus, Galilei egyik kivalé tanitvanyanak, Castellinek tanit-
véanya, késébb maganak Galileinek munkatarsa és — Trattato del moto (Ertekezés a mozgasrol, 1641) c. konyvé-
vel — miivének folytatoja; végiil 1642-ben, Galilei halala utan annak utdda is lett ,,a firenzei nagyherceg matema-
tikusa”-ként.

Fizikusként igen jelent6s hidraulikai és a légnyomasra vonatkozo kutatasokat végzett. Matematikusként
sokrétli és fontos szerepe volt az analizis kifejlesztésében, és jelentdsen befolyasolta annak olyan klasszikusait,
mint Barrow és Newton.

Galilei ,,Discorsi ...” c¢. hires miivében is vannak utaldsok az ,,oszthatatlanok modszerére”, és Torricelli
kozremiikodott e mu fiiggelékének elkészitésében (Galilei életének utolsd évében).

(Németh Laszlo Galilei c. dramajaban, a f6szerepl6 Galilei mellett, fontos és szép — a drama mondaniva-
l6janak 1ényegét vilagosan kifejezd — szerepe van Castelli és Torricelli alakjanak is.)

Ennek ismeretét foltételezi ez az eljaras.
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' B 2rr C
3.26a abra

(c) Torricelli ezen a médon akarja elhéritani (pontosabban: targytalanna tenni) pl. Guldinnak®
azt a konkrét ellenvetését Kepler eljarasaval (3.17) szemben,

hogy Kepler ,,nem igazi” (egyenldszaru) haromszogekre bont- A

ja a korlemezt, hanem olyanokra, amelyeknek az alapja — —
egyenes szakasz helyett — koriv, amelyek tehat nem illeszthe-

tok bele megfeleléen a 3.17a abra AH téglalapjaba (3.26 3.26b 4bra H
b abra.)

3.27 (a) A masodik példa, amelyet Torricellitdl
idéziink, egy olyan forgastest térfogatanak szamitasarol
sz01, amely ,,a végtelenbe nytlik”.®* A test az

xy=4-a’
egyenletii hiperbola elsé negyedbeli aga [0;c] (c>0)
folotti részének az y-tengely koriili megforgatasaval ke-
letkezik (3.27a abra); azért ’végtelen”, mert az y-tengely
nem-negativ részét teljesen tartalmazza.

Ezt a testet 1s sok kiilonféle modon lehet ,,0sztha-
tatlanok”-ra bontani. Torricelli a testbe az abra szerinti X
(0<x<c) sugaru és y magassagu egyenes korhengerek
palastjat valasztotta; ezek feliiletének a mértékszama:
27Xy, vagyis (a hiperbola egyenletének a figyelembe

vételével) 7a?. Fontos — és meglepden szép jelenség — 3.27a abra
hogy ez az érték mindegyik hengerpalastra ugyanaz.

% Paul Guldin (1577-1642) svajci olasz matematikus (eredetileg aranymiives és jezsuita szerzetes).
Matematikusként Németorszagban, Italidban és Ausztridban dolgozott. Kezdetben a Fold mozgasardl és a
Gergely-naptarr6l publikalt. A “Centrobaryca ...” cimii, stlypont-meghatarozasokkal foglalkoz6 fémiivében
k6z6lte a ma Guldin-szabdlyok néven ismert két tételt forgasfeliiletek felszinérdl és forgastestek térfogatardl. Ez
a téma természetesen a latoterébe hozta az abban a korban népszerii ,,atomisztikus” teriilet-, felszin- és térfogat-
elméletet, amelynek egyik leghevesebb birdlojava valt. Féleg az elmélet két vezéralakjanak, Keplernek és
Cavalierinek az ilyen eljarasait tdmadta.

Cavalieri nem utolsésorban abban a reményben adta ki 1653-ban ,,Geometria indivisibilibus ...” c. 1635-
ben megjelent f6 miivének atdolgozott valtozatat, hogy ezzel megkisérelje kivédeni ezeket a tamadasokat.
Ugyanakkor 6 maga is — ugyanugy, mint sok korabeli matematikus, akar résztvett ebben az atomisztikus ,,moz-
galomban, akar nem — tisztaban volt vele vagy legalabbis érezte, hogy ez az elmélet nagyon sebezhetd, ami a fo-
galmi megalapozast illeti; a gyakorlati sikerek azonban magukkal ragadtak.

Guldin egyébként nem az egyetlen kovetkezetes ellenfele volt az ,,0szthatatlanok geometriajanak”.

% Ezta példat Torricelli 1643-ban tobb matematikussal (koztiik Cavalierivel is) levélben kozolte (amire
Cavalieri a valaszlevelében lelkesedd dicsérettel reagalt). A ,,végtelenbe nyulo test” véges €s szamszerlien meg-
hatarozhato térfogata akkoriban szenzacioként hatott.

A leirdsban nem az eredeti, ma mar nehézkesnek hatdo megfogalmazast kovetjiik, hanem a mai matemati-
kai nyelvet és eszkdzoket hasznaljuk.
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Most mar csak ,,0sszegezni” kell ezeket a mértékszamokat, amit Torricelli egyszeriien Ugy
,intéz el”, hogy ezt a konstanst c-vel szorozza™: igy a

ralc

formulahoz jut, és ez valoban a széban forgo6 ,,végtelen hiperboloid” térfogatanak helyes képlete!
(Lasd az 3F.22 feladatot!)

3.28 (a) Az utolso 17. szazadbeli példankat ismét Cavalierit6l idézziik. Az Gsszehasonlitando

alakzatok: az y = x2 egyenletii parabola ordinatahalmaza (,,a gorbe alatti idom™) 0-t6l c-ig (C>0)és a

¢ oldalu négyzet alapti ¢ magassagu egyenes gila (3.27a abra). Amit keresiink: Az ordinatahalmaz te-
rilletének €s a gula térfogatanak a kapcsolata.
(b) Minden O<x<cC szamhoz egyértelmiien hozzarendelhet6 a parabola x abszcisszaju pontja-

nak az ordinataja (a szamértéke: X2) ¢s a gllanak a magassagara merdleges R
azon sikkal val6 metszete, amelynek a csucstol valod tavolsaga X (ez egy x y=X

oldalu négyzet, a teriiletének szamértéke szintén XZ). Ezen a modon a para-
bola [0; c] folotti ordinatahalmazanak az y-tengellyel parhuzamos ,,atomjai”

(az X2hosszﬁsé1g1'1 ordinatavonalak) és a gulanak az alappal parhuzamos

\ 4

»atomjai” (X oldalu négyzetek, a teriiletik mértékszama: X2) kozott egy- <X >

egyértelmli megfeleltetés van gy, hogy az egymasnak megfeleld elemek <—¢

szamértéke egyenlo. N
Cavalieri ebbdl arra kdvetkeztetett, hogy a parabola ordinatahalmaza- !

nak a teriilete szdmszeriien egyenlo a gula térfogataval, vagyis az X oldalu és 1 %{/ /I\

X magassagl négyzetes egyenes hasab térfogatanak, X- x2 -nek a harmada- N |
val; ez helyes eredmény, amelyet ma igy fejeznénk ki: 33 \L

[Sx2dx = X—3 (c>0)
0 T3 : 3.28a 4bra

(c) Ez a példa azért is meghdkkentd, mert az egymashoz rendelt ,,atomok™ nagyon kiilonb6z6
természetiek (egydimenziosak ill. kétdimenziosak), amelyeknek az ,.egyenldségérol” csak abban az
értelemben lehet beszélni, hogy egy szakasz hosszanak és egy négyzetlap teriiletének ugyanaz a mér-
tékszama. Itt tehat a Kepler-elvnek egy ,,nagyon liberalis” felfogasa érvényesiil.

3.29 (a) Az infinitezimalisokkal (,,végtelen kicsinyekkel”) valo manipulacié — amelynek Cava-
lieri volt a legnevesebb képviseldje — kiillonboz6 valtozatokban szazadokon at hatalmas szivossaggal
tartotta magat. Jol karakterizalja ezt a kovetkezo részlet egy 1921-ben (!) megjelent, a gimnaziumi ma-
tematikat bemutaté konyvbél.”*

% Torricelli ezzel a 1épéssel tovabb noveli az egész gondolkodasmdd matematikai megalapozatlansagat.

%' MEHLER, F. G.: Hauptsdtze der Elementar-Mathematik zum Gebrauche an hoheren Lehranstalten (Az
elemi matematika 0 tételei gimnaziumok hasznalatara). A. valtozat. Az eredeti konyv 31., A. Schulte-Tigges al-
tal jra feldolgozott kiadasa. Berlin és Lipcse 1921.

Ez a konyv mifajilag atmenet a tanuloknak szant tankonyv és a gimndziumi matematikanak a tanarokat
segité enciklopédiaja kozott. Az eredeti mli 1859-ben jelent meg. Fél évszazadon at tartd sorozatos ujrakiadasok
¢és felyjitasok utan 1907-t61 két parhuzamos valtozatban jelentették meg. A B. valtozat (inkabb a real-gimnazi-
umok szamara) erésebben igazodott az 0j tantervekhez, modszerekhez és iranyzatokhoz (Németorszaghan 1905-
tol kezdve jelentds reformmozgalom mikodott a kdzépiskolai matematika modernizalasara) , mig az A. valtozat
(inkabb a human gimnaziumok szamara, ebb6l idézzziik a kovetkezd részletet) nagyobb mértékben vette tekin-
tetbe ennek a kézikdnyvnek a széleskorti elterjedtségét és ,,azoknak az érzelmeit, akiknek ez a konyv a hagyoma-
nyos formajaban a sokéves hasznalat altal kedvessé valt és a sziviikkhdz nott” (idézet az eldszobol).
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(b) .LegyenekP(x;y)és BR(X;y1) az y2 =2pX P
egyenletii parabola kiilonb6z6 pontjai (3.29a abra). A PRQIQ, R, 1/yZ —2px
PRRR trapézek a parabola PP, hurjanak az x-tengelyre ill. £

az y-tengelyre valo6 merdleges vetitesevel keletkeznek; a veti- g
letek: QQ, és RR;. E trapézek teriiletének viszonya:

|QQul-(QPI+IQR]) _ (a=X)(y1+Y) _
|RRy|-(RPI+[RiR) (Y1 —Y)(xq+X)
_ XX MHY _YE-Y2 on+y () ol o o>
X +X y1-Yy y12+y2 Yi-y y12+y2 '
,»Ez a hanyados, ha végtelen kicsire vessziik PP, -et, nyilvan a
2 hatarértékhez kozeledik.®* Minthogy pedig ugy tekinthetjiikk, hogy a végtelen kicsiny PP, hur
egybeesik a végtelen kicsiny PP, parabolaivvel, azért a végtelen kicsiny PP, ivnek az x-tengelyre ve-

titésével keletkez6 idom kétszer akkora, mint ennek az ivnek az y-tengelyre vetitésével keletkezd
idom. Ha marmost az OP ivet ilyen végtelen Kicsiny részekre osztva képzeljik el, akkor latjuk, hogy
az OQP idom teriilete is kétszerese az OPR idoménak. Igy hat az OQP idom teriilete kétharmada az

3.29a abra

OQPR téglalap teriiletének, vagyis egyenld % Xy -nal; masszoval: azon négyzet teriiletével, amelynek

az oldala ;ZJ,X és y kozéparanyosa. Az OQP idom tehat négyzetesitheté”.* (Lasd az 3F.21 feladatot!)

3.30 (a) A Cavalieri-elv ,,hamis” gondolkodasmadja ,,leleplez6dott” volna és nem csabithatta
volna a matematikusokat tObb mint masfél évszazadon 4t, ha nem vezetett volna szdmszerlien korrekt
eredményekre. Vajon mi ennek a — mai tudasunk alapjan igencsak meghdkkent6 — jelenségnek a ma-
gyarazata? A torténeti folyamatokat és a Riemann-integralt is vilagosabban latjuk, ha atgondoljuk, ho-
gyan igazolhatok — a feladatok bizonyos koreiben — a Cavalieri-modszer alkalmazasainak eredményei
a Riemann-féle hatarozott integrallal.

Torténeti szempontbol érdekes a konyv két valtozatadban megtestesiild parhuzamossag az oktatasban a
matematika korrekt, a kor tudomanyossaganak megfeleld bemutatasa és a teljesen anakronisztikus, de nagyon
mélyen gydkerez6 hagyomany kozott. (Vajon a jelenkorban teljesen mentesek vagyunk az ilyen anomaliaktol?)

(y+Y)? NGy

y2+y? 2y

B Eza Hlevezetés” jol példazza az ,,atomisztikus teriilet-gondolkodas™ zavarossagat. Itt a tekintett idomok

%2 Ha ui. Y1 — Y, akkor

»atomjai” nem szakaszok (QP nem is kétszerese RP-nek, kivéve egyetlen esetet: a P(g; pj pontot), hanem

,,végteleniil keskeny trapézek”. Ilyenek azonban nem léteznek (akar csak ,,végteleniil kicsiny parabolaivek™), te-
hat ,.két ilyen idom teriiletének hanyadosa” sem létezik. (Megjelenik itt a ,,hatarértékek hanyadosanak™ és a ,,ha-
nyados hatarértékének” az a naiv azonositasa is, amely hosszll idon at nehezitette példaul a differencialhanyados
fogalmi tisztazasat.)

Az ,eredmény” egyébként helyes: J‘g1 [2 pxdx =§ . \/ﬁ . §/C_2 =§ -C-4f2pC .
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(b) A 3.30a,b szimbolikus abrakon™ két-két idom van elhelyezve egy-egy derékszogii koor-
dinatasikon. Az A ill. & idomot feliilrdl és alulrol az f; és fp ill.a gy és g, gorbék, balrol és jobb-
1ol az x=a, x=Db egyenletii egyenesek hataroljak. f;, fo, g1, g, olyan fiiggvények, hogy

0<f(0 <1, (x), 0<92(x) =<0, (x) (xe[a;b]),

és ezek az idomok olyan alakuak, hogy

(E) fi(x) - f2(x)=0a[g1(X) — g2(x)] (xe[a;b], q>0) *,
tehat alkalmazhat6 rajuk a Cavalieri-elv 3.19(a), 2. alatti valtozata,
(c) Tegyiik fol, hogy léteznek az

[ 1090k, 2 f(0dx . [ o3(9x, [2 g (9

integralok.

\*

“ [ -

.:fl — :
F S
:f2 :

Q

Q

i :
! e — 92 o~ !
a b a b
3.30a dbra 3.30b 4bra

(d) Ekkor #-nek és G-nek van szamszeri teriilete, | #| és | &|, tovabba léteznek az

[PTR00 - 20010, [Py (- g (X

integralok is, és

712 [a fOodk = 3 T (0= [T00 ~ f5(91dx = 3ol (6) ~ g (e =
= [Palo19 - 5ok =q| [P0y (e~ [20(9ex |= a] 1

% A 3.30a 4bra tk. realis; csak azért mondjuk szimbolikusnak, mert — az egyszerii rajzolhatosag és a jo
attekinthet6ség érdekében — tordttvonalakkal hatarolt idomokat valasztottunk; ez a specialitas azonban nem fel-
tétele annak, amit itt elmondunk.

Ebben a specialis esetben egyébként teljesen elemi geometriai modszerrel is igazolhato, hogy teljesiil a
Cavalieri-elv allitasa (l. az 3F.23 feladatot!). A 3.30b abra konfiguracidja nem ilyen; ott a Cavalieri-elvnek az
elemi geometrian ténylegesen talmend mondanivaldja van.

S A g =1 valasztas felel meg a Cavalieri-elv 3.19(a), 1a. specialis valtozatanak.

% A Riemann-integral elméletének elemi tétele: Ha u és v egy [a;b] intervallumon értelmezett és ott
integralhato fliggvények, akkor minden ru-+sv (r, s e R) fliggvény is integralhato [a; b] -n és

Ig [ru(x) +sv(x)]dx=r jgu(x)dx + sjgv(x)dx .
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(e) Ami a (c) alatti foltevést illeti: Cavalieri — és modszerének kovetdi altalaban is — nem tekin-
tenék az ilyen feltételt korlatozasnak, hiszen olyan sikidomokkal és testekkel foglalkoztak, amelyek
folytonos fiiggvényekkel — s6t azok koziil is csak a ,,legszelidebbekkel” — irhatok le.

(9) A Riemann-integral fogalmabdl és elméletébdl visszatekintve tehat valoban igazolhatok a
Cavalieri-principium eredményei.”’

3.31 (a) Semmiképpen nem igazolhato azonban a Cavalieri-modszer gondolkoddsmodja (vagyis
annak a Cavalieri szellemében val6 ,,bizonyitasa”, hogy a Cavalieri-elv feltevésébdl kovetkezik az
allitas).

(b) 3.30(d)-vel és a hozzafiizott labjegyzettel kapcsolatban érdemes emlékeztetni: Abbol, hogy
_[2 [ f1(X) — fo(x)]dx 1étezik, nem kovetkezik, hogy az J.: f1(x)dx, _[g fo(X)dX integralok is léteznek.

Legyen pl. f; tetszéleges [a; b]-n értelmezett, nem-integralhatd fiiggvény és  fo(X) = f1(X) -1
(xe[a;b]). Ekkor f, sem integralhato [a; b]-n, de [2[ f1(x) - fo(x)]dx = [Pdx (=b—a).

(¢) Ezzel ramutathatunk a Cavalieri-elv korlatozott érvényére is, ti. arra, hogy a Cavalieri-elv
feltétele teljestilhet olyankor is, ha a kovetkeztetés (a szamszer( teriiletek egyenldsége) szoba sem jo-
het, mert a két teriilet — vagy legalabb az egyik — nem is létezik (vagyis # és G ill. # vagy G nem

mérhetd). Ezt a kovetkezd példaval illusztralhatjuk.
(d) A példa leirasa (3.31a abra). A vilagosabban ar-

nyalt G ponthalmaz: 1 oldalu négyzet. Az F ponthalmaz 1 ’7: g
azonban nem a sotétsziirkével jelzett téglalap, hanem a rac. b ———:
szaggatott vonallal megjeldlt — az x-tengellyel parhuza- irrac. —_———
mos, 1 hosszisaglh — szakaszok egyesitése. Ez azért nem o
t6lti ki a téglalapot, mert a racionalis ordinataja szakaszok ol 1 2 3
a téglalapnak csak a bal oldali felére, az irracionalis ordi-

3.31a abra

natajuak pedig csak a jobb oldali felére terjednek ki.
(e) F és G ebben az elhelyezésben teljesiti a Cavalieri-elv feltételét.
(f) Nem helytallo azonban az, hogy | #|=| &| (=1), hiszen, bar valdéban | ¢| =1, | _#| nem

is 1étezik. (Lasd az 3F.24 feladatot!)
(g) Megjegyzend6: ez a példa anakronisztikus abban az értelemben, hogy az olyan ,,bonyolult

szerkezetli” ponthalmazok, mint a (c) alatt definialt 7 halmaz, nem keriiltek és nem is keriilhettek a

matematikusok l1atokorébe a 19. szazadig, annak is koriilbeliil a kozepéig. Az ,,idom” ill. ,,alakzat”-el-
képzeléseket (szabalyos, szigoru definicio lehetetlen lett volna) a 17. és 18. szazadban egyaltalan nem
zavarhattak a (c) alatti konstrukciohoz hasonlo6 lehetoségek.

(h) Masrészt ez sem ad folmentést az ,,atomisztikus teriiletszamitas” matematikai megalapozat-
lansaganak ,,vadja” alol.

3.32 Nekiink azonban nem szabad a torténetietlenség hibajaba esniink. A hagyomanyosan a Ca-
valieri-elv szoval folidézett, de annal sokkal atfogobb €s komplexebb gondolkodasmodot tigy tekinthe-
tjiik, mint egy természetes (s6t talan sziikségszer(i?) szakaszt abban a ,,hosszi menetelés”-ben, amely a
gbrog matematikatol a valos szamtest, a mértékgeometria és az analizis (kiilondsen a Riemann-in-
tegral) és a Jordan-Peano-mérték 19. szazadi kikristalyosodasaig terjed. A kovetkezo tablazatban en-
nek a modfelett szovevényes torténetnek azt a nagyon érdekes, dialektikus szerkezeti sajatossagat

o Igaz, hogy itt csak a principium egyik formajat és annak is csak a sikbeli valtozatat vettiik tekintetbe,
de a célunk pusztan az volt, hogy az ilyen ,,igazolas”-nak a lehet8ségére és a természetére ramutassunk.
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részletezziik és tessziik attekinthetové, amelyet ezen alfejezet bevezetéseként, 3.16(b) alatt mar
érintettiink.*®

Gorog gondolkodas (pl. Cavalieri-féle gondolkodas Modern gondolkodds (pl.
Eudoxos-Euklidész- Riemann-integrdl és
Arkhimédész-féle Jordan-Peano-mérték)

korméres és Arkhimédész-
féle parabolakvadratura)

1. lépés | Véges sok (véges) E{Etérfoiyén:laioy elképzelése Véges sok (véges)
mennyiség (végtelen kicsinyek ,,eléallitésa” mennyiség [0sszegezése

véges mennyiségekbdl).

2. lépés | Ezen alkotéelemek Az igy nyert ,,atomok” Az igy nyert 6sszegek
szamanak novelése 'hatarértéke!.

(A hattérben — mint ennek az ell idasos fejlodéstorténetnek a v z6do gerince — a valos
szamtest fogalmanak és a konvergeuuiaivgalmaknak a hianya ill. a megieremiésiikért folytatott és na-
gyon sokaig sikertelen kisérletek allnak.) A 3 C részben majd ezt a kiizdelmes folyamatot kiséreljiik
meg érzékeltetni.

El6bb azonban a ,,végtelen kicsinyek geometridjanak” még egy példajat idézziik fol, amely ab-
ban kiilonbozik az eddig bemutatottaktol, hogy itt nem csak az ,,okfejtés” abszurd, hanem az ,,ered-
mény” is az. A

3.33 (a) Az ,.infinitezimalis” gondolkodasmod késdi utdhata-
sanak egyik érzékletes és konnyen leirhato példajat Bolzano®® egy hi-
res konyvébol idézziik (helyenként kissé korszeriisitett abraval és
szoveggel, de a matematikai Iényeg tekintetében valtozatlan modon).

(b) A 3.33a abran a vastag folytonos vonallal rajzolt kor egy
rogzitett — O kozépponti — kdrvonalat képvisel. E kdrvonal minden
olyan P pontja, amely az els6 siknegyed belsejébe esik, két tovabbi O
kozépponti — szaggatottan rajzolt — kdrvonalat general: az egyiknek
a P abszcisszaja, a masiknak a P ordinatdja a sugara. Igy keletkezik a

A korlemez és a & korgylrt. 3.33a.... dbra

Az utdbbiak nincsenek rogzitve. Ha a P pont a rogzitett korvonalon pl. az y-tengely felé halad,
akkor a szaggatott kdrvonalak ugy valtoznak, hogy a korlemez egyre kisebb, a korgytiri pedig egyre
,.keskenyebb” lesz.

% Ez még igy, kiboévitett megfogalmazasban is csak sziiségképpen erdsen egyszerisitett, sematizalt mo-
don torténhet, de az attekintést €ppen ez a sematizalas konnyiti meg.

% Bernhard Bolzano (1781-1848) cseh filozofus, teologus és matematikus, kiilonds egyedi szerepldje
volt a tudomanyok torténetének. Miutan 1819-ben filozéfiai és politikai — a Habsburg-uralommal szembenallo —
magatartasa miatt megfosztottak pragai egyetemi tandri allasatol, visszavonultan élt €s alkotta matematikai és lo-
gikai miiveit, amelyek életében jorészt nem is keriiltek nyilvanossagra. Matematikusként féleg a fogalmilag in-
gatag ,,Cauchy el6tti” analizis szigoru biraldjaként és az analizis megujitasara iranyulo torekvései révén volt je-
lentés. TGbb tekintetben megel6zott a modern analizist megalapozo olyan klasszikusokat, mint Cauchy és Weier-
strass. (A folytonossag fogalma, a folytonos fliggvények kozbens6érték-tétele, a ma Bolzano-Weierstrass-tétel-
ként ismert eredmény, példa mindeniitt folytonos, de sehol sem differencialhatd fliggvényre, kés6bb masokrol
elnevezett sorelméleti tételek sth.) A Cantor-féle halmazelméletnek is az egyik elokészitéje volt, foleg az 1851-
ben megjelent ,,Paradoxien des Unendlichen” (A végtelen paradoxonai) c¢. miivével (amelyben a ,,végtelen” egy-
arant jelent végtelen kicsit és végtelen nagyot).

Ebbdl idézziik a szobanforgd paradox példat. (Ezt Bolzano atalakitva-leegyszeriisitve veszi at Galilei
,DIiscorsi ... c. hires miivének ,,Az 1. nap” c. részéb6l; egyébként maga Galilei is mastol kdlcsonozte az alap-
otletet.) Lasd Galileo Galilei: ,,Matematikai érvelések és bizonyitasok ...” Europa Konyvkiadé 1986, 39.—43. o.
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A P pont altal egymashoz rendelt A korlemez és & kérgyiirii azonban mindig egyenlo teriiletii.

(Lasd az 3F.25 feladatot!)
(c) ,,Ha marmost a P pont végteleniil kozel keriil az y-tengelyhez, akkor a £ korlemez az O

pontba megy at, a & korgylirii pedig a rogzitett kdrvonalba.” Ez pedig Bolzano szerint — ,,sok geomé-
tert arra inditott, hogy ugy vélje”:
(1) A L és & kozotti kapcesolat — ti. az egyenlGség (a teriilet tekintetében) — a hataratmenetnél is

megmarad, és ezért

(2) az O pont ugyanolyan nagy, mint a rogzitett korvonal.
A végkovetkeztetés pedig az, hogy

(3) ,,minden kor kozéppontia akkora, mint a kor keriilete.

(d ) Természetes, hogy a matematika — és a témakdr tekintetében kiilondsen az analizis — két év-
szazados fejlodése Cavalieritdl (a 17. szazad kdzepe) Bolzanoig (a 19. szdzad kdzepe) valami nyomot
hagy az ilyen dolgok kezelésében. Ez Bolzanonal abban mutatkozik, hogy 6 nem tényként kozli a (c)-
beli teljesen abszurd (3) mondatot, hanem paradoxonként, mintegy figyelmeztetésiil a ,,balesetveszély-
re” a ,,végtelen kicsik” vilagaban; a paradoxont fololdani, bar megkisérli, igazabol még nem tudja.*™

(e) Ebben az egyszer(i példaban ujra megjelenik ,,az infinitezimalisok geometriaja” két évszaza-
danak egyik jellegzetes gondolati eleme: a kiilonb6z6 dimenzidju objektumok jogosulatlan egy kate-
goriaba sorolasa.

5100

3 C. A 18. szazad: Euler, Lacroix, Poisson

3.34 (a) Kissé elnagyoltan azt lehet mondani, hogy a 17. szazadban az ,,infinitezimalisok™ elkép-
zelése és a veliik val6 ,,manipulalas” — és nem kevésbé az ezzel kapcsolatos sulyos kételyek és vitak —
uraltak a matematikanak ezt a teriiletét. Ez a homalyos, misztikus elképzelés nem csak az analizisnek a
leibnizi és newtoni ,,differencial- és integralszamitast” megel6z6 periddusaban (mint pl. Keplernél és
Cavalierinél) volt igen eleven, hiszen maga Leibniz is infinitezimalisok végtelen sok tagu ,,0sszege-
ként” képzelte el a fiiggvénygdrbe alatti teriiletet. 2

(b) A 18. szazadban azutan a matematika-tudomany a teriiletmérés és a hatarozott integral tekin-
tetében egy Ujabb sajatsagos torténeti kitérot tett: az volt az uralkodd tendencia, hogy az integralt egé-
szen masképpen, ti. ,,antiderivalt”-ként fogtak fol (amit ma hatdarozatlan integralnak neveziink). Ez a
— szintén Leibnizre visszavezethetd — koncepcio tulajdonképpen tovabbi kényszerii lesziikitése volt az
integralra alapozott teriiletfogalom gyakorlati hatokorének, hiszen feltételezte, hogy olyan ,,gorbe alat-

100 frrdekes, hogy Bolzano nem jegyzi meg, hogy (3) kovetkeztében egy pontot minden pozitiv szammal

mérni lehetne.

A dimenziok 0sszezavarasa, teriilet és ivhossz hamis azonositasa ,,infinitezimalisoknal” gyakori gondol-
kodasi hiba volt az ,,infinitezimalis geometria” két évszazados torténetében.

Valgjaban egy pontnak és egy kdrvonalnak (mindkettdt sikbeli ponthalmaznak tekintve) tényleg mege-
gyezik a teriilete, ti. mindkett6é nulla; az ,,infinitezimalis geometria” miivel6i azonban sokszor azonositottak a
korvonal , teriiletét” annak hosszaval.

1ot Igaz, hogy ez a veszélyérzet mar a Cavalieri-kor tagjainal is jelentkezett (t6bb-kevesebb tudatossag-
gal). Maga Galilei is — akinek Discorsi-jabol meritette Bolzano ezt a példat — tobbszor figyelmeztetett erre.

192 A szamunkra megszokott | integral-jelet — torzitott S-betiiként — is Leibniz vezette be. Johann Ber-
noulli, aki az elészor Jacob Bernoulli altal hasznalt,,integral” szot és ennek megfeleléen az | betlit javasolta
Leibniznek, végiil is elfogadta ,,a Leibniz iranti tiszteletbl” (Cajori) az | jelet. Maga Leibniz egy 1675-6s kéz-

iratdban hasznalta eldszor ezt a jelet; nyomtatott publikaciokban csak évekkel késébb. (Mindez rekonstrualhato
Leibniznek az 1850-es években kiadott Gsszegyiijtott matematikai irasaibol és a matematikusokkal folytatott,
1899-ben kiadott levelezésébdl.)

Leibniz az (elnytjtott) S jellel egyértelmiien a ,,summa” (latin), ,,Summe” (német), ,,sum” (angol) ,,06sz-
szeg” szora utal, marpedig itt masrol nem is lehetett sz6, mint infinitezimdlisok ,,0sszegér61”.
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ti teriilet”-r6] van sz, amely egy ,,analitikusan” (képletszerien) megadhato fiiggvényhez'® tartozik

(ez az els6 lesziikités), méghozza olyanhoz, amelynek ismerjik az ,antiderivaltjat” (ez a masodik
lesziikités).**

(c) A teriiletnek ,,0sszeg”-ként valo kezelése tehat hattérbe szorult, de csak fogalmi vonatkozas-
ban! A teriilet tényleges — persze csak ,,megkozelité™ % szamszerti megallapitasa ,,0sszegek” altal ab-
ban a szazadban is miivelt kutatasi teriilet volt, s6t az approximacié mértékével (hibakorlat megadasa-
nak lehetéségeivel) is foglalkoztak (ami persze — mai szemmel nézve — ismét megoldatlan fogalmi
problémakkal jart). Specialis esetekben torekedtek annak kimutatasara is, hogy a hiba tetszélegesen ki-
csivé tehetd (bar ilyen iranyu altalanos, atfogo vizsgalatokat nem folytattak). Ezek a munkak amelyek-
ben a szazad olyan kiemelkedé matematikusai, mint L. Euler'®®, S.-F. Lacroix'®’, S. D. Poisson'® stb.
vettek részt, parhuzamosan folytak a végtelen sorok és a differencialegyenletek teriiletén folytatott ha-
sonlo kutatasokkal és 6sszefonodtak azokkal.

3.35 (a) A szazad legnagyobb hatasu és legtermékenyebb matematikusa, Euler, az Institutiones
calculi integralis (Az integralszamitas alapfogalmai, 1768/70) c. miivében'® fejti ki — abban a szazad-
ban el6szor — rendszeresen az integral értékének az ,,0sszegekkel” vald megkozelitése alapfogalmait
és elméletét. Ez azonban nem a ma hasznalt Cauchy—Riemann—Weierstrass-féle integralfogalom, hi-
szen Euler is antiderivaltként definidlta az integralt; azokat a bizonyos ,,0sszegeket” pedig az integral
— kozelité — kiszamitdsa eszkozének tekintette. Ezt pedig azzal indokolta (ill. magyarazta), hogy két
egymashoz ,.kozeli” hely kozott a fiiggvényérték ,,majdnem” konstansnak tekinthet6™°, tehat a fiigg-
vénygorbe alatti teriiletnek e két hely kozotti része kozelitéleg helyettesitheté egy téglalap teriiletével,
amelynek egyik oldala a két hely altal kozrefogott szakasz, a masik pedig e zart intervallum valamely
helyén vett fiiggvényérték (ordinata).** A ,téglanydsszeg™: az integracios intervallum valamely véges
felosztasa minden részintervallumahoz tartozoé egy-egy egy ilyen ,,téglany-teriilet” 6sszege.

108 Az egész 18. szazadban erésen jellemzé volt, hogy a fliggvény fogalmat azonositottak az ilyen

értelemben ",,analitikus” fiiggvényével.

10% Azt a kérdést, hogy ez a masodik leszlikités csak formalisan az-e, vagy tartalmilag is, csak a 19.
szazad elején tudatositottak és igyekeztek meg is valaszolni. (Lasd Cauchynak a 3.37(b) alatt idézett két tételét.)

105 Az idézdjel azért indokolt, mert egészen a valds szam fogalma és a szamszer( teriiletfogalom 19.
szazadi Korrekt felépitéséig az egész matematika-torténetén végigvonul az a logikai képtelenség, hogy olyasmit
,kozelitink” meg, ami nincs definialva, tehat fogalmilag nem is 1étezik. (A 4. flizetben Gjra sz6lunk majd errdl.)

196 1 eonhard Euler, svéjci, 1707—1783.

107 Gilvestre Frangois Lacroix, francia, 1765—1843. (Eulerrdl és Lacroix-rdl a valds szamokrol és a diffe-
rencialszamitasrol szolo flizetben bévebben szolunk majd.)

1% Simon-Denis Poisson, francia, 1781-1840. Nagyon sokoldalu, kiemelkedden termékeny matematikus
¢s fizikus, a tiszta és az alkalmazott matematika, a fizika és az égi mechanika csaknem minden teriiletén jelent6s
eredményei voltak. Meghatarozo szerepe volt a matematikai fizika kibontakozasaban a 19. szazad elején.

'%® Ezt a mivet megelbzte az 1755-5s Institutiones calculi differentialis (A differencialszamitas
alapfogalmai). Mindkét mii Szentpétervaron jelent meg, ahol Euler az életének és munkéssaganak két fontos
szakaszat toltotte. (Az ,.institutiones” sz6 mindkét latin nyelvi mi cimében magyarra az ,,alapfogalmai” mellett
a ,rendszere” szoval is fordithatd.) A sorrend bizonyéara nem filiggetlen az integralnak a 18. szazadra jellemzd,
emlitett felfogasatol: Az integral fogalmilag az antiderivalt, de kiszdmitasdanak fontos eszkézei a — ma pl.
téglanyosszegeknek nevezett — kozelitd osszegek.

19 Ebbsl kitlinik, hogy Euler az integralando fiiggvény folytonossagat nem az integralhatosag (egyik)
elegendd feltételének tekintette. Valdban: Euler szamara minden fliggvény eleve ,.folytonos”; a ma
,folytonossdg”-nak nevezett tulajdonsag a fiiggvény fogalmaban volt involvalva (ami karakterisztikus volt az
egész 18. szazad matematikajara).

11 KésBbb azutan Cauchy kovetkezetesen a részintervallum bal oldali végpontjaban vett fliggvényértéket
szerepeltette a kozelitd 6sszegekben.
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(b) Eulert az is foglalkoztatta, hogy ,,mennyire j6” egy ilyen ,kozelités”. A legegyszer(ibb hely-
zetben, monoton™*? integrandusok esetében meg is talalta a megoldast abban az észrevételben, hogy a
gorbe alatti idom teriilete két korlat koz¢é fogha- 4
to: az also ill. felsd korlat barmely olyan tég-
lanyosszeg, amelyben minden részintervallumot
az ott elé6forduldé minimalis ill. maximalis fligg-

W
vényértékkel szorzunk meg (3.35a abra).**3 m
e W

Eszrevette tovabba, hogy a két korlat kii- RO Y

l1onbsége tetszOlegesen csokkenthetd az integra- m&xﬂkﬂx\\ 3

cids intervallum felosztasanak kelld finomitasa-
val.*** \

(Euler azt is felismerte, hogy ezek a meg- \}\M\"Q\‘Q\\\\K\b

gondolasok konnyen atvihetok olyan fliggvé-

nyekre, amelyek szakaszonként monotonok, 3 35a dbra
vagyis amelyeknél az integracids intervallum
véges sok részszakaszra bonthat6 gy, hogy a fliggvény ezek mindegyikében monoton.)

(c) A mai matematikdban az analizis elemeinek konnyi tankonyvi anyaga az (akar az iskolai
matematikaban is), hogy monoton fiiggvénynél ugyanez a meggondolas kozvetleniil elvezet a fiigg-
vény integralhatosagahoz (vagyis ahhoz a felismeréshez, hogy az a bizonyos kiilonbség — amelyet ma
oszcillacids 0sszegnek neveziink — tetszélegesen kicsivé tehetd a felosztas kell6 finomitasaval).

Euler szdmara azonban az integralhatosag probléméja nem is létezett; 6 még azt feltételezte,
hogy az a bizonyos kiilonbség ,,minden fiiggvénynél” tetszélegesen kicsivé tehetd a felosztas finomi-
tasaval. Nem ismerte (ill. ,,nem ismerte el”’) azt sem, hogy az integral ,,eleve 1étez6” értéke fligghet a
végtelen felosztassorozat megvalasztasatol, tovabba attol, hogy a ,.téglanydsszegek™ képzésénél ho-
gyan valasztjuk minden egyes téglany-alaphoz a magassagot. Roviden: Sem egzisztencia-, sem ekvi-
valenciaproblémak nem foglalkoztattak az integrallal kapcsolatban. Azon viszont igen invencidézusan
dolgozott, hogy minden egyes integralandé fiiggvényhez és integracios intervallumhoz minél gyorsab-
ban konvergal6 és minél konnyebben kiszamithato téglanyosszegeket produkald felosztas-sorozatokat
talaljon.

A 18. szazadi analizist valojaban nem az karakterizalja (pl. a 19. szazadival szemben), hogy
nem oldotta meg az integral 1étezésének kérdését, hanem az, hogy ez a kérdést nem is vetették fol.

N

77

v

1

3 D. A 19. szazad: Cauchy, Riemann, Weierstrass

3.36 (a) Ebben a gondolatkdrben mozogtak az integralra és a teriiletszamitasra iranyuld kuta-
tasok a Cauchy nevéhez fiiz6dd (a 19. szdzad elején bekdvetkezd) nagy fordulatig az analizis torténe-
tében, amelynek a lényege mind a differencialszamitasnak, mind az integralszamitasnak a hatarérték-
fogalmakra val6 épitése. Ezt azonban nem szabad ilyen egyszeri korszakvaltasnak tekinteni. Inkabb
nagyon is komplex, szovevényes és dialektikus folyamatrol van sz6. lgaz, hogy a 18. szazadi matema-
tika sem az integral fogalmat, sem a kiszamitasanak modszereit, sem e két dolog kapcsolatait nem tud-

112 A monoton” szot Euler még nem hasznalta. Ez az eredetileg egyhangusagot jelentd, két gérdg szobol,

a poévol (monodz) = egyediili, tovog (tonosz) = hang szavakbol osszetett kifejezés csak a 19. szazad nyolcvanas
éveiben honosodott meg matematikai miiszoként.

13 Szerencsére” monoton fliggvényeknél nyilvanvald, hogy a minimalis és a maximalis fiiggvényérték
egyarant l1étezik, és az is hogy melyik helyen.

Ami az abrat illeti: A mai matematikai felfogas szerint helyesebb lenne illusztracioként olyan monoton
fliggvény gorbéjét valasztani, amely nem folytonos (hogy még nyilvanvalobba tegyiik, hogy itt a monotonitas a
dontd tényez0). Ez azonban torténeti anakronizmus lenne, hiszen nem egy mai matematikai allitdshoz késziilt az
abra, hanem Euler egyik gondolatmenetének a bemutatasara.

A mai szokasos megfogalmazasban: Azaltal, hogy a maximalis részintervallumot (amelyet az abran
meg is jel6ltiink) kelléen kicsinek valasztjuk.
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ta megalapozni, mégpedig 1ényegében éppen a konvergencia fogalmi apparatusanak hidnya miatt. Az
is igaz azonban, hogy ezek a kutatasok egyrészt sok, kozvetleniil és kozvetve a Cauchy-analizis sza-
mara is értékesithetd eredményt hoztak, masrészt olyan egyre ndvekedd elégedetlenséget €s fesziilt-
séget keltettek, aminek felhalmozddasa azutan kivaltotta az egész matematikara kihato radikalis valto-
Z4st.

(b) Ebben a folyamatban példaul Lacroix a felosztas-sorozatok vizsgalataban, a minél jobb ap-
proximacio elérése érdekében — gy tiinik — azt érezte eldbbre valonak, hogy a részintervallumok sza-
ma kell6en novekedjék, nem pedig azt (ami a valodi kritérium), hogy a maximalis részintervallum
hossza kellden kicsivé valjék. Az utdbbi persze maga utdn vonja a részintervallumok szdmanak nove-
kedését, de erdsebb feltétel annal, hacsak nem kovetkezetesen egyenletes felosztasokat hasznalunk,
amikor is egyenértékii a két feltétel. (Abban a korban a ,legtermészetesebbnek™ az egyenletes felosz-
tast tartottak >, ez volt a leggyakoribb Lacroix gyakorlataban is, és éppen ezért nem lehet vilagosan
Kiolvasni a miiveib6l, hogy valojaban felismerte-e, hogy melyik a Iényeges feltétel.)

(c) Erdekes, hogy mind Euler, mind Lacroix (és masok is) fontosnak tartottak azon elmélkedni
(s6t olykor vitatkozni), hogy a kozelité Gsszegek képzésekor minden részintervallumot a bal oldali
vagy a jobb oldali végpontban vett fliggvényértékkel szorozzanak-e.''® Azt egyaltalan nem tartottak
Htermészetesnek”, hogy megengedjék a részintervallum barmely helyén vett fliggvényértéket, mint a
megfeleld ,,téglany” magassagat.

(d) Torténetileg érdekes, mert a 1ényegre mutatd, Lacroix terminoldgidja az integral témakoré-
ben: az els6k kozott hasznalta a hatdrozott integrdl és hatdrozatlan integrdl miiszavakat.**® (A termi-
nolégia azonban még jo ideig ingadozott az irodalomban.) Ez fontos 1épés volt afelé, hogy a hatarozott
integral 6nallo és megfeleléen definialt fogalomma valjék. Cauchy azutan atvette ezt a terminologiat
¢és valoban megteremtette a hatarozott integral fogalmat.

(e) Ebben fontos eldkészitd szerepe volt Poissonnak, aki batran hozzanyult olyan problémakhoz,
amelyeket Euler, Lacroix stb. nyitva hagytak vagy fol se vetettek. Ilyen volt példaul az a kérdés, hogy

,barmely fiiggvényre”® tetsz6legesen megkozelitheté-e az integral értéke a kozelité sszegek-

kel, ha a részintervallumokat kellden kicsire vessziik, ill. a fiiggvények mely osztalyaira érvé-

nyes ez?
és az, hogy

az approximalt értékek fiiggenek-e a felosztas-sorozatok megvalasztasatol, ha csak minden hata-

ron tal finomodo felosztas-sorozatokat engediink meg?

Mai szoval: a hatarozott integral egzisztencialis és unicitasi kérdései valtak égetéen aktualissa. (Ez
azonban nem azt jelenti, hogy Poisson meg is birkdzott ezekkel.)

(f) Poisson 1820-ban publikalta azt a dolgozatat'®®, amelyben ,,az integralszamitas alaptételé-
nek” — vagyis a hatarozott és a hatarozatlan integral kapcsolatanak — egy korai, a ma ismert tételnél

korlatozottabb formajat probalta bebizonyitani'?:

U5 A kiilonbodzd fliggvényekhez vald alkalmassag (kiszamithatosag, konvergencia-sebesség stb.)

tekintetében egyaltalan nem létezik ,,legtermészetesebb” felosztas-tipus.

116 Nyilvanvaloéan tulnyomoéan monoton vagy legalabb szakaszonként monoton fliggvényeket tartottak
szem el6tt (mast nem is képzelhettek el ,,fliggvényként”).

7 Mai szemmel nézve ez azért is furcsa, mert foleg folytonos fiiggvényekkel foglalkoztak, marpedig
azok zart intervallumon értelmezve egyenletesen folytonosak, s ezért az emlitett megkiilonboztetések irrele-
véansak.

Az egyenletes folytonossag fogalma és szerepe azonban sokkal késobbi fejlemény; 1asd 3.37(cy).

18 A hatarozatlan integral addig ,,az integral” volt, a hatarozott integral-nak pedig nem volt elnevezése,
hiszen csupan kozelité kiszamitasi modszereknek fogalmilag hatarozatlan, laza egyiitteseként 1étezett.

A két 1j, jelzds szerkezetli miiszo kifejezte azt a kettdsséget, hogy egyrészt fontos kapcsolat van a két do-
log k6zott, masrészt azonban ez a két dolog esszencialisan kiilonb6zd. (Valojaban a két fogalom még sokkal in-
kéabb eltérd természetli, mint ahogyan ezek a mar mélyen begyokerezett elnevezések sugalljak.)

19 Az idézojellel arra utalunk, hogy amig a ,,fliggvény” fogalma nincs hatarozottan definialva, addig a
oarmely fliggvény” kifejezésnek is bizonytalan, homalyos a tartalma.
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Legyen f(X) egy a-tol b-ig definidlt véges fiiggvény'** és F(X) az antideriviltia. Képezziik az
[a; b] intervallumnak n egyenld, a hosszisagu részintervallumra osztdsdval az
S=df(@)+fl@a+ra)+..+ f{a+(n-Ya}]
sszegeket. Ekkor F(b)—F(a) "> pontosan'®* egyenld az S dsszegek hatdrértékével.
Meg kell jegyezniink, hogy Poisson ebben a tételben

1) eleve feltételezi az antiderivalt 1étezését (,,tetszoleges™ fliggvényhez!),

2 eleve feltételezi az S Gsszegek hatarértékének a 1étezését,

3) az [a; b] intervallumnak kizarolag az egyenletes felosztasait veszi figyelembe.
125

A bizonyitast itt nem tudjuk részletezni.

(g) Az (e) részre és az (f) rész (3) pontjara visszautalva érdemes kiemelni:

Poisson mar tudataban volt annak, hogy nem okvetleniil egyenletes — magyaran tetszéleges —
intervallum-felosztasokra is ki kellene terjeszteni a bizonyitast (vagyis kizarni azt a rossz lehet6séget,
hogy egy nem-egyenletes felosztasokbol alkotott sorozatnal az S-nek nincs hatarértéke vagy mas ha-
tarértéke van), de erre még nem volt képes. Mégis attorésként kell értékelniink a problémanak a felis-
merését is, hiszen a 18. szazadi uralkodo felfogas szerint, ha az integral értéke egy bizonyos idom terii-
letének mértékszama (?), akkor az nem fiigghet att6l, hogy az idomot milyen médon osztjuk ,,végtelen
sok (?) részre”.

3.37 (a) A modern analizisre valé atmenet legnagyobb alakja Cauchy volt.*?® Nagyon leegysze-
risitve azt lehet mondani, hogy az analizis fogalmi fejlodés-torténetében Cauchy jelentdsége: az anali-
zisnek egyértelmiien és hatarozottan a konvergencia-fogalmakra valo épitése. Itt csak cimszoszeriien
tudunk megemliteni néhany igen fontos részletet: O alapozta meg a sorelméletet a konvergenciabol ki-
indulva (a konvergens sor és az abszolit konvergens sor fogalma, konvergenciakritériumok, pl. az
igen fontos, ma is Cauchy-féle konvergenciakritériumnak nevezett tétel); bevezette a felsé hatdr és az

: 1)
alsé hatar fogalmat; elséként bizonyitotta be, hogy az (1+ H] sorozat konvergens.

A mostani sziikebb témankba vagé eredményei: O definidlta a fiiggvény-folytonossagot 1ényegé-
ben a maig fennmaradt modern formaban, és 6 vezette be ,,hatarozottan” a hatarozott integral fogalmat
mint kdzelitd 6sszegek hatarértékét.

crcr

tettek az integral elméletében.?’

129 poisson ebben a publikacidban a valds és a komplex fiiggvények analizisével egyarant foglalkozott;

mi ebben a kurzusban a valds analizisre szoritkozunk.

2 A szovegben ¢és a képletekben nagyjabol kovetjiik Poisson sz6- és szimbdlumhasznalatat (amely nem
mindenben felel meg a miénknek), hogy ezzel is érzékeltessiik a dolog torténetiségét.

122 Ez a korabeli matematikaban igen elterjedt kifejezés a mai nyelven ezt jelenti: tetszOleges fiiggvény
(mintho§3y egy valos—valos fliggvény minden értéke eo ipso véges).

1% poisson itt ezt nevezi az f(X) fiiggvény hatarozott integraljanak a-tol b-ig.

24 A »pontosan” szo6t ma foloslegesnek érezziik; Poisson szohasznalata karakterizalja a korabeli analizist.

'2% Erdemes annyit megjegyezni, hogy a bizonyitas alapgondolata ma is felhasznalhato lenne, de csak tobb
olyan korlatozo (a felhasznalt eszkdzok 1étezését garantalo) feltétel mellett, amelyek nagyon besziikitenék a tétel
érvényességi korét.

Augustin-Louis Cauchy (francia, 1789—1857) minden id6k legtermékenyebb matematikusainak
egyike. Sok teriileten dolgozott, de a 6 kutatasi teriiletei a szélesebb értelemben vett analizis és annak fizikai
alkalmazasai voltak. Egyik legismertebb miive az 1821-ben megjelent Cours d’Analyse (az analizis tanfolyama)
cimii korszakfordit6 tankdnyve volt.

27 Ezek Cauchynak abban a publikacigjaban jelentek meg 1823-ban, amelyben &sszefoglalta a modern
integralelméletet is elindito egyetemi el6adasait.
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(by) TETEL. Legyen f(x) egy az [Xg; X] zdrt intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény. Ek-
kor létezik az
S =(x =) f (x0) + (X2 —x0) T (%) + ..+ (X =X 1) T (Xn2)
osszegeknek, ahol
Xg <X <Xo <..<Xp1 <X,
a hatdrértéke, midén a részintervallumok minden hatdron tul kisebbedne
intervallum-felosztasok megvalasztdasatol.

(b2) DEFINICIO. Ezt a hatarérértéket nevezziik az f(X) hatdrozott integrdljanak az [Xg; X] in-
tervallumon.

(bs3) A definici6 a hatarozott integral fogalmarol, a tétel pedig a 1étezésének egy elegendé felté-
telérél szol. Nagy fontossaga volt annak, hogy itt végre utat tért maganak annak a felismerése, hogy
milyen jelent6sége van az integral elméletében az alkalmasan valasztott, jol definialt fiiggvényosz-
talyoknak (a ,,minden fiiggvényre” kimondott tételek helyett). Igen fontos az is, hogy ez a definicio
— évszazados ingadozasok és habozas utan — végre egyértelmiien és hatarozottan eldontotte, hogy az
integral fogalmat nem az antiderivaltra, hanem a kozelitési eljarasra kell épiteni. Az antiderivalt szere-
pét pedig vilagosan rogziti Cauchy kovetkezo tétele.

k'?8 mégpedig fiiggetleniil az

(by) TETEL."® Tekintsiik az Ix); f(X)dX hatdrozott integral valamelyik hatdarat, példaul a felsdt,

valtozonak, és jeloljiik ezért X helyett x-szel. Akkor egy uj fiiggvényt nyeriink: F(X) = 'L)((o f(x)dx, és

erre a fiiggvényre érvényes, hogy F (X) = f(X), vagyis az ij fiiggvény az integrdalando fiiggvény deri-
valtja.

(c) Eszmetorténeti szempontbol nem hagyhatjuk emlités nélkiil a (b,) tétel bizonyitasanak két
sajatossagat.

(c1) Ebben a bizonyitasban Cauchy olyan apparatust hasznalt, amelyben az analizis sok, a 18.
szazadban felhalmozodott eredményét és munkamoédszerét értékesitette (kozépértéktételek, Taylor-
sorba fejtés, Taylor-polinomok maradéktaggal stb.). Hangsulyoznunk kell, hogy ezek az eredmények
olyan korban sziilettek, amelyben az analizis fogalmi alapjai sokkalta gyengébbek voltak, mint a Cau-
chy-analiziséi. Ez tehat egy ,,visszatekint6” sajatossaga a bizonyitasnak.

(c2) A bizonyitas ,,eléremutatd” sajatossagai kozil azt emlitjiik meg, hogy Cauchy hallgatélago-
san kihasznalja a folytonosnak feltételezett f fiiggvény egyenletes folytonossagat [Xg; X]-en. Igy tudja
kimutatni, hogy S limesze egyértelmiien létezik, fiiggetleniil attol, hogy az [Xy; X] szakasznak milyen

felosztas-sorozatat valasztjuk.’* Az egyenletes folytonossagot valdjaban csak Stven évvel késSbb
(1872-ben) fogalmazta meg 6nalld fogalomként Heine, aki egyuttal azt is bebizonyitotta, hogy zart
szakaszon definialt folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.***

3.38 (a) Ezzel a modern kor kiiszobéhez érkezett az integral elmélete. A kiiszob atlépéséhez mar

crer

128 Hogy ez pontosan hogyan értendd, az még Cauchynal sem eléggé vilagos; ez majd a Weierstrassi

analizisben valik teljesen korrekté a 19. szazad utolsé harmadaban.

129 A megfogalmazasban és a képletekben részben meghagytuk a kort idéz6 koriilményességet.

130 Valdjaban az f egyenletes folytonossdga még azt is garantalja, hogy a minden részintervallumhoz,
mint téglany-alaphoz rendelt téglany-magassag a részintervallum tetszéleges helyén folvett fliggvényérték lehet.
Cauchy azonban ezt vagy nem veszi észre vagy még nem tudja magat kivonni az évszdzados hagyomany
(kovetkezetesen a bal oldali végpontban vett fliggvényérték) hatasa alol. (V. 6. 3.40-ben a Riemann-integral

' Heinrich Eduard Heine (német, 1821-1881); jelentésen hozzajarult a modern valds analizis
kifejlesztéséhez. Az 6 nevét 6rzi a nagyon fontos Heine-Borel-féle befedési tétel; a bizonyitis 6 eszkoze
ugyanaz, mint a folytonos fiiggvényekrol sz616 ermlitett tétel bizonyitasaé.



37

Dedk Ervin: Kisérd fiizetek a ,, A matematika-tudomany térténete” c. kurzushoz 3. fiizet
Kézirat, 3., atdolgozott és bovitett valtozat

folytonossaganak ballasztjatol, vagyis kiilonvalasszuk a hatarozott integral fogalmat (ez definicid kér-
dése) és létezésének elegendd feltételeit (ez tételek kérdése), s akkor megérkeziink az ,,eldszobaba”.
Ennél ,,beljebb” majd akkor keriil az integral elmélete, de az egész analizis is (foleg Weierstrass mi-
kddése nyoman), amikor — az 1970-es években — az egész matematikat a halmazelmélet, a valos szam-
test modern fogalma és a konvergencia alkotta fundamentumra épitik.

(b) Cauchy szerint a 3.37 alatti masodik tétel (3.37(b,)), vagyis a hatarozott és a hatarozatlan
integral kozotti osszefiiggés, a kalkulus (a differencial- és integralszamitas) ,,alaptétele”, amelybdl a
hatdrozott integrdl kiszamitasanak ez az eszkdze adodik:

Keressiik meg az f (x) integrandus valamelyik _Z(x) antiderivaltjat***; ekkor

P f(xdx=7(b) -~ (@) **

(c) Figyeljiink fel egy kiilonos valtasra 18. és a 19. szazad analizise kozott az integral tekinteté-
ben! Kissé leegyszertsitve (a rovidség érdekében), de a 1ényeget kiemelve igy irhatjuk ezt le:

A 18. szazadban az ,integral” fogalma a hatarozatlan integralbol*® és az _#(b)—_#(a) for-
mulabol tevodott Ossze; az integral (kozelitd) kiszamitasanak eszkoze pedig a kozelité téglanyos-
szegek keresése volt. (Ezek kapcsolata a szazadon végighuzodd nagy problémateriilet volt.)

A 19. szazadban a hatarozott integral valt az ,,integral” fogalmava, a kiszamitas f6 eszkdze azon-
ban nem a kozelit6 téglanyosszegek keresése (pedig azon alapszik a hatarozott integral fogalma), ha-

nem ,,az analizis alaptétele”, vagyis a hatérozatlan integral."*®
Az integral
fogalma | kiszdmitasa
18. szazad | antiderivalt | téglanyosszegek
19. szazad | hatdrozott integral ! hatarozatlan integral

3.39 (a) Az integralfogalom a fej lédésén%zé 1épesdfokat Riemann™® munkéssagaban
érte el. Mi itt az aktualis témara, az integral elméletére szoritkozunk. A kovetkezé — nagyon szemelvé-
nyes — szembeallitasbol képet alkothatunk az integralfogalom fejlédésérél Cauchytdl Riemannig.

Cauchy a kozelité osszegek kép- Riemann a kozelitd oOsszegek képzésekor minden

zésekor kovetkezetesen minden részin- | részintervallum tetszOleges helyén vett fiiggvényértéket

132 Mai szoval primitiv fliggvényét, hatarozatlan integraljat.

%3 Ennek bizonyitasahoz fel kell hasznalni a hatarozott integral intervallum szerinti additivitasat és azt a
tényt, hogy egy fliggvény barmely két primitiv fiiggvényének kiilonbsége: konstans fiiggvény (az utdbbi pedig a
differencidlszamitas kozépértéktételébol vezethetd le). Mindez a mai bevezetd analizis-kurzusok tankényvi anya-
ga.

13 Az egyszeriibb megfogalmazas érdekében hasznaljuk itt a 18. szdzad szempontjabol anakronisztikus
,hatarozatlan integral” kifejezést.

%% Az analizis mai — akar kozépiskolai, akar foiskolai—egyetemi — oktatasaban sztenderd eljaras, hogy a
hatdrozott integral definicidja utdn (ami korszerdi, korrekt megfogalmazasban meglehetésen komplex, a tanuld
szdmara nem éppen konnytl) illusztraljak ezt a fogalmat egy-két integralnak a kozvetleniil a definici6 szerinti —
sziikségképpen nehéz munkaval jaré — kiszamitasaval, de azutdn hamar attérnek az alaptételre, amely lehetové
teszi az integral kiszamitasat egészen mas modon: a hatarozatlan integral utjan. Karakterisztikus jelenség mar-
most, hogy amint a tanulok birtokba vehetik ezt a sok esetben viszonylag kényelmes eszkdzt valaminek a kisza-
mitasara, hajlamosak gyorsan elfelejteni, hogy mi is az, amit kiszamitanak, vagyis a hatarozott integral kényel-

A torténeti ralatas elésegitheti, hogy a tanulokban tudatosuljon a cél és eszkdz dialektikaja.

1% Bernhard Georg Friedrich Riemann (német, 1826—1866) a 19. szazadi matematika egyik éridsa. Az
analitikus szamelméletben a primszamok eloszlasanak problémaival kapcsolatban fogalmazta meg a nevezetes és
maig eldontetlen Riemann-sejtést. A geometria alapjaival, nem-euklideszi geometridkkal kapcsolatban valoban
korszakalkotd, nagyon eredeti koncepciok és eredmények fliz6dnek a nevéhez. Az analizisben Riemann mitivei a
Cauchy és Weierstrass kozotti fejlodési szakasz fontos csomdpontjat alkotjak.



38

Dedk Ervin: Kisérd fiizetek a ,, A matematika-tudomany térténete” c. kurzushoz 3. fiizet
Kézirat, 3., atdolgozott és bovitett valtozat

tervallumnak a bal oldali végpontjaban | enged meg a ,téglany” magassagaként az integral defini-

vett fliggvényértéket veszi a ,,téglany” | cidjaban.

magassagakent az integral definicioja- Riemann az integralt pusztan a kozelitd 6sszegek ha-

ban. tarértékének 1étezésével definiélta; az integral fogalmat il-
Cauchy a hatarozott integral fogal- | letéen semmilyen feltevéssel nem korlatozta az integran-

mat csak csak folytonos integrandusok- | dus-fiiggvényt.

okra definialta, vagyis arra az esetre, a- Riemann ugyanakkor egyrészt kutatasi feladatnak
melyben be tudta bizonyitani a kozeli- | tekintette a folytonossagtol kiilonbozo elegendd feltételek
t0 0sszegek hatarértékének létezését. keresését az integral 1étezésére, masrészt példakat is kon-

Nem-folytonos integrandusokra rend- | strualt ,nagyon nem folytonos” fiiggvényekre, amelyek
szeresen nem vizsgalta az integralt.*®” | mégis integralhatok.

(b) Riemann tehat nagyon lényegesen kiterjesztette, pontositotta és elmélyitette az integral el-
méletét, és ezért teljes joggal nevezziik ma ezt a fajta hatarozott integralt Riemann-integralnak, egy
fliggvénynek azt a tulajdonsagat pedig, hogy a Riemann-integralja 1étezik, Riemann-integralhatosag-
nak.

Riemann ujitasai a 19. szazad végén erdteljesen kibontakozo valds fliggvénytani iranyzat felé
mutatnak, amelyben a folytonos fiiggvényekénél sokkal tagabb keretben (vagyis a folytonossagnal
sokkal gyengébb feltevésekkel) folynak majd a fiiggvénytani kutatasok. Ennek a fejlédésnek kezdet-
ben éppen az volt a legnagyobb hajtoereje, hogy a fliggvények Riemann-integralhatosaganak egyre
gyengébb elegend¢ feltételeit keresték.

3.40 (a) A 19. szazad derekan rohamosan fejlodott, leszlir6dott, letisztult a hatarozott integral
fogalom-apparatusa, nyelvezete és szimbolum-rendszere egyarant.
(a1) Egy [a;b] intervallumon értelmezett valds-valos f figgvényt [a;b]-n integrdlhatonak
(pontosan: Riemann-integrdlhatonak) mondunk, ha természetes szamok barmely
(Al) k1<k2<k3
sorozatahoz, véges
(A2) a=x{" <x{M<xfM < < xlgi”) =b
osztopont-rendszerek barmely olyan sorozatahoz (i =1,2,...), ahol
max (x(”) —x{" )—)O n— o0
=12,k VT ( )
és tetszOleges
(A3) X <&M < (j=1,2,...ky)
kozbens6-hely-rendszerek barmely sorozatahoz (n=1, 2,...) 1étezik a
: K n n n
lim 3 £G4 -

hatarérték, és ezek a hatarértékek tetszoleges (A1), (A2), (A3) valasztasnal ugyanazok.

(a2) Ezt a hatarértéket nevezziik az f figgvény hatdrozott integrdljdnak — vagy Riemann-integ-
rdljanak — az [a;b] intervallumon.

(b) Ez a definici6 igazan nem egyszert. A komplexitasa abbol fakad, hogy nem akarja megke-
riilni azokat a problémakat, amelyekre az arkhimédészi exhausztioval kapcsolatban ramutattunk (1.

37 Erdekes azonban, hogy mar Cauchy is probalkozott bizonyos improprius integralokkal.
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3.11), hanem beépiti a fogalomba azokat a logikailag elengedhetetlen garanciakat, amelyek az integral
létezésére és az unicitasara vonatkoznak. (L. 3.15(e).)**®

3.41 (a) Az analizis szigoru, logikailag korrekt, a bizonytalan geometriai intuiciotol fiiggetlen
megalapozasa hosszu folyamatanak™®® betetézése Weierstrass**® munkassagaban kovetkezett be.

(b) Weierstrass erételjesen folytatta a ,,patologikus” fliggvények konstrualasara iranyulé mun-
kat.* A legnevezetesebb és nagy feltiinést — és megrokonyodést — kelté konstrukcioja egy olyan
figgvény volt, amely mindeniitt folytonos, de sehol sem differencialhato.'*?

(c) Weierstrass nevéhez kotddik az a nagyszabasu program, amelyet az analizis aritmetizdcidja
néven tart szamon a matematikatorténet. Ennek 1ényegét tomoren igy fogalmazhatjuk meg:

A 19. szazad 70-es éveiben az mar teljesen vilagos és elfogadott volt, hogy az analizist a konver-
genciafogalomra kell épiteni. Cauchy 1821-es Cour d’Analyse c. miive ota evidenciava valt, hogy az
analizis olyan alapfogalmait, mint a folytonossag, a differencidlhatdsag, az integralhatosag és az integ-
rél stb., csak a hatarértékek fogalomkorében értelmezheték megbizhatéan.™*® Maga a konvergencia fo-

138 E definiciénak olyan valtozatai is vannak, amelyek nem a sorozat hatarértékének, hanem a feliilrél ill.

alulrél korlatos valds szamhalmazok felso ill. alsé hataranak a nyelvén vannak megfogalmazva. A definici6 igy
nem kevésbé komplex és fogalmilag még tavolabb van az arkhimédészi infinitezimalis folyamatoktol.

¥ Ezta nagyjabol szaz éves folyamatot Joseph Louis Lagrange (francia, 1736—1813) miikodésétol sza-
mithatjuk, aki a 18. szdzadnak Euler mellett legnagyobb matematikusa volt. Nagyszabasu kisérletet tett az anali-
zis biztos alapokra helyezésére (,,az analizis algebraizalasaval”, ezzel az 5. flizetben a differencialszamitassal
kapcsolatban foglalkozni fogunk). Ez részben nagyon értékes eredményeket hozott, masrészt azonban végiil is
sikertelen volt, és éppen ez a sikertelenség mutatott hatarozottan abba az iranyba, hogy az analizist a konvergen-
cia szabatos fogalmara kell épiteni.

140 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (német, 1815—1897) ,,a modern analizis atyja”, a matematikai szi-
gorasag mintaképe, ,,a par excellence matematikai lelkiismeret példaképe”, kétségteleniil a legjelentdsebbek
egyike a modern matematika megteremt6i korében. A valos szamtest szigori megalapozasahoz is hozzajarult.
(Az 6 tanitvanya volt Georg Cantor is, aki a halmazelmélet altal 0ij iranyt szabott az egész modern matematika-
nak.)

Weierstrass személyisége a matematika-oktatas szemszogébdl nézve is rendkiviili. Viszonylag késon
kezdte meg matematikai tanulmanyait (eredetileg, szerény jovedelmii sziileinek kivansagara, egy hivatalnok-pa-
lya megalapozasahoz jogot tanult négy évig), és azutan csaknem masfél évtizedig gimnaziumi tanar volt, aki ki-
tiint széleskorii tevékenységével és kiemelked6 pedagogiai képességeivel. Kozben matematikai kutatdé munkat is
folytatott.

Végiil nagyon késén, negyven évesen kezdhette meg akadémiai palyajat, miutan egy tanulmanya altal egy
csapasra hirneves matematikus, a Berlini Tudomanyos Akadémia tagja és egyetemi magantanar lett. Sokréti és
nagy jelentéségii kutatasi tevékenysége — amellyel meghatarozo befolyast gyakorolt a matematika fejlédésére —
szorosan Osszekapcsolodott egyetemi oktaté munkajaval. Hires pedagdogus, nagyszerii el6ado, a ,.tehetséggondo-
zas” nagymestere, kivald ifju matematikusok nagyhirti neveldje volt; az 6 egyetemi kurzusai sok orszagbdl von-
zottak hallgatokat Berlinbe. Kiemelkedd kutatasi eredményei sokszor nem publikacioibol valtak ismertté, hanem
hallgatoknak és tanarsegédeknek az 6 eldadasain készitett és hiressé lett jegyzeteibdl. Weierstrass alakja a kivé-
teles matematikai és pedagogiai képességek és ambiciok dsszefonddasanak kiemelkedd példaja.

! Ennek egyik nevezetes példja volt egy Riemann altal konstrualt fiiggvény, amely minden irracionalis
helyen folytonos, minden racionalis helyen nem-folytonos.

12 'E7 kiilonosen sérti az intuitiv geometriai szemléletet, ha igy fogalmazzuk: egy intervallumon értelme-
zett folytonos fiiggvény, amelynek ,,gorbéje” olyan, hogy egyetlen helyen sincs érintdje. (Egy trigonometrikus
sorral definialt egyvaltozos valos fliggvényrél van sz0.)

Egyébként ezt a példat, amelyet Weierstrass 1872-ben (mas visszaemlékezések szerint mar 1861-ben)
konstrualt és ismertetett sziikebb korben, du Bois-Reymond publikdlta elészor 1875-ben, miutan 1874-ben meg-
kérdezte Weierstrasst, hogy lehetséges-e ilyen fiiggvény. Ez a dolgozat nagyon ismertté és hiressé valt. (Du Bois-
Reymond 1831-1889, igen neves német matematikus.) A megdobbentd felfedezés a valds szdmtest szigoru el-
méletének egyik inditdokava valt.

1% A mai tankdnyvek is nagyjabol Cauchy megfogalmazasait hasznaljak.
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galma azonban bizonytalan alapokon, ti. a valos szamra vonatkoz6 tobbé-kevésbé csupan intuitiv el-
képzeléseken ,,nyugodott” (de inkabb ingadozott).

Vilagossa valt — nem utolso sorban éppen Weierstrass (b) alatt emlitett ,,patologikus” konstruk-
cidi nyoman —, hogy mindenekel6tt a valos szam fogalmat kell végre logikailag korrekt, megbizhatod
modon megalkotni, hogy azutan — a hatarérték elméletén at — szilard alapra lehessen helyezni az anali-
zist is. Ez volt az a program (,,az analizis aritmetizalasa™'**), amelynek a nagyon nehéz, de végiil is
teljesen sikeres megvalositisaban Weierstrass sok kovetdje is résztvett.**

(d) A matematikaban k6zmondasossa valt a ,,weierstrassi szigorusag” (ami a mi szamunkra mar
régdta nem a ,,normalitason” tulmend ,,szigortisag”, hanem a matematikai gondolkodas természetes
mozgastere és kotelez6 szintje). Az analizis ,,mumusa” az oktatisban az a tobb-kvantoros gondolko-
dasm6d™*®, amely sokszor az ,.epszilontika” (az € — & szimbolika) nyelvén jelenik meg.

(e) Weierstrassnak fontos szerepe volt abban, hogy az intervallumskatulydzas és annak elmélete
(ami specialisan a teriiletmérésnek is természetes eszkdze) meghonosodott a matematikaban, 47

3 E. A modern teriiletmérés: Peano, Jordan és a teriilet altalanos fogalma

3.42 (a) A 19. szazad legvégén végre kialakult az ,,igazi” teriiletfogalom, a Peano—Jordan-mér-
ték fogalma és elmélete. ElGszor egy kissé egyszerisitett
és ezaltal ,népszertsitett” formaban mutatjuk be ezt a
koncepciot.

(b) A 3.42a abran a mérendd sik-alakzatot a vasta-
gon rajzolt hatarti kézonséges ,,idom” szimbolizalja; valo-
jaban az tetszéleges nem-iires sikbeli korldtos ponthalmaz
lehet. A sikban elhelyeziink egy négyzetracsot. Megszam-
laljuk azokat a (zart) racsnégyzeteket, amelyek az alakzat
befedéséhez sziikségesek. Ez a kiilsé kozelités az abran 76
racsnégyzet. A belsé kozelités annak a 32 racsnégyzetnek
az egylittese, amelyeket az alakzat lefed. 44 (=76—32)
azoknak a racsnégyzeteknek a szama, amelyek az alakzat
hataranak a befedéséhez sziikségesek. Tekintsiik ezt 0. kiil-
s6—bels6 kozelitésnek.

(c) Ebbdl kiindulva a kiilsé—belséd kozelitéseknek
egy végtelen sorozatat gondoljuk el. Az nN—1-edikbdl tgy szarmazik az n-edik, hogy a négyzetracsot

3.42a dbra

az alapszakasz felezésével, vagy harmadolasaval, vagy tizedelésével stb. finomitjuk, ami altal az A

racsnégyzet négy, vagy kilenc, vagy szaz stb. egybevagd négyzetre bomlik. Az (j négyzetracsban is-
mét megszamlaljuk a kiilsé kozelités négyzeteit (ez a szam nem ndvekedhet), a belsé kozelités négy-

zeteit (ez a szam nem csokkenhet). Ha pl. tizedeltiik az alapszakaszt, vagyis az 0j racsnégyzet az A
szazadrésze, akkor az 0j kiils6 kozelités, az 0j belsd kozelités és a kiilonbség — az eredeti | 4| teriilet-
egységgel mérve — pl. igy alakul:

144 A matematika aritmetizaldsa” kifejezést Felix Klein honositotta meg a matematika-torténeti iroda-

lomban. A 19. sz. ... kétkotetesben?
% Az analizis korrekt felépitésének mind a mai napig ez a sztenderd mintaja.
“® Ennek egyik mintaja ez: ,,Minden [.....]-hez van olyan [.....], hogy minden olyan [.....]-re, amely
[.....], érvényes, hogy [.....]").
A kovetkez0 flizetekben visszatériink Weierstrass szerepére a valos szamtest €s az analizis modern
megalapozasaban.



41

Dedk Ervin: Kisérd fiizetek a ,, A matematika-tudomany térténete” c. kurzushoz 3. fiizet
Kézirat, 3., atdolgozott és bovitett valtozat

kiilso belso kiilonbség
| A | Al | A|
76- =7600--— =76,00- 32- =3200--—=— =32,00- 4400-—=— = 44,00
| A41=7600- - 1=76,00-L4| | 32:].4]=3200- ' =32,00-| 4] o =004
| A | Al | Al
6945.---— = 69,45 4709 = 47,09 2236--— =22,36-
100 | A| 100 | Al 100 | AI
fogyas novekedés fogyas

Ha marmost a kialakulo
76, 69,45, ... ill. 32, 47,09, ...
fogyd (és alulrol korlatos, tehat konvergens) ill. névekedd (és feliilr6l korlatos, tehat konvergens)

erre a konkrét mérés-sorozatra vonatkoztatva.

Ekkor egyébként a harmadik sorozat nem csak fogyo, hanem nulla-sorozat. Megforditva: Ha a
kiilonbség-sorozat hatarértéke 0, akkor ez az eljaras egyértelmiien hozzarendel az alakzathoz egy (nem
negativ) valds szamot (ti. az els6 és a masodik sorozat kozos hatarértékét).

3.43 (a) Ezzel azonban még nem lehet egy altalanos szamszerii ,,teriilet”-fogalmat értelmezni,
hiszen sem az, hogy egy alakzatnak van-e , teriilete”, sem az, hogy ebben az esetben mi annak a szam-
értéke, nem fiigghet attol, hogy

— milyen léptékii négyzetracsot valasztottunk a nulladik 1épésben (vagyis mit valasztottunk alap-
szakasznak),

— hogyan helyeztiik el ezt a racsot az alakzathoz viszonyitva,

— hogyan finomitottuk minden egyes 1épésben a négyzetracsot,
mert egy alakzat ,.teriiletének” mind a létezése, mind az értéke az alakzat olyan tulajdonsaga kell hogy
legyen, amely fliggetlen a mérés modjatol. Marpedig ezen paraméterek valtoztatasaval mas-mas soro-
zatokhoz jutunk.

(b) Lehetne arra matematikai garanciakat talalni (vagyis olyan tételeket bizonyitani), hogy bar-
mely korlatos alakzatra nézve két kiilonb6z6 ilyen tipusu eljaras

— mindig egyszerre konvergens ill. nem konvergens és

— konvergencia esetében mindig ugyanazt a szamot ragadja meg.

Ehhez a weierstrassi gondolatrendszer, az intervallumskatulyazasok elméletének elemei elégségesek.

3.44 (a) A szamszeri teriilet fogalmanak megalkotdi, Peano és Jordan azonban mas kiutat va-
lasztottak. Ennek is két fokozata van:

Egyszerre vették figyelembe egy alakzat Gsszes
1. négyzetracsszerl
ill.
2. tetszOleges ,,téglanyokkal” vald

befedéseinek teriiletét, és minthogy ezek egy kitoltéseinek teriiletét, és minthogy ezek egy
alulrol korlatos nem-negativ szamhalmazt al- feliilr6l korlatos nem-negativ szamhalmazt al-
kotnak, amelynek tehat van alsé hatara, ezt kotnak, amelynek tehat van fels6 hatara, ezt az
az alakzat kiilsé mértékének alakzat belsé mértékének

nevezték. A kiilsé mérték és a belsé mérték mindig — vagyis barmely korlatos alakzatnal — 1étezik, és
kiilsé mérték mindig nagyobb vagy legalabb egyenld a belso mértékkel. Amennyiben egyenldk, ak-
kor az alakzatot mérhetdnek mondjuk a Peano-Jordan-értelemben, a kiils6 és a bels6 mérték kozos
értéke pedig az alakzat Peano-Jordan-mértéke, specialisan a 2-dimenzios esetben teriilete.

(A két fokozat egyébként egyenértékii.)
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(b) Ez is teljesen Weierstrass szellemében fogant koncepcié (alsé hatar, felsé hatar, a valos
szamtest teljessége, szamsorozatok helyett ,,nagyon nagy” és nem linearisan rendezett halmazok); jel-
legzetes terméke a 19. szazad utolsé harmadanak, amely erés analogiat mutat a Riemann-integral fo-
galmanak ugyanebben a korban megsziileté végs6 koncepciojaval (lasd 3.40).

(c) Ezzel végre poétlolagos ,,garanciak™ nélkiil, magaval a mértékfogalommal kikiisz6bolték a
koncepcidnak azokat a problémait, amelyeket 3.43 alatt fogalmaztunk meg.**®

3.45 Kiegészité megjegyzések. (a) A két névadé szerzd, Peano™® és Jordan™®, nem pontosan
ugyanazt a mértékfogalmat épitette fol.

(a;) Peano az egy-, két és haromdimenzids euklideszi térre vonatkoztatta a mértékfogalmat,
Jordan tetszéleges n-dimenzids térre (NeN).

(a2) Jordan a 3.44(a) alatti 1. valtozatban gondolkodott, Peano pedig a 2. valtozatban.

A matematikai gondolat igazi 1ényege azonban ugyanaz volt.

(b) Egészen egyszerli, de nagyon fontos ténye ennek az elméletnek az, hogy

egy alakzat pontosan akkor mérheté, ha a hatdara nulla-mértékii.

Ennek értelmezéséhez annyit kell tudnunk, hogy

— a nulla-mértékiiség ekvivalens a nulla-kiilsé-mértékiiséggel, vagyis azzal, hogy az n-dimenzi-
o0s térben 1évo alakzat lefedhetd véges sok, tetszOlegesen kicsiny 0ssz-,,térfogattl” n-dimenzios ,,tég-
lany" egyiittesével. (Szemléltetésként ismét a 3.42a abrara utalhatunk).

(c) Tulajdonképpen — némi leegyszertsitéssel azt mondhatjuk, hogy a nullamértékiiség Peano—
Jordan-féle fogalmabol nétt ki a modern mértékelmélet, amelynek fogalomkorében azonban a Peano—
Jordan-mérték nem ,,mérték”. Err6l kissé részletesebben szolunk majd a 3.53 szakaszban.

Mindenesetre erre vald tekintettel a ,,mérték”™, , kiils6 mérték”, , bels6 mérték”, ,nulla-mérték”,
»mérhetdség” szavakhoz mindig hozza kell tenniink, hogy ,,Peano-Jordan” (hacsak nem nyilvanvalo a
kontextusbol, hogy errdl van sz0).

(d) Egy [a; b] intervallumon definidlt korlatos fiiggvény pontosan akkor Riemann-integrdlhato

ezen az intervallumon, ha az oszcilldcios dsszeg tetszélegesen kicsivé vdlik, hacsak az [a;b] felosztd-
sat elég finomra valasztjuk.

A Riemann-integral elmélete ezen kézenfekvé kiinduld tételének szembetind analogiaja a (b)
tétellel arra mutat, hogy a Riemann-integral elmélete és a Peano—Jordan-mérték elmélete kozott szoros
kapcsolatnak kell lennie. Valéban:

(e) Egy [a; b] intervallumon definidlt korlatos nem-negativ fiiggvény pontosan akkor Riemann-

. , , . ., 151 .. 152 o
integralhato ezen az intervallumon, ha az ordindtahalmaz™" hataranak™* a Peano—Jordan-mértéke

148 Ezek Euklidész és Arkhimédész ota (vagyis amidta algoritmikus végtelen mérési eljarasok egyaltalan

folléptek a matematikaban) sulyosan terhelték a mérés témakorét és még ma is terhelik a témakor népszer(ibb is-
mertetéseit.

149 Guiseppe Peano (olasz, 1858—1939) elsGsorban az analizis teriiletén dolgozott; munkassaga jelentdsen
befolyasolta a mai matematika arculatat. Igen nevezetessé — sot ,,népszeriivé” is — valt a természetes szamok Pe-
ano-féle axiomarendszere, tovabba a Peano-gorbének nevezett példa olyan folytonos (bar nem egy-egy-értelmii)
leképezésre, amely nem dimenzidtartdo. A ma Peano—Jordan-mértéknek nevezett, altala 1887-ben kezdeménye-
zett fogalom volt tulajdonképpen az a mag, amelybdl a modern matematika egyik nagyon fontos 4ga, a mértékel-
mélet kisarjadt. Egyik kezdeményezdje volt az 1897-es ziirichi 1. Nemzetk6zi Matematikuskongresszusnak.

Peano elkdtelezte magat a szazadvég nagyon jelentds olasz matematika-oktatasi reformmozgalmanak, és
vezetd szerepe volt az olasz matematika-tanarok egyesiiletének 1895-6s megalakitdsaban.

Camille Marie Ennemond Jordan (francia, 1838-1922) jelentds eredményekkel és fontos
kezdeményezésekkel gazdagitotta az algebrat (permutacidcsoportok, Galois-elmélet), a valos fiiggvénytant és a
ﬁiggvéngl fogalmat, a Jordan-gorbe fogalmat és ezek elméletének az alapvetését.

> A matematikai kdznyelvben: ,,a fliggvénygorbe alatti idom”.

152 Vagyis lényegében a fliggvény grafjanak a és b kozott (mint sikbeli ,,alakzatnak”, pontosabban pont-
halmaznak), hiszen egy egyenes szakasz mindig Peano—Jordan-nullamértéki.
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0, vagyis, ha az ordindtahalmaznak van , teriilete” a Peano—Jordan-mérték értelmében. Ebben az
esethen pedig az integrdl értéke megegyezik az ordindtahalmaz ilyen értelmii teriiletével. *>

(f) Ha szem el6tt tartjuk ezt a kapcsolatot, akkor természetesnek talalhatjuk, hogy a Jordan-
Peano-mértéket olykor Riemann-mérték-nek is nevezik.

3.46 Tovabbi kiegészito megjegyzések. (a) Ahogyan a hatarozott integral a legfontosabb példaja
a korlatozott hatokorii szamszerii-teriilet-mérési eljarasoknak™*, igy a Peano—Jordan-mérték a legfon-
tosabb példaja a nem-korlatozott hatokoriieknek.

Ehhez két megjegyzést kell flizniink.

1. A ,korlatozottsagot” itt nem ugy értjiik, hogy a tekintett eljaras szerint ,.kevés” sikidomnak
van mértéke, hanem ugy, hogy ,.kevés” idom van, amelyre alkalmazhat6 az adott eljaras, hogy egyal-
talan eldonthet6 legyen, mérhet6-¢ a kérdéses idom. (A Riemann-integral akkor alkalmazhaté vala-
mely H ponthalmazra mérési modszerként, ha 1étezik a H-hoz gy igazithatd koordinatarendszer,
hogy arra vonatkoztatva a H az x-tengely egy bizonyos szakaszan definialt és ott integralhato fligg-
vény ordinatahalmaza.)

2. Egyaltalan nem korlatozott hatokorti mérési eljaras nincsen. Ennek akérdéskornek a vizsgala-
ta vagy akar csak ismertetése nem ebbe a keretbe tartozik, csupan megemlitjiik, hogy a Jordan-mérés
csak korlatos idomokra akalmazhat6 (lasd a 3F.8 feladatot!), és az integrallal kezelhet6 ,,gorbe alatti
idomok” (koordinata-pont-halmazok) is olyanok, amelyeknél szereplé fiiggvény korlatos.*>

(b) A Riemann-integralt kitiinteti a teriiletmérési modszerek koziil, hogy modot nyujt az analizis
eszkOzeinek a felhasznalasara. A legfontosabb ilyen lehetdség a hatarozatlan integral, amely lehet6vé
teszi, hogy a hatarozott integral értékét — az eredeti, nehézkesen kezelhetd definicié megkeriilésével —
a differencialszamitas eszkdzeit értékesitve szamitsuk ki.

(c) A két koncepcid 6sszehasonlitasanal fontos szempont, hogy a Riemann-integral a tertiletmé-
résen — és egyéb matematikai feladatokon — kiviil sok mas feladat kezelésére is alkalmas. Ilyen példaul
a fizikabol a forgatonyomaték, a tehehetetlenségi nyomaték, a munka szamitasa, és sok feladattipus a
legkiilonb6z6bb mas tudomanyok teriiletérdl. Itt tulajdonképpen arrdl van szé, hogy példaul egy tehe-
tetlenségi nyomaték mértékszama is egy sikbeli alakzat teriiletének mértékszamaként jelenik meg.

A Peano—Jordan-mértéknél viszont par excellence teriiletmérésrél van szo.

3.47 (a) A ,terliletmérés” torténetében egy bizonyos fejlddési sajatossag nyilvanul meg: A fejlo-
dés egy sziikebb objektum-tartomany (esetiinkben az egydimenzids, kétdimenzids és haromdimenzids
geometriai ,,idomok”, vagyis szakaszok, sikidomok és testek) korébol indul, de a megfeleld koncepci-
ok akkor kristalyosodnak ki fogalmilag erre a sziikebb objektumtartomanyra is, amikor — olykor egy

153 Igen pregnans a kovetkezo idézet Werner W. Rogosinski ,,Volume and Integral” (Oliver and Boyd,
Edinburgh and London 1952) c. kényvébdl, amely az n-dimenziés Jordan-Peano-mérték és az n-valtozos fliggveé-
nyek Riemann-integraljanak elméletét, tovabba analdg modon a Lebesgue-mérték és a Lebesgue-integral elméle-
tét mutatja be a torténeti és a didaktikai aspektus érzékeny Osszekapcsolasaval.

,,As the title indicates, I have tried to bring out consistently the geometrical aspect of integration: the in-
tegral of a (positive) function is the volume of the ordinate set of the function. This seems to me, both historical -
ly and intrinsically, the natural approach and that which is likely to suit the student best.” (,,Ahogyan a cim is jel-
zi, arra torekedtem, hogy kdvetkezetesen érvényesitsem az integral geometriai aspektusat: egy (pozitiv) fligg-
vény integralja a fliggvény ordinata-halmazanak a térfogata. Mind torténeti szempontbdl, mind a Iényegi tartal-
mat tekintve ezt latom a természetes megkdzelitésnek, és bizonyara ez szolgalja legjobban a tanulot.”)

' Ha ui. a hatarozott integralt teriiletmérési eljarasnak fogjuk fol, akkor csak olyan idomokra alkalmaz-
hato, amelyek egy ismert és analitikusan jol kezelhet6 fiiggvényre vonatkozo koordinatahalmazként értelmezhe-
tok. A Peano-Jordan-mértéknél nincs efféle korlatozas. Az olyan mérési eljarasok, mint pl. az Arkhimédész-féle
kormérés és az Arkhimédész-féle parabola-kvadratira pedig ,tlsagosan is korlatozott hatokoriiek” (hiszen egé-
szen specialis sikbeli idomokra vonatkoznak).

® Az eredeti Riemann-integral-fogalomnak vannak persze olyan kiterjesztései, amelyek nem-korlatos
integrandusokat is megengednek.
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sokkal késébbi korban — a matematika képessé valik bévebb objektumtartomanyok (pl. tetszéleges
korlatos sikbeli ponthalmazok) kezelésére.
A kovetkez0 tablazat ezt érzekelteti.

objektumtartomany mérési koncepcio megjegyzés
az egydimenzids, kétdimenzids és | exhausztio A gondolkodasban a mérési eljarasok
haromdimenziés geometriai ,,ido- dominalnak

mok”, vagyis szakaszok, elemi
geometriai sikidomok és testek

altalanositas két iranyban: \
— az n-dimenziés (N €N) térbeli | Peano—Jordan-m b 1dolkodasban a mérték-fogalom
dominal

— tetszOleges ponthalmazok

(b) A tablazat ezen kiviil egy masik fejlédési sajatossagra is ramutat. Az els6 sor a gérog mate-
matika korszakara utal, a masodik a mai matematikara (a 19. szazad vége ota). A két szakaszt az az
oriasi torténelmi iv koti 0ssze, amelyben a mérési eljarasok sokiranyu fejlesztése, finomodasa, er6so-
dése ment végbe, szamottevd fogalmi elérelépés nélkiil. Ez az inkabb technikali, analitikus, metodolo-
giai fejlodés mégis eldkészitette és megalapozta a modern mértékfogalmak kialakulasat, amelyekben
az antik exhausztios gondolat egy sokkal magasabb szinten visszatér; erre emlékeztet a tablazatba be-
rajzolt nyil.

(c) Mindkét fejlédési minta mutatis mutandis gyakran érvényesiil a matematika kiilonboz6 terii-
leteinek torténetében.

3.48 (a) Mindeddig ,teriiletmérési” eljarasokrol és egy konkrét mérési eljarasra épitett teriilet-
fogalomrdl szdltunk, de nem hagyhatjuk emlités nélkiil a szamszer( teriilet dltaldnos fogalmat, amely
torténetileg szintén a 19. szazad végén kristalyosodott ki.

(b) A sikidomok (pontosabban inkabb:sikbeli ponthalmazok) valamely osztalya minden elemé-
hez hozza kell rendelni egy nem-negativ valds szamot (az illet6 idom ,teriileté ’-t), mégpedig gy,
hogy teljestiljenek a kovetkezo feltételek (a teriilet-fogalom ,,axiomai”):

(b;) Az invariancia. Egybevagd idomokhoz ugyanaz a szam tartozzék.

(by) Az additivitds. Két kozos belsé pont nélkiili idom egyiitteséhez>®
két idomhoz tartozé szamok Ssszegével. ™’

Hozz4 szokés venni ezekhez a kdvetkezot is:

(bo) A normdlds. Valamely négyzethez (amit ,,alapnégyzetnek™ vagy ,.egységnégyzetnek” fo-
gunk nevezni), az 1 szam tartozzék.

A normaléssal egy teljes mértékrendszert jeloliink ki, vagyis az alapnégyzet kivalasztasaval
meghatarozzuk minden mérheté idom teriiletét."*®

tartozé szam egyenld a

156

Az ,egyiittesen” itt a két idom ponthalmazként valo egyesitését értjiik.
15

’ Ennek a kovetelménynek akkor van értelme, ha definialva van a bels6 pont és a hatarpont elemi topo-
logiai fogalma. Ezek a fogalmak, miként maga az altalanos topologia szintén a 19. szazad végén (kezdetben G.
Cantor halmazelméleti munkainak keretében) szlirddtek le. A legegyszeriibben és specialisan a kozonséges sikra
vonatkoztatva igy irhatjuk le 6ket:

1. Egy sikbeli A ponthalmaznak egy p pont belsé pontja, ha van olyan p-t tartalmazé korlemez, amely
ponthalmazként részhalmaza A-nak. (llyenkor persze pe A.)

2. Egy sikbeli A ponthalmaznak egy p pont hatdrpontja, ha minden p-t tartalmaz6 korlemeznek van kozos
pontja A-val is és A komplementumaval is. (Itt p € A vagy p ¢ A; mindkett el6fordulhat.)

3. Egy sikbeli ponthalmaz hatdra a hatarpontjainak a halmaza.

Fogalom-szerkezeti szempontbdl ez a helyzet analdg pl. a logaritmusrendszerek rendszerének a szerke-
zetével: Egy (pozitiv) szamnak ,,annyi” logaritmusa van, ahanyféleképpen megvalaszthatjuk a logaritmusrend-
szer bazisat. Azaltal, hogy a megvalasztott alapszamhoz az 1 logaritmust rendeljiik, meghataroztuk minden (po-
zitiv) szdm logaritmusat. (Valdjaban bdrmely pozitiv szam logaritmusa — amely, az alaptol fiiggden, tetszéleges
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3.49 (a) A teriiletmérési eljarasoknak sajatos dialektikus kapcsolatuk van az altalanos szamsze-
ri-teriilet-fogalommal.

(b) Tulajdonképpen minden egyes konkrét teriiletmérési eljarasbol szarmazik egy szamszert te-
rilet-",,fogalom": Az adott eljaras szerint mérheté idomokhoz az adott eljaras szerinti mértéket rendel-
jiik mint ", teriiletet”. gy persze egyrészt nem alakul ki egységes és altalanos szamszerii-teriilet-foga-
lom, masrészt vizsgalni kellene, hogy az igy keletkez6é fogalom-kompilacio eleget tesz-e azoknak a —
axiomatikus értelemben vett — ,,minimalis” kovetelményeknek (lasd 3.43(b)), amelyek az egyszert ge-
ometriai, intuitiv tertilet-elképzelésnek felelnek meg.

(c) Lehet azonban bizonyos értelemben megforditva is haladni:

1. El6szor rogzitiink egy altalanos szamszert-teriilet-fogalmat (elvont, axiomatikus jelleggel, te-
hat nem konstruktiv-operativ moédon, vagyis nem ugy, hogy ez a fogalom eleve magaban hordjon egy
vagy tobb konkrét mérési eljarast); ez az, ami a matematika torténetében évezredekig varatott magara
(aminek sok egyéb mellett egyik legmeghatarozobb oka az volt, hogy maga a valds szamtest fogalmi-
lag csak a 19. szazad végén alakult ki).

2. Azutan megalkotunk — a hatokor terjedelmét ill. természetét tekintve és a praktikus hasznal-
hat6sag vonatkozasaban is kiilonboz6 — ,,mérési” eljardsokat, amelyekkel egy-egy idom ,.teriiletét” —
vagyis azt a nem-negativ valds szamot, amely az altalanos teriilet-fogalom szerint ahhoz az idomhoz
tartozik — meg is lehet ragadni (persze altalaban csak egy hataratmenet értelmében).

3. Végiil ellendrizziik, hogy a ,,megengedni” szdndékozott mérési eljarasok valdban illeszkednek
az altalanos teriilet-fogalomhoz (vagyis minden esetben az annak megfelel6 valds szamot szolgaltatjak).

(d) A mai matematika-rudomdany — absztrakt, az axiomatizmusra hajlo, a biztonsagos fogalmi
megalapozast igénylé — gondolkodasmoédja a (c) vonalon halad. 4 torténeti fejlédés azonban nagyon
hosszu ideig sokkal inkabb a (b) utat kovette (anélkiil, hogy az egész logikai és megismerés-elméleti
problematikat vizsgaltak vagy akar csak tudatositottak volna).

(e) A hatarozott integral (mint teriilet-mérési eljaras) és a Peano—Jordan-féle mérési eljaras egy-
arant megfelel a fenti kovetelményeknek.

3 F. Kitekintés a modern mértékelméletre

3.50 (a) Az integral elméletének a klasszikus terrénuma (a 19. szazad utols6 harmadaig) a foly-
tonos fliggvények osztalya. Az a felismerés azonban, hogy az integrandus folytonossaga — bar elegen-
dé, de — nem sziikséges feltétele az integralhatosaganak, vagyis hogy az integrandusnak szakadasi
helyei is lehetnek, az integral-elméletnek egy 1j, ,,nem-geometriai”, inkabb halmazelméleti iranyat nyi-
totta meg. A halmazelméleti gondolkodas kirobban¢ térhoditasa a szazad 70-es éveit6l hatalmas len-
diiletet adott ennek.

(b) Kénnyen lathato, hogy nem csak a folytonos fiiggvények integralhatok, hanem pl. az olyanok
is, amelyeknek vannak ugyan szakadasi helyeik, de ezek véges sokan vannak. Marmost az integral-el-
mélet elemeihez tartozik az, hogy a folytonossag mellett a fliggvény monotonitasa is elegendd feltétele
az integralhatosaganak. Monoton fiiggvény viszont nem okvetleniil folytonos, bar igaz, hogy csak meg-
szamlalhatoan sok szakadasi helye lehet. Mindenesetre lehet tehat egy integralhatéd fiiggvénynek akar
végtelen sok szakadasi helye is.

(c) Természetes kivansag, hogy egy f fiiggvény Riemann-integralhatosagat valahogyan a sza-
kadasi helyei D(f) halmazanak valamilyen ,kicsiségével” karakterizaljuk (hiszen az eléggé nyilvan-
valo, hogy az f ,,esélye” az integralhatosagra csokken, ha e halmaz szamossaga nd ill. a szerkezete bo-
nyolultabba valik). Egyszdval valahogyan ,,mérni” kell ezt a halmazt, és bizonyara nem — vagy nem
csak — a szamossagaval, hanem inkabb a szerkezeti komplexitasaval.

A Peano—Jordan-mérték fogalma és elmélete valoban nyujtott egy ilyen lehetéséget: egy halmaz
0-mértékiiségének fogalmat, amelynek kulcsszerepe van ebben az elméletben (1. 3.45). Itt most azonban

valds szdm lehet — meghatdrozza barmely masik pozitiv szam logaritmusat ugyanabban a logaritmusrendszer-
ben.)
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nem a fiiggvény grafjat ,,mérjilk”, hanem a szakadasi helyek halmazat, és err6l a Riemann-integralha-
tosdg vonatkozasaban a kovetkezd tétel szol:

Egy intervallumon definidlt korldtos, nem-negativ f fiiggvény integralhatosaganak elegendd, de
nem sziikséges feltétele, hogy a szakaddsi helyek D(f)halmaza 0-mértékii a Peano—Jordan-értelem-

ben 159

A Peano—Jordan-mértékelmélet tehat eldrelépést hozott a Riemann-integralhatésag problémaja-
ban, de nem vezetett annak teljes megoldasdhoz.

3.51 (@) A Peano—Jordan-0-mértékiiség fogalma azonban a legtermészetesebb modon altalano-
sithaté (vagyis gyengithetd) gy, hogy megtartjuk a fogalom vazat, de nem kivanjuk, hogy a befedés
véges legyen (l. 3.45); megelégsziink azzal, hogy megszamlalhato:

Egy az n-dimenzids térben fekvo ponthalmaz

Peano—Jordan-0-mértékii (vagy kiilsé mértéki), | Lebesque™-0-mértdkii (vagy kiilsé mértékii),

ha lefedhetd

véges sok | megszamlalhatoan sok

tetszolegesen kicsiny 0ssz-,,térfogatil” n-dimenzids ,.téglany" egyiittesével.

(b) A Lebesgue-0-mértékiiség gyengébb feltétel, mint a Peano—Jordan-0-mértékiiség. '

(c) Ez a gyengébb feltétel még mindig elegendd, de mar sziikséges is az integralhatosaghoz:

Egy intervallumon definialt korlatos, nem-negativ f fiiggvény integralhatosaganak elegendd és
sziikséges feltétele, hogy a szakaddsi helyek D(f) halmaza Lebesgue-0-mértékii.

3.52 (a) A Lebesgue-0-mértékiiség azutan 01j fordulatot érlelt: megsziiletett a Lebesgue-mérték
fogalma és elmélete, majd az altalanos modern mértékelmélet, amelyben altalanos mértékfogalmak
keretében sok kiilonbozé konkrét mértékfogalom elmélete bontakozott ki. Ez mar kiviil esik e flizetek
targykorén. Csupan azt jegyezziik meg, hogy ez a fejlodés nem jelentette az integral eszméjétdl valo
teljes elszakadast. Eppen ellenkezéleg: A Riemann-integral utan sok mas, 0j integralfogalom sziiletett,
és ezek elmélete szorosan Osszefonddik a mértékelmélettel.

(b) Az 1) integralfogalmak egyike a mar emlitett Lebesgue-integral (amelynek ismertetése mar
nem targya ennek a fiizetnek).

Azt, hogy a Jordan-Peano-mértéket olykor ,,Riemann-mérték”-nek is nevezik (I. 3.45(f)), éppen
az az analogia teszi természetessé, amely a Riemann-mérték — Riemann-integral kapcsolat és a Lebes-
gue-mérték — Lebesgue-integral kapcsolat kozott van.

3.53 Végezetiil még egy terminoldgiai problémat emlitiink meg. A modern mértékelmélet sze-
rint a Peano—Jordan-mérték nem ,,mérték”. Ennek az az oka, hogy az utobbi nem megszamlalhatéoan
additiv, csak végesen additiv. Mas nyelvekben hasznalatos terminoldgia jol timogatja ezt a megkiilon-

159 Iskolapéldanak szamit az analizisben az a [0;1] szakaszon definialt f fliggvény, amelyre

1 .

f(x)==, ha Xzap (p,geNés (p,q)=1) vagy x=0; f(x)=0, ha x irracionalis.
q

Ez Riemann-integralhato, és pontosan a racionalis helyeken vannak szakadéasai. Marpedig itt D(f)nem Peano-

Jordan-mérhet6 (az ilyen értelmi kiilsé mértéke 1, a belsé mértéke 0), ami azt mutatja, hogy a tételben szerepld
feltétel valoban nem sziikséges feltétele az integralhatosagnak.

1% Henrj Lebesgue (1875—1941, francia) tobb teriileten tett fontos kezdeményezései €s eredményei mel-
lett (példaul az altalanos topologia keretébe tartozo dimenzidelméletben) elsésorban a valds fliggvénytanban,
azon beliil az integralelméletben és a mértékelméletben nagyon széleskort, a tovabbi fejlédést meghatarozo el-
sOrendu 6] elentdségli munkassagot fejtett ki.

oL A »gyengeség” abban is megmutatkozik, hogy nem-korlatos ponthalmaz eleve nem lehet Peano-Jor-
dan-mérhet6, mig a Lebesgue-mérhetdk és a Lebesgue-0-mértékiick kozott is vannak nem-korlatosak. (Ez azon-
ban nem érinti az itteni problémakdrt, hiszen az integracios intervallumok eo ipso korlatosak.)
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boztetést.'®* A magyar matematikai nyelvben sem kell félreértéstél tartanunk, ha vilagos definiciokkal
és megbeszéléssel tudatositjuk ezeket a viszonyokat.

3 G. A Bolyai—Gerwien-tétel és a szintetikus geometriai teriiletfogalmak évezredes fogalmi
diszharmoniainak felszamolasa

3.54 (a) A 19. szazad végére kikristalyosodott a szamszeri tertilet fogalma (beleagyazva a sok-
kal altalanosabb, messzire vezeté modern mértékelméletbe), és megbizhatoéan kidolgoztak a szamszerii
teriilet mérésének egy altalanos és egy specialis (de azért nagyon atfogd) eljarasat: a Peano—Jordan-
mértéket és a Riemann-féle hatarozott integralt. Ez a problémateriilet egy — torténelmi mértékkel néz-
ve is grandiozus — fejlodési ivben jutott el ide, a tudomanyos matematika kezdeteinek — a pitagoreus-
oknak — szintetikus geometriai , teriilet-6sszehasonlitis”-gondolkodasatol.

(b) Kiilonos azonban, hogy nagyon sokaig fennmaradtak azok a homalyossagok, logikai héza-
gok, matematikailag nem megalapozott, de hallgatélagosan felhasznalt tények és viszonyok magukkal
az eredeti geometriai ,.teriilet-egyenldségi” elképzelésekkel kapcsolatban, amelyeket a 2. fiizetben, az
Euklidész-féle Elemek-kel foglalkozva bemutattunk. Konkrétan a kovetkez6 hianyossagokrol van szo.

(by) Hianyzott ezeknek az elképzeléseknek a szabalyszerti fogalmakka valo fejlesztése, korrekt
definiciokkal és megkiilonboztetd elnevezésekkel.

(b,) Hianyzott az egyes teriilet-egyenldségi relaciok kardinalis tulajdonsagainak — mint pl. a mo-
notonitasnak és a tranzitivitisnak — a szisztematikus vizsgalata, bizonyitott tételekben vald nyilt meg-
fogalmazasa.

(bs) Hianyzott a kiilonboz6 relaciok kapcesolatainak — pl. a hallgatolagosan evidensnek tekintett
ekvivalencidknak — a szisztematikus vizsgalata, bizonyitott tételekben vald nyilt megfogalmazasa.

Ezek a hianyossagok a kezdetektdl a 19. szazadig 1ényegében valtozatlanul fennmaradtak. Kissé
mas természetl a 4. hidnyossag.

(bs) Amikor a 19. szazad folyaman kialakult a valos szamtest, a mértékgeometria és ezen beliil a
szamszer( teriilet modern fogalma, megkeriilhetetlenné valt annak tisztazasa, hogy mi a kapcsolata en-
nek a fogalomnak a szintetikus geometriai teriiletegyenldség-fogalmakkal.

(c) Erdekes, hogy milyen sorrendben keriiltek napirendre és oldodtak meg ezek a problémak. A
(by), (bs) probléma-teriiletek a szazad kdzepe tajan valtak ,,aktualissd”, mig a (b,), (b3) hianyossagok
megsziintetése a 19. és 20. szadzad forduldjaig, s6t részben a 20. szdzad elso feléig varatott magara. A
kovetkezdkben (3.56 — 3.58) szolunk még ezekrdl a fejleményekrol.

3.55 (a) ,,Atvezetésképpen” azonban még egy fontos, tisztazé megjegyzést kell tenniink.

Ha van mértekgeometriank, akkor sok ide vonatkozo szintetikus geometriai kérdés nem is kérdes
— eltekintve attol a stilustorésrol, hogy szintetikus geometriai kérdéseket onnan kilépve, a meértékgeo-
metriabol visszatekintve valaszolunk meg.

(b) Ennek érzékeltetésére emeljiink ki egyet a szoban forgd kérdések koziil: azt a problémat,
hogy egy sokszog lehet-e atdarabolhatéan egyenld egy valodi-rész-sokszoggel.

A szamszeri teriilet a definicidja szerint additiv fliggvény és ebbdl — valamint abbdl, hogy ha
egy mérhetd idombol elvessziik egy mérhet6 valodi részét, akkor a maradék idom is mérhetd — kovet-
kezéen monoton is. Marpedig atdarabolassal egyenld (és szamszeriien mérhetd) idomok szamszertien
is egyenlk. Igy hat pl. egy sokszog nem lehet atdarabolhaté egy valodi rész-sokszogbe.

1%2 Néhany példa:

magyar angol német francia
Peano—Jordan-mérték és | content Inhalt contenu

mérhetdség Jordan measurable | Quadrierbarkeit | mesurable au sens de Jordan
meértek és measure Maf mesure

mérhetdség measurability Messharkeit mesurabilité
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Amig azonban nem volt megalapozott mértékgeometria, addig ez a kit sem volt megalapozott.
Amikor kialakult a korrekt mértékgeometria, akkor pedig természetesen meriilt fol, hogy ezek a szin-
tetikus geometriai kérdések megoldhatok-e ,,stilusosan”, vagyis a szintetikus geometria eszkozeivel.

3.56 (a) Bolyai Farkas 1832-ben a Tentamen-ben'®® definialta a végszerii egyenldség fogal-
mat*® — ez az, amit ma magyarul atdarabolhatosagnak vagy atdarabolhatéan-egxyenldségnek neve-
ziink —, és ott kozolte az erre vonatkozo kovetkezd harom tételét.*®

(a1) Ha két sokszog szamszeriien egyenld teriiletii, akkor dtdarabolhatéan egyenldk.

(ap) Keét egybevigo és egymast részlegesen dtfedd sikidom nem-kozos részei dtdarabolhatéan
egyenlok.

(ag) Ha két egybevigo sikidombol paronként egybevdago részeket vesziink el, a maradék idomok

datdarabolhatéan egyenlék.*®®

Bolyai Farkas ezek koziil csak (a;)-re adott teljes bizonyitast.

A tétel a szamszer( teriilet korrekt fogalmanak ismeretében azonnal kib&vithet6 a kdvetkez6 ek-
vivalencia-tétellé:

(a{) Két sokszog pontosan akkor egyenld szamszerii teriiletii, ha atdarabolhatéan egyenlok.

A végszerl egyenloség fogalma ill. e harom tétel Bolyai Farkasnak a legismertebb €s bizonyara
legfontosabb matematikai kezdeményezése ill. eredménye.

(A 3F.4 feladat példa ennek a tételnek a kozvetlen alkalmazasara egy fontos — eredetileg szinte-
tikus geometriai — tétel bizonyitasaban; v. 6. 3F.13.))

(b) A végszerii egyenléség fogalma és az (ay) tétel onmagukban is alapvetden fontosak, de je-
lentdségiiknek kiilonds nyomatékot ad harom tény:

1. David Hilbert a ,,Grundlagen der Geometrie” c. korszakforditdo miivében® (a 19. és 20. sz.
forduldjan) az ,.euklideszi” geometria modern, logikailag korrekt felépitésének kikeriilhetetlen alkoto-

1%% Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae, elementaris ac sublimioris, methodo

intuitiva, evidentiaque huic propria, introducendi. Cum appendice triplici (,,Kisérlet a tanuldifjusagnak a tiszta
matematika elemeibe és magasabb részeibe szemléletes és kovetkezésképpen kozértheté modon vald bevezeté-
sére. Harom fiiggelékkel.”), Marosvasarhely 1832 (1. kotet), 1833 (2. kotet). Az egyik fiiggelék (latinul appen-
dix) Bolyai Farkas fianak, Bolyai Janosnak a (szintén latin nyelvii) korszakalkoté miive az abszolut geometriarol,
amelyet roviden ,,az Appendix” szdval szoktunk idézni.

164 Bolyai Farkas utalt ra, hogy eredetileg ezt a fogalmat nem csak sokszdgekre remélte alkalmazni, és
hogy az inditéka a kdrnégyzetesités problémajaval valo foglalkozas volt.

> A konnyebb olvashatdsag és az egyértelmliség végett az eredeti ,egyenld teriileti” helyett
»szamszeriien egyenld teriiletti”-t, a ,,végszertien egyenld” helyett pedig ,,atdarabolhatdéan egyenld”-t irunk.

166 Vegyiik észre, hogy ez az allitas gyengébb, de azonos természetili, mint az, hogy kiegészitéssel egyenld
sokszogek atdarabolhatoan is egyenidk. (Akkor lennének ekvivalensek, ha (az) szovege igy kezdGdne: Ha két
atdarabolhatéan egyenld sikidombol ... .)

Ha tehat Bolyai Farkas be is bizonyitotta volna az (a3) allitast, akkor ezzel részlegesen tisztazta volna a 2.
fiizetbeli 2.4(c) alatti (1) kérdést. Az allitas mindenesetre arrdl tanuskodik, hogy Bolyai Farkasban — az Eukli-
dész Elemeibdl szarmazd fogalmi tisztatalansagok két évezredes érintetlensOége utan — feltamadt az igény a
fogalmi tisztizasra ezen a teriileten. Bolyai Farkas — az életkoriilményeibdl fakadd elszigeteltsége ellenére —
koranak, a 19. szazad elso felének igazan ,,modern” matematikusa volt.

%7 David Hilbert (német, 1862—1943), talan a legjelent6sebb, mindenképpen a legatfogobb hatasi mate-
matikus a szazadfordul6 koriil. Széleskorii munkassaganak akar csak utalasszerii érzékeltetése is messze megha-
ladja e fiizetek kereteit. Miivei nagy horderejii eredmények sokasagaval gazdagitottak az invarianselméletet, a
szamelméletet, a geometria alapjait, a modern axiomatikat, a matematikai logikat és bizonyitaselméletet, az ana-
lizist és a matematikai fizikat. Ezek a miivek a modern megalapozas igényével és sikereivel meghataroz6 befo-
lyast is gyakoroltak a 20. szazadi matematika természetének alakulasara.

Kozelebbrol érinti kurzusunk targyat az 1899-ben megjelent ,,Grundlagen der Geometrie” (A geometria
alapjai”) cimii miive, amely nagyon gyorsan a matematika egész torténetének egyik legfontosabb klasszikusava
valt. A mi targya: Az euklidészi geometria hilberti axidmarendszere, mélyre hatolé axiomatikai vizsgalatok, az
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elemeiként ismerte ol és épitette be az atdarabolhatosag (németiil ,,Zerlegungsgleichheit”) és a kiegé-
szitéssel valo egyenléség (németiil ,,Ergdnzungsgleichheit”) fogalmat.

2. A, kétdimenzidos” atdarabolhatosag mintajara a legtermészetesebben adodik az analdg ,,ha-
romdimenzios” atdarabolhatosag-fogalom. Marmost Hilbert nevezetes ,,23 problémaja” **® koziil a
harmadik az volt, hogy igaz-e az (a;) tétel haromdimenzios analogonja is, amit konkrétan példaul igy

lehet kérdezni: Igaz-e, hogy szamszerien egyenld térfogatu tetraéderek atdarabolhatéoan egyenldk?
Hilbert igy tette fol a kérdést: Igaz-e, hogy két egyenld alapteriiletii és egyenld magassagu tetraéder
mindig atdarabolhaté egymasba?'®® (A problémat eredetileg — talan Gauss nyoman — maga Bolyai
Farkas is folvetette.)

Csupan néhany honappal Hilbert eldaddsa utdn kozolte Max Dehn

srer

170 (a habilitacios

amelyek nem darabolhatok at egymasbal®™

3. 1833-ban, egy évvel a Tentamen megjelenése utan — de attdl fliggetleniil, azt nyilvanvaléan
nem ismerve — P. Gerwien német szerz6 is kozolt a Bolyai Farkas eredményeihez hasonlé tételeket,
koztiik az (a1) tételt is. Ma ezt az eredményt vilagszerte Bolyai—Gerwien-tétel-ként tartjak szamon.

A késobbiekben az atdarabolhatdsag fogalma koriil igen kiterjedt irodalom sziiletett, amely a
mai napig nem apadt el."?

3.57 A 3.54(b,) tipust hianyossagokrol.

(a) Az atdarabolhatosagnak és a kiegészitéssel-atdarabolhat6sagnak mind a tranzitivitasa mind a
,»SZigori monotonitasa™ " szinte trivialisan belathato, ha a mértékgeometria fel6l nézziik (lasd 3F.4).
Ezek azonban szintetikus geometriai allitasok, és ezért a mai matematikai gondolkodasban természetes
a szintetikus geometriai bizonyitas igénye.

(b) Az atdarabolhatdsag tranzitivitasa elég egyszerlien bizonyithato a szintetikus geometrian be-
lil is (konkrétan: pusztan az egybevagosag felhasznalasaval). Ebbdl pedig konnyen levezethetd — szin-

euklideszi geometria Euklidész altali felépitésének ismeretelméleti, logikai és metodoldgiai ,,naivitasainak™ vég-
leges kikiiszobolése. Ezzel Hilbert 0ij iranyokat szabott nem csak a geometrianak, de az egyetemes matematika-
nak is.

1%8 Hires eseménye a matematika-torténetnek Hilbert el6adasa 1900-ban, a parizsi 2. Nemzetkdzi Mate-
matikuskongresszuson, amelyen a matematika szinte minden akkor miivelt teriiletérél 23 megoldatlan problémat
ismertetett, és ezeket a matematika tovabbi fejlédését nagy mértékben meghatarozonak mondotta. A matematika
fejlédése a 20. szazad els6 felében valoban jelentds mértékben igazolta ezt az elérelatast, és Hilbert problémai-

nak tényleges 0sztonz6 hatasuk volt erre a fejlodésre.

109 Az (a7) tetelt felhasznalva igy is kérdezhetnénk: Van-e két olyan egyenlé magassagl tetraéder,

amelyeknek az alapjai egymasba atdarabolhatok, de a tetraéderek nem atdarabolhatéan egyenlok?
’® Max Dehn német matematikus (1878-1952), Hilbert tanitvanya, kdvetdje és miivének folytatoja.

i Meglepden érdekes ugyanakkor, hogy egyenld térfogati hasdbok mindig atdarabolhatéoan egyenldk!
(Ebben a gondolatkérben a késdbbiekben tovabbi eredmények is sziilettek.)

2 Ebben magyar matematikusok is jelentds szerepet jatszottak; a kovetkezo felsorolas tavolrdl sem
teljes.

Réthy Mor, fizikus és matematikus (1848—1925), aki a Bolyaiak tudomanyos hagyatékanak apolasa
mellett tovabbi kutatasok kiinduldopontjaként is hasznalta azt és dolgozataival 0 kutatasi iranyokat inspiralt ezen
a teriileten. (A ,,végszerli egyenldség” szot — amely ugyan Bolyai Farkas leleménye, de 6 maga inkdbb mas
szavakat hasznalt magyar nyelvii publikacioiban — is Réthy Mor terjesztette el a téméban irt dolgozatai 4ltal.)

Szasz Pal (1901-1978), aki az analizis és a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria kivald kutatdja (és nagy

hirfi egyetemi oktato) volt, egy 1956-0s dolgozataban 01j bizonyitast adott Bolyai Farkas (a;) tételére.

Az () tételt Varga Tamas (1919-1987) is ujra bizonyitotta, mégpedig Bolyai Farkas bizonyitasabol ki-
indulva, de az iskolai matematikahoz jol illeszkedé mddon (Matematikai Lapok 1954, 101-114).

178 Ezen természetesen nem az értendd, hogy egy sokszdg ,,nagyobb” minden valddi-rész-sokszdgnél (hi-

szen ez a szintetikus geometridban, az atdarabolhatdsadg fogalomkdrében nem is értelmezhet), hanem csak azt,
hogy nem atdarabolhatdan egyenldk.
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tén mértékgeometriai eszk6zok nélkiil — a kiegészitéssel-atdarabolhatosag tranzitivitasa. (3F.13 fela-
dat.)

(c) A ,,szigor monotonitas” kérdése sokkal nehezebb. Az elsé szintetikus geometriai bizonyi-
tasok a 19. és 20. szazad forduloja koriil sziilettek. (Az egyik, nagyon nevezetes, de meglehetésen bo-
nyolult ilyen témaja tételt Hilbert bizonyitotta a ,,Grundlagen der Geometrie”-ban).*"*

3.58 (a) Ami a 3.54(b3) tipust hianyossagokat illeti: A legfontosabb az a kérdés, hogy kiegészi-
téssel-atdarabolhato sokszogek mindig datdarabolhatéan egyenlék-e. A valasz: igen, és itt is fennall,
hogy a mértékgeometria fel6l nézve szinte trivialitasrol van szo. A 20. szazadban szintetikus geometri-
ai bizonyitasok is sziilettek, és ezek meglehetSsen terjedelmesek és nem egészen konnytiek.'™> Az
egyik ilyen bizonyitis magyar nyelven is hozzaférheté.*"®

(b) Ezek a bizonyitasok a haromszogek egybevagosagan kiviil sziikségképpen felhasznaljak az
arkhimédészi axiomat is, és ez nem véletlen. Hilbert, aki a ,,Grundlagen der Geometrie”-ben bizonyara
az els6 ilyen bizonyitast kozli, ugyanott lényegében (csak kissé mas értelmezésben) azt is megmutatja,
hogy az arkhimédészi axiéma nélkiil az allitds nem igaz*"". Konkrétan a kovetkezd tételt bizonyitja be:

A nem-arkhimédészi geometria barmely modelljében van két k6zos alapu és kézos magassagu
haromszég, amelyek nem dtdarabolhatéan egyenlék.*™

A tétel annyira a témankba vag és a bizonyitas gondolatmenete szerencsére annyira egyszer(,
hogy indokolt ideiktatnunk Hilbert bizonyitasat.*"®

Egy valodi nem-arkhimédészi geometriaban van
olyan e, a szakaszpar, hogy
(F) n-e<a (NeN).

Ennek a szakaszparnak a felhasznalasaval épitsiik fel a
3.58a abran abrazolt geometriai konfiguraciot. Ekkor az
ABC, ABC' haromszogek kiegészitve-atdarabolhatoan
egyenldk. Felhasznaljuk majd, hogy BC<e+e=2e és — _

3.58a abra

ok

€ €

7% Hilbert tétele (21.§ 52.tétel) igy szOl: Ha egy téglalapot haromszogekre bontunk és ezekbol akar csak

egyet is elhagyunk, akkor a maradék haromszogekkel mar nem rakhaté ki a téglalap. (L. a 3F.5 feladatot!)

Ez a szintetikus geometriai tétel mintapéldaja lehetne az olyan allitasnak, amely azért megdobbentd, mert
latszatra — vagyis, ha megfeledkeziink rola, hogy nem a mértékgeometridban vagyunk — ,,nagyon trivialis” dol-
got allit, raadasul meglehetésen nehéz bizonyitassal.

17 Igaz, hogy ezek a bizonyitasok sem hasznalnak mas eszkodzt, mint az egybevagosagot. Egy bizonyitas
,hehézségi foka” azonban nem csupan a felhasznalt tételszerii bizonyitasi eszkdzok milyenségétdl fiigg, hanem
legalabb ilyen mértékben a bizonyitas terjedelmétdl és logikai komplexitasatol is.

® B, V. Kutuzov: Geometria. Tankonyvkiad6, Budapest 1954; 261-265.

" Hilbert ebben a miivében széleskoriien és mélyrehatdan elemzi az arkhimédészi axioma szerepét a ge-
ometria felépitésében, vagyis vizsgalja, hogy mi az, ami ezen axioma nélkiil is igaz marad. (A ,,nem-arkhimédé-
szi geometria” eszméje analdg az ,,abszolit geometria” Bolyai Janos-féle eszméjével, de a parhuzamossagi axio-
ma helyett az arkhimédészi axidomabol indul ki.) Hilbert — azért, hogy ezek a vizsgalatok ne maradjanak targyta-
lanok —, meg is konstrualta e konyvben a nem-arkhimédészi geometrianak egy modelljét. (Ez a modell egyéb-
ként meglehetésen bonyolult (mindenesetre sokkal bonyolultabb, mint pl. a hiperbolikus geometria népszerii
modelljei).

Y% Azt mar lattuk, hogy az ilyen haromszogek kiegészitéssel-atdarabolhatéan egyenlék, és ebben az
arkhimédészi axiomanak nincs szerepe (lasd 2. flizet 2.8.)

179 ,,Grundlagen der Geometrie” 1899-es, 92 oldalas 1. kiadasa 6ta egyre tobb kiegészitéssel, fiiggelék-
kel és kisér6 tanulmannyal ellatott, rohamosan névekvé terjedelmii kiadasok sziilettek. A ,,Kisér6 flizetek”-ben
az ezzel az alapmiivel kapcsolatos hivatkozasoknal és idézeteknél az 1909-es, 279 oldalas 3. kiadast és az 1999-
es, 408 oldalas 14. kiadast vessziik alapul. (Az utobbi kiilonlegesen gazdag tartalmu kotetet a mii megjelenésé-
nek szazadik évforduldja alkalmabol, szamos — féleg németorszagi — jubileumi tudomanyos konferencidhoz és
mas rendezvényhez kapcsolva jelentették meg.)
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hogy minden, az ABC haromszdg belsejében fekvé szakasz kisebb, mint 2e.*%°

Tegyiik fel most indirekten, hogy van véges sok, mondjuk k darab haromszog, amelyekkel a két
haromszog egyarant kirakhato. Ekkor az ABC feldarabolasanal hasznalt mindegyik haromszog minden
oldala vagy az ABC belsejében, vagy az ABC valamelyik oldalan fekszik, tehat mindenképpen kisebb,
mint 2e. Igy mindegyik részharomszog keriilete kisebb, mint 6e, és e keriiletek 6sszege kisebb, mint
6k -e. Ugyanez érvényes akkor az ABC' feldarabolasara is. Abban a részharomszog-keriilet-Gsszeg-
ben azonban benne kell hogy legyen a teljes AC’ oldal, tehat AC' <6k-e és még inkabb a<6k-e .***
Ez viszont ellentmond az (F) foltevésnek, és ezzel teljes a bizonyitas.

(c) Hilbert tehat torténetesen kozos alapi és kdzos magassagu hdromszdgekkel mutatta ki, hogy
minden nem-arkhimédészi geometriaban egyaltalan léteznek kiegészitéssel-atdarabolhatéan egyenld,
de atdarabolhatoan nem egyenld sokszogek. Ezzel bebizonyosodott: Az arkhimédészi axidoma sziiksé-
ges elofeltétele annak, hogy a kiegészitéssel-atdarabolhatosag ekvivalens legyen az atdarabolhatosag-
gal.

3.59 Ennek a flizetsorozatnak a programja szempontjabol azonban kiilondsen érdekesek a kozos
alapu és egyenlé magassagt paralelogramma-parok is (a 2. flizetben részletesen foglalkoztunk veliik).
Ezért megfogalmazzuk a 3.58 tétel analogonjat haromszogek helyett paralelogrammakra:

A nem-arkhimédészi geometria barmely modelljében van két kézos alapu és kozés magassagu
paralelogramma, amelyek nem atdarabolhatoan egyenlok.

A bizonyitast — a 3.58 tétel folhasznalasaval — feladatként tiizziik ki (3F.18).

EDbbdl a tételbdl latszik, hogy nem esetleges, hanem sziikségszer(i volt az atdarabolhatdsag bizo-
nyitasanal (2.7*(d)-ben) bizonyos esetekben az arkhimédészi axioma folhasznalasa.

3.60 Befejezésiil egy ,.egyszeri” tisztazd megjegyzést kell tenniink. A szintetikus geometridban
a ,,sokszogekre” vonatkozé minden fogalomalkotasban, tételben és bizonyitasban célszerli eleve az
egyszerti sokszégekre szoritkozni (hogy elkeriiljiikk a sokszor igen bonyolult vizsgalatokat arrdl, hogy
mely konkrét témakban lényeges és hol lényegtelen ez a megkiilonboztetés).'® Hilbert is igy jart el a
tobbszor idézett alapvetden fontos konyvében; mi csak azért tértiink el ett6l, hogy elkeriiljiik a megfo-
galmazasok nehézkességét.

3F Feladatok

3F.1 Le lehet-e vezetni a véges mértani sor Osszegképletét ,,Arkhimédész-modra” (lasd 3.14)
(@) 1/k hanyadossal (k eN);
(b) tetszéleges (0-t6l kiilonb6z6) valds hanyadossal?

3F.2 (a) Olvassa el 4jbdl a 3.11(b) szakaszt és a hozzafiizott labjegyzetet!
(b) Bizonyitsa be, hogy egy korbe irt szabalyos Nn+1-szog teriilete nagyobb a beirt szabalyos n-
sz06génél (n eN), mégpedig annak felhasznalasaval, hogy

nx

(bg)a O<x <% intervallumon a 3 fiiggvény szigortian monoton fogyo.

(c) Bizonyitsa be a (by) allitast a differencialszamitas elemei segitségével!'®

180
181

Ezek az allitasok nem fiiggnek az arhimédészi axiomatol.
Hilbert itt arra hivatkozik, hogy minden haromszogben (itt az ADC' derékszogli haromszogrél van
sz0) nagyobb szoggel nagyobb oldal van szemkozt. (A konyvben korabban mar kimutatta, hogy ez sem fiigg az
arkhimédészi axidmatol; kizardlag az egybevagdsag axiomai kellenek a bizonyitasahoz).

182 Emlékeztetdiil: Egy sokszoget egyszeriinek neveziink, ha 1) barmely két csucsa kiilonb6zo, 2) egyik
csucsa sem esik egy oldal belsejébe és 3) barmely két oldalnak nincs k6zos bels6 pontja.

18 A (bo) allitast a differencialszamitas nélkiil is be lehet bizonyitani, pusztan goniometriai eszk6zokkel;
ilyen bizonyitast azonban meglehetésen nehéz folfedezni.
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3F.3 (a) Olvassa el jbdl a 3.29 szakaszt!

(b) Sztirje ki a levezetésbdl és elemezze a mai matematika szemszogébol nem korrekt 1épéseket!

(c) Hogyan lehetne az ottani ,,arkhimédészi” 6tletet korrekten felhasznalni az OQP idom teriile-
tének a kiszamitasara?

3F.4 Bizonyitsa be a mértékgeometrian beliil, hogy D c
(a) az atdarabolhatdsag tranzitiv relacio,

(b) a kiegészitéssel-atdarabolhatdsag tranzitiv relacio!

Utmutatds. Hasznélja f6l a Bolyai-Gerwien-tétel 3.56(a,*) valtozatat!

3F.5 Vezesse le Hilbert tételébdl (3.57(c), labjegyzet), hogy _ _

egy téglalap nem lehet atdarabolhatoan egyenlé egy valodi-rész-sokszoggel. A B
(A 3F.5a abra emlékeztetd egy specialis esetre: Az ABCD téglalap nem lehet atdarabol- 3F 54 4bra
hatéan egyenlé az ABFE téglalappal.) négyzet kirakasa egybevagd négyzetekkel, hol? '

3F.6 Bizonyitsa be, hogy ha a szamszerli szakaszhosszlisagot és a szdmszerl teriiletet az
egydimenzios ill. a kétdimenziés Peano—Jordan-mértékkel definialjuk, akkor egy négyzet teriilete
egyenl6 az oldala hosszanak a négyzetével!

3F.7 Bizonyitsa be, hogy atdarabolhatéan egyenld szakaszok egybevagok!™®*

3F.8 (a) Bizonyitsa be, hogy nem-korlatos sikbeli ponthalmazra nem alkalmazhat6 a Peano—Jor-
dan-mérés!

Utmutatds. Valojaban arrél van szo, hogy az ilyen ponthalmaznak nincs Peano—Jordan-kiilsé
mértéke (lasd 3.45).

3F.9 (a) Bizonyitsa be ezt az allitast: Ha az a, b, ¢ szakaszok koziil (a,b) és (a,c) Osszemérhe-

t6 parok, akkor (b,c) is dsszemérhetd par, s6t mindharom szakasznak van kzos mértéke!
(b) Ennek a tételnek nincs érvényes aritmetikai analogonja. Miért?

3F.10 Olvassa at a 3.12 szakaszt, amelyben felhasznéaltuk az ACFV=4- ABCV 0sszefiiggést!
Bizonyitsa ezt be a szakaszban talalhato adatok alapjan!

(a) a mértékgeometria keretében,

(b) a szintetikus geometria keretében (pl. az atdarabolhatosag értelmében)!

3F.11 (a) Bizonyitsa be a szintetikus geometria keretében, hogy a szintetikus geometriaban
(szakaszokra vonatkoztatva) az arkhimédészi axidma ekvivalens az eudoxoszi axiémaval!
(b) Van ennek a tételnek megfeleldje a valos szamokra vonatkoztatva?

(c) Van-e kapcsolat azzal a tétellel, hogy tetszéleges 0< <1 szamra " —0, ha n—o0?

3F.12 Kepler ,,kormérési” eljarasanak (3.152) vannak olyan gondolati elemei, amelyek elmoz-
dulast mutatnak az euklideszi korméréstél és az arkhimédészi parabolakvadraturatél a modern Rie-
mann-integral felé. Melyek ezek?

3F.13 (a) Bizonyitsa be a szintetikus geometrian beliil (pusztan az egybevagosag felhasznalasa-
val) az atdarabolhatdsag tranzitivitasat, vagyis azt, hogy ha (A,C) és (B,C) atdarabolhatéan egyenld
sokszdgparok, akkor (A, B) is atdarabolhatéan egyenl sokszogpar!

Utmutatds. 1. Tanulmanyozza és értelmezze a 3F.13a szimbolikus abrat!

2. Az abra két kiilonb6z6 szempontbol is szimbolikus. Fogalmazza meg ezeket!

(b) Vezesse le ebbdl — szintén a szintetikus geometria talajan — a kiegészitve-atdarabolhatosag
tranzitivitasat!

¥ Eza tény nagyon pregnansan mutatja, hogy mennyivel gazdagabb a sik struktirdja, mint az egyenesé

(és ez csak egy nézépont ebben az dsszehasonlitasban).
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3F.13a abra

3F.14 Bizonyitsa be a szintetikus geometria keretében, hogy barmely sokszogh6z'®® van vele at-
darabolhatoan egyenld négyzet!'®

(Utmutatds. Allitsa 6ssze a bizonyitast a kdvetkezé — szintén bizonyitandé — allitasokbol:

(a) Minden sokszog kozos belsd pont nélkiili haromszogek egyesitése.

(b) Minden haromszogh6z van vele atdarabolhatéan egyenld paralelogram-

ma.

(c) Minden paralelogrammahoz van vele atdarabolhatoan egyenlé téglalap. b\

(d) Minden téglalaphoz van vele atdarabolhatéan egyenlé olyan téglalap, 7
amelynek egyik oldala tetsz6legesen megadott szakasz. (Hasznalja f61 a 3F.14a ///A
abrat és a 2. fluzetbeli 2.11, 2.21 szakaszokat!) 3F.14a 4bra

(e) Két téglalap egylittesé¢hez van vele atdarabolhat6an egyenld téglalap. '

(f) Minden téglalaphoz van vele atdara-
bolhatdan egyenlé négyzet.

Utmutatds. Hasznalja fol az 1. fiizetbeli

1F.16 feladat (a) részét! A 3F.1l4c abra az A7 ¢
IF.16a 4bra ismétlése annak bizonyitasara, /. 7/ 21X

hogy egy téglalap két oldalabol, ¢ -bél és c,- /‘
1 m

bol kiindulva a 3F.14b 4bra szerinti szerkesz- % m e — .
téssel nyert négyzet valdoban ,,egyenlé” az ere- R q 2

deti téglalappal."” 3F.14b dbra 3F.14c dbra

3F.15 Bizonyitsa be:

(a) Az a konstruktiv eljaras, amellyel 3F.14-ben kimutattuk barmely sokszogh6z vele atdarabol-
hatbéan egyenlé négyzet 1étezését, két olyan sokszdghdz, amelyek egyike a masiknak valddi része,
mindig kiilonb6z6 négyzeteket feleltet meg.

185 ,,S0ksz0g”-0n itt is — mint ezekben a flizetekben mindvégig — egyszerii sokszoget értiink. (Lasd 3.60.)

186 Megjegyzések. 1. Az alabbiakban javasolt bizonyitas konstruktiv, vagyis a széban forgd objektumok
1étezését ugy bizonyithatjuk, hogy azzal a — kdrzdvel és vonalzoval valé — megszerkesztésiikre is eljarast nye-

2. Ennél az allitasnal egyértelmiiségrdl nincs szo! Az allitas nyitva hagyja azt a lehetdséget, hogy egy sok-
sz0g két kiilonbozo (kiilonbozo oldal) négyzettel atdarabolhatdan egyenld. Ez természetesen — az atdarabolha-
tosag tranzitivitasa kovetkeztében — azt hozna magaval, hogy 1étezne két kiilonb6zd, de atdarabolhatoan egyenld
négyzet. (Lasd ezzel kapcsolatban a 3F.15 feladatot!)

187 A 3F.14b 4bra szerinti szerkesztés kozismert a mai iskolai matematikabol is (,,két szakasz kozépara-
nyosanak — mértani kdzepének — megszerkesztése a Thalész-tétel folhasznalasaval”). Az iskolai meértékgeomet-
riagban ebbdl a geometriai konfiguraciobol — a derékszogii haromszog két rész-haromszoge hasonlosagat fol-
hasznalva — konnyen adodik a négyzet szdmszerii teriiletegyenlésége a téglalappal. A 3F.14c¢ abra szerint vi-
szont szintetikus geometriai (pl. a gorog matematikaba beleillé) bizonyitast talalhatunk a négyzet és a téglalap
wegyenloségére”. (A harom nyil azt jelzi, hogy a kiindul6 téglalap oldalaibdl szerkesztett — satirozott — derékszo-
gli haromszoget 90°-kal elforgatjuk.)
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(b) Az S, N allitasokra nézve S <> N *®8, ahol

az S allitas: Ha egy sokszég valodi része egy masiknak, nem lehetnek dtdarabolhatoan egyenlik,

az N allitas: Kiilonbozd négyzetek™® nem lehetnek dtdarabolhatéan egyenlék.

Utmutatas. N = S -et indirekten bizonyitsuk; hasznaljuk fol az (a) allitast és az atdarabolhato-
sdg tranzitivitasat.

3F.16 A Pitagorasz-tételek megforditasai a kovetkezo allitasban foglalhatok dssze.

A P allitis: Ha egy a, b, ¢ oldahi hdromszégnél a"®b"VBc™, akkor az a, b oldalak dltal kizbe-
zart sz6g derékszog.

A szintetikus geometriaban természetesen kiilonbozo tételekrdl van szo (akarcsak maguknal a
pitagorasz-tételeknél, 1. az 1. fiizetet) aszerint, hogy mit értiink a ,, B” szimbolummal jelzett ,,egyenl6-
ség”-en. Ebben a feladatban legyen ez az ,,egyenldség” az atdarabolhatosag.

(a) Tanulmanyozza ,,a pitagorasz-tétel megforditasanak” bizonyitasat — beleértve a hivatkozott
elézmények elemzését is — Euklidésznél (Elemek I. 48). Allapitsa meg, hogy

(a1) hogyan érti 6 itt az ,,egyenldség”-et (ill. hogy egyaltalan lehetséges-e ennek — az ¢ kontex-
tusadban — egyértelmi értelmezése), és

(a2) a bizonyitas melyik részében és mily modon hivatkozik arra, hogy kiilonb6z6 négyzetek
nem lehetnek ,,egyenlok™!

3F.17 (a) Bizonyitsa be, hogy N =P (l. 3F.15, 3F.16)!
Utmutatds. Dolgozza ki a kovetkez6 vazlatot:

Ha —P, vagyis 1étezik olyan a, b, ¢ oldalu haromszog, amelyre AVobWBW, de az a és b altal
kozbezart szog nem derékszog, akkor tekintsiik azt a derékszogii haromszdget is, amelynek befogoi a
és b; az atfogojat jeldljik ¢’ -vel. EKkor ¢’ nem egybevagd c-vel (miért is?) stb.

(b) Bizonyitsa be, hogy P=N'!

Utmutatds. Dolgozza ki a kovetkez6 vazlatot:

Ha — NN, vagyis létezik két kiilonbozo, ¢ ill. d oldalt négyzet, amely-
ek atdarabolhatbéan egyenl6k, akkor legyen pl. d <c, és tekintsiink két ha-
romszoget (3F.17a abra): 1. Azt az egyenlészart derékszogli haromszdget,
amelynek c az alapja; a szarat jeloljik a-val. 2. Azt az egyenlészart harom-

szoget, amelynek d az alapja, a szara pedig szintén a. Ekkor a 2. haromszog ¢
biztosan nem derékszogi (miért is?). Az 1. haromszogre érvényes az atdara- ;

. - . . 190 3F.17a abra
bolasos pitagorasz-tétel stb.

(c) Okvetleniil sziikséges-e a (b) bizonyitasban egyen/dszdaru haromszogekkel dolgozni?

3F.18 (a) Olvassa at ujra a 3.58, 3.59 szakaszokat!

(b) Bizonyitsa be, hogy a valodi nem-arkhimédészi geometria barmely modelljében van két
olyan paralelogramma, amelyek nem atdarabolhatoan egyenl6k, bar az alapjaik egybevagok és a ma-
gassagaik is egybevagok!

3F.19 Legyenek egy tetszbleges T téglalap oldalai az a, b szakaszok; a mértékszamaikat jelol-
jik |a|-val és |b]|-vel.

(a) Bizonyitsa be, hogy barmely T téglalap Peano—Jordan-mérhetd.

188 . . o atirs . ,
Természetesen ezzel még egyik allitas sincs bebizonyitva.

189 ket négyzetet kiilonbozének mondunk, ha az oldalaik nem egybevagok; ekkor az egyikiik egybevago
a masiknak egy valodi-rész-négyzetével.

19 A 3F.16, 3F.17 feladatok eredményének Osszefoglalasa: A szintetikus geometriai pitagorasz-tétel
megforditasa 1ényegében ekvivalens a ,,szigord monotonitasi tétellel” (3.57). Marpedig az utdbbinak a szinteti-
kus geometriai bizonyitasa bonyolult és Euklidész utan 2200 évet varatott magara. A gordg matematikaban és a
mai iskolai matematikaban mégis ,,problémamentesen” jelenik meg a pitagorasz-tétel megforditasa. Egészitse ki
hat ezeket a feladatokat ennek a paradox helyzetnek az elemz6 magyarazataval! (V. 6. 3F.5, 3F.16!)
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Utmutatds. Olvassa 4t 1jbol a 3.45 szakaszt!

(b) Legyenek T oldalai az a, b szakaszok; a mértékszamaikat jeldljikk |a|-val és |b|-vel. Bizo-
nyitsa be, hogy T Peano—Jordan-mértéke az |a|-|b|szam.

Utmutatds. Olvassa at Gjbol a 3.42—3.44 szakaszokat! Vélasszon olyan speciélis Peano—Jordan-
mérési eljarast a T-hez (3.42 értelmében), amely nyilvanvaloan az |a|-|b| szamhoz vezet."*

3F.20 (a) Olvassa at ujra a 3.4 szakaszt!
(c) Bizonyitsa be, hogy a 3.4a, abra két kiemelt idomanak megegyez0 a szamszeri teriilete!

3F.21 (a) Olvassa at ujbol a 3.29 szakaszt!
(b) ,,Bizonyitsa be” a Mehler-konyvbdl idézett ,,levezetés” mintdjara, annak 1épéseit kovetve,
hogy

(b;) az xa G (0<x<c) fuggvény [0; c] folotti ordinatahalmazanak teriilete egyenlé a ¢ alapu
és c2 magassagu téglalap teriiletének %—részével,

(by) az xa X (0<x<c) fuggvény [0; c] folotti ordinatahalmazanak teriilete egyenld a ¢ alapa
és c2 magassagu téglalap teriiletének %—részével,

(bs) az xa x" (0<x<c,neN) figgvény [0;c] folstti ordinatahalmazanak teriilete egyenld a

2 magassagi téglalap teriiletének —L- -részével,

calapt és C ]

n+1
n+1 ’

vagyis, hogy — mai felfogasban — _[8 x2dx =S j Cx3dx = C_ és C x"dx =

3F.22 (a) Olvassa at ujbol a 3.27 szakaszt!

(b) Ellendrizze a szoban forgo ,,végtelen test” térfogatanak a Torricelli altal ,,kiszamitott” érté-
két ugy, hogy a testet bizonyos két részre bontva kezeli:

(by) Annak az egyenes korhengernek a térfogata, amelynek az alapja ill. a magassaga a C sugaru

2
korlemez ill. % - e &210 —% . ra’c.

(b2) Szamitsa ki — egy improprius integrallal — annak a végtelen forgashiperboloidnak a térfoga-
a2
tat, amely az Xy = -a® egyenletii hiperbola y =2~ és y=o0 kozotti 4gdnak az y-tengely koriili meg-

forgatasaval jon létre.192 A helyes eredmény: 5 ﬂazc .

(bs) A keresett térfogat értéke tehat: 7za2C+ % . ra%c= 71'a2C s ez igazolja Torricelli ,,szami-

tasanak” az eredményét.

3F.23 (a) Olvassa at ujbol a 3.30 szakaszt!

(b) Bizonyitsa be: Két olyan trapéz, amelyeknél a négy alap egybevago és a két magassag is
egybevago, atdarabolhatoan egyenlo.

Utmutatds. Az allitas egyarant bizonyithato a tiszta szintetikus geometria keretében ill. ugy,
hogy a szamszeri teriiletet is folhasznaljuk.'”
(c) Legyenek f; és fo tovabbd Q1 és Qo olyan, egy [&;D] intervallumon értelmezett, szaka-

szonként linedris, folytonos fiiggvények, amelyekre
0< f() < 1(x), 0<g2(x)<g,(x) (xe[a;b]) ,

Az (a) feladat eredménye azt is jelenti, hogy a T-re alkalmazott Peano—Jordan-mérési eljarasok mind

ekvivalensek.
192 Integracios valtozonak az y-t valassza!
193 Az utobbihoz alkalmazzuk Bolyai Farkas tételét a végszerti egyenléségrdl (1. 3.56(ay) ).
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és
(E) f(¥) — f2() =alg () —g2()] (x<[a;b], geR™).
Legyen tovabbd F .G az a sokszog a koordindtasikon, amelyet feliilrdl és alulrél az Ty és T
ill. a gy és gy gorbék, balrél és jobbrol az x=a, X=Db egyenletii egyenesek hatdrolnak.**
Bizonyitsa be a kdvetkezdket az itt megadott sorrendben!
(c1) Ha q=1, akkor # és.& atdarabolhatéan egyenld.
Utmutatds. Szintetikus geometriai bizonyitas, (b) folhasznalasaval.
(c;) Ha g eN', akkor F és. G dtdarabolhatéan egyenlo.
Utmutatds. Szintetikus geometriai bizonyitas, (c;) folhasznalasaval.
(cs) Ha g EQ+, akkor # és. & atdarabolhatoan egyenld.
Utmutatds. Szintetikus geometriai bizonyitas, (c,) folhasznalasava

3F.24 (a) Olvassa at ujbol a 3.31 szakaszt!
(b) Bizonyitsa be — kétféleképpen —, hogy az ottani F ponthalmaz nem Riemann-mérhetd!

195
L.

Utmutatds. Az egyik mod: Allapitsa meg az F kiilsé Riemann-mértékének értékét és belsé Rie-
mann-mértékének értékét!

A masik mod: Hasznalja £61

(a) egy nem-negativ fiiggvény R-integralhatosaganak (valamely [a;Db] intervallumon) az ekvi-
valencidjat a megfelel6 ordinatahalmaz R-mérhetdségével (3.45(e)) és

(b) az R-integralhatésagnak a fiiggvény oszcillacios Osszegeivel Kifejezett kritériumat
(3.45(d))1'%

3F.25 (a) Olvassa at ujbol a 3.33 szakaszt (a labjegyzetekkel egyiitt)!
(b) Bizonyitsa be a 3.33(b) alatti dolt betis allitast!

3F.26 (a) Olvassa at Gjbol a 3.14 szakaszt (a labjegyzetekkel egyiitt)!

(b) Idézze f61 a parabolanak egy egyenlettel vald (koordinatageomeriai) karakterizalasat!

(c) Idézze fol a parabolanak egy karakterisztikus geometriai tulajdonsagat!

(d) Bizonyitsa be, hogy a parabola (b) alatti és (c) alatti ,,szimptomai” ekvivalensek egymassal
és a 3.14 szakaszbeli (S) szimptomaval!

1% Az (E) feltétel azt jelenti, hogy # ill. & — a megadott elrendezésben — eleget tesz a Cavalieri-elv
3.19(a), 2. alatti valtozata feltételének.

195 Megjegyzés a (c) alatti feladatokhoz. F és & még akkor is atdarabolhatdan egyenld, ha q eR'.Ez

azonban itt mar nem lehet bizonyitasi ,,feladat”, hiszen kdzvetlen kdvetkezménye a 3.30 alatti tételnek és Bolyai
Farkas 3.56(a,) alatti tételének.

19 A masodik modnél célszerti a 3.31a dbraban az F idomot a koordinatasikon 90°-Kal elforgatni.



