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Eszmetorténeti vonalak a ,,mérés” fogalomkorében

A | teriiletegyenloségi” fogalmak; az ,,egyenloség” Euklidész Elemei-ben; az eudoxoszi ardnyelmélet;
a gnomon-dbrdk probléma-teriilete; a geometriai algebra; a ,,teriiletillesztések”; kitekintés a
kiipszeletekre, kitekintés az algebra egy fejlodés-vonaldra; Eudoxosztol Dedekindig

2A. A teriilet-egyenldségi fogalmak. A gnomoén-abrak mellékatloinak parhuzamossaga és a
kiegészité paralelogrammak ,,egyenlosége” (a problémak). Az ,,egyenloség” Euklidész Elemeiben.

2.1 Teriilet-)egyenloségi fogalmak a sokszogek korében.
(a) Definicick és jelolések. A teriilet-elmélet alapja: négy, a sikbeli sokszogek' korében definialt

binér relacié. A4 és & sokszogeket jelentenek.

v A és B didarabolhatéan egyenld
=5

(nH | A

az egyik sokszog felbonthaté” véges sok sokszogre® gy, hogy ezek
kongruens példanyaib6l a mésik sokszog is kirakhatd

A és B kozvetve dtdarabolhatéan egyenld

| A=75

mindkettd dtdarabolhatéan egyenld ugyanazzal a harmadikkal

A és 5 kiegészitve-dtdarabolhatéan egyenld

2 | A

atdarabolhatéan egyenldk hozzavételével dtdarabolhatdéan egyenldkké tehetdk

A és B kozvetetten kiegészitve-dtdarabolhatéan egyenld

| A=05

mindkettd kiegészitve-dtdarabolhatéan egyenld ugyanazzal a harmadikkal

(b) A legegyszerlibb és legtermészetesebb ekvivalencia a sokszogek korében az egybevagdsag.
Az ,atdarabolhatéan egyenld”-ség ennek kozvetlen altaldnositasa; (véges sok) ,,részenkénti egybeva-
g6sdg”’-nak is mondhaté. Bolyai Farkas az dtdarabolhatosdgot végszerii egyenloség-nek nevezte.*

(c) (1*) ekvivalens (1)-gyel €s (2*) ekvivalens (2)-vel, vagyis az (1), (2) relacidk tranzitivok.

Ezeket Euklidész bdségesen, de hallgatélagosan kihaszndlja; a bizonyitdsnak azonban még az
igénye sem merill fol. A tranzitivitidsnak nagy jelentdsége van, ui. sokszor csak egy harmadik idom
kozbeiktatdsdval sikeriil folismerni, hogy két idom pl. dtdarabolhatéan egyenld.

(d) A felsorolt ,teriilet-egyenldségek”™ szintetikus geometriai fogalmak. A mértékgeometridban

szokdsosan |V| -vel jelolve egy V sokszog szamszerd teriiletét (Jordan-Peano-mértékét),

(3) I Al=1B]1 jelentése: A és B teriiletegyenld (szdmszeriien egyenld teriiletii).

(e) Az (a) alatti targykorben nincsenek sztenderd jelolések (a mai matematikdban sem); az (a)-
beli szimbélumokat az itteni célokra szabadon valasztottuk. (Az 4tdarabolhatésdg-reldcié masik jele
ezekben a fiizetekben olykor a = jel.) A gor6g matematikdban, ahol ezeknek a ,.teriilet”- vagy ,,idom”-

' Az egész gondolatrendszer hilberti pontositdsat kovetve célszerli egyszerii sokszdg-re gondolni, vagyis
olyan zart torottvonalra (az élei az oldalak, a toréspontjai a csiicsok), amelynek barmely két csicsa kiilonb6zd,
egyik cstics sem belsd pontja valamely oldalnak, és nincs két egymdst metsz6 oldal.

2 A, felbontds” itt — mai fogalmakkal és mai nyelven — a sokszégnek mint ponthalmaznak olyan rész-sok-
szogek mint részhalmazok egyesitéseként vald elddllitasat jelenti, hogy barmely két ilyen résznek nincs k6zos
belsd pontja.

? Végs6 soron haromszogre.

* Bolyai Farkasnak ezzel kapcsolatosalapvetéen fontos eredményeirdl tobbszor is szoIni fogunk.
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-egyenldségi elképzeléseknek — atfogdan hasznilhaté szdmszertiteriilet-fogalom hidnydban — egészen
alapvetd jelentségiik volt’, természetesen szintén hidnyoztak a megfelel szimbélumok, minthogy
altalaban nem valamilyen ,,algebrai” jellegli formula-rendszer volt a matematika prezenticidés formaja
és kommunik4cids eszkoze.

(f) Anndl kiilonosebb viszont, hogy a gorog matematikdban nem is definidltdk ezeket a relacié-
kat, nem vizsgaltdk a tulajdonsdgaikat és egymas kozotti kapcsolataikat, és kiilon neveket sem adtak
nekik. Ezzel a nyelvi helyzettel még bdvebben foglalkozunk, mert ez nemcsak dnmagéban, torténeti-
leg érdekes, hanem olyan tények kifejez8dése, amelyek ezen kurzus alapgondolatanak f6 vonaldba es-
nek. Ezek a tények ui. olyan fogalmi ,,rendetlenségek”, amelyek ugyan a matematika-tudomanyban a
19. szdzadban foler6sodd Euklidész-kritikai folyamatok utdn 1900 koriil végre megsziintek (errdl ké-
sObb részletesen szélunk majd), de az iskolai matematikdban a , teriilet” fogalmit mindmaig terhelik.

2.2 (a) Euklidész mindezeket a relacikat és magdt a kiindul6 ekvivalenciat, az egybevagdsagot
is (amelynek éltaldnositasaképpen az Osszes tobbi fogalmilag felépiil), egyarant egyenléség-nek nevezi
ott, ahol egy geometriai szitudciéban megjelennek (de nem kezeli 6ket elkiilonitett s definidlt 6nallé
fogalmakként).

(b) Minden ilyen el6forduldskor (nagyon sok helyen, nem csak az I. konyvben) azutdn az elne-
vezés alapjdn hivatkozik az I. kdnyv elején kozolt axiémdkra, hogy az ezekben kifejezett rényeket —
amelyek logikailag val6jaban kivdnalmak egy egyenldségnek nevezett fogalommal szemben — nagyon
sok helyen bizonyitasi eszkdzként hasznalja. (A kilenc axiéma koziil az els6 nyolcrdl van sz6.)

Axiémdk Euklidész Elemeinek I. konyvében
1. Amik ugyanazzal egyenlok, egymdssal is egyen- | 5. Ugyanannak a kétszeresei egyenlok egymads-

Iok. sal.

2. Ha egyenlokhoz egyenloket adunk hozzd, az dsz- | 6. Ugyanannak a fele részei egyenlok egymds-
szegek egyenlok. sal.

3. Ha egyenlokbdl egyenloket vesziink el, a mara- | 7. Az egymdsra illeszkedok egyenlok egymdssal.
dékok egyenlok.

4. Ha nem egyenldkhoz egyenldket adunk hozzd, az | 8. Az egész nagyobb a résznél.®
dsszegek nem egyenldk.

9. Két egyenes vonal nem fog kozre teriiletet.

> Ezt mér tapasztaltuk az 1. fiizetben a Pitagordsz-tétellel kapcsolatban, specidlis — négyzetek és négyzet-
Osszetételek kozotti — ,.egyenldség”-viszonyok értelmezésénél. Ebben a fiizetben, ahol Euklidész Elemeinek —
kiemelkedden az I. és az V. konyvnek — behatébb vizsgdlatdra tériink éppen ebben a targykorben — latni fogjuk
ezeknek az elképzeléseknek az idomok sokkal szélesebb korében valé felhasznalasat.

% Az olvasdst éppen az teszi nagyon nehézzé, hogy olyan matematikai tartalmakat, amelyeknek megjeleni-
tési eszkozeként a képletnyelvet szoktuk meg, 6hatatlanul hosszadalmas, szovevényes és nehézkes szovegekkel
fejeztek ki.

" Egyes kiaddsokban ez utdn még a kovetkezé is szerepel: Es ha nem egyenl6ktdl egyenldk vétetnek el, a
maradékok nem egyenlok.

(Ez az idézet Brassai Sdmuel erdélyi polihisztor 1865-6s Elemek-kiadasabol vald, amely a legteljesebbek
koz¢é tartozik, minthogy az autentikus [.-XIII. konyveken kiviil a nem-autentikus XIV. és XV. konyvet is tartal-
mazza. Ez a nagyon gondos kiadds — amelyet ma mdr alig ismernek — nagyon nehezen olvashaté (bar ez az idé-
zett mondatbol nem tlinik ki), mert a nyelvezete, amelyet Brassai jéforman a semmibdl teremtett meg (minthogy
a 19. szdzad kozepén magyar matematikai nyelv — eltekintve a legelemibb matematikdtdl — még alig 1étezett),
végiil mégsem valt sztenderddé. (A mai magyar matematikai nyelv a szazadfordul6 koriil alakult ki.)

¥ Bér ebben nem szerepel az ,.egyenlé” sz6, valéjiban az egyenlStlenségrol — tehdt végsé soron itt is az
egyenldségrol — van sz6.
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2.3 (a) Az euklidészi axiomakban megjelend ,.egyenl6ség” tartalmi és logikai kritikdjaként a ko-
vetkezd szakaszokban (2.4-2.12) tobb oldalrdl is igyeksziink megvilagitani az idevdgd matematikai és
matematika-torténeti viszonyokat. Ebben a kritikdban er6sen figyelniink kell arra, hogy — még ha (iga-
zodva Euklidész téma-vélasztdsdhoz) szigorian a sokszogek korében maradunk is — ez az ,,axidéma-
rendszer” az Onkényesség jatékszereként kezeli a ,hozzdadas”, ,.elvétel”, , kétszeres”, ,fele rész” sza-
vakkal fedezhetd miiveleteket.

(b) Euklidész eljarasat kovetve egyenlOségnek nevezhetnénk példaul azt a relacidt a sokszogek
korében, amelynek egy sokszdg-par akkor eleme, ha a két sokszdg belsd szdgeinek Osszege mege-
gyezik.” Ez kétségteleniil reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, vagyis ekvivalencia-rel4cio."

Maérmost a 2.3a dbran két kiilonbozé mddon ,.feleztiik” egy négyzet két egybevagd példanyét.
Ezek a ,felezések” megfelelnek Euklidész — kimondatlan — elképzelésének a felezésrdl (?), ui. mindkét
esetben egybevagd részekre val6 bontasrél van sz6. (Lasd aldbb.) Az egyik négyzet ,fele” azonban
nem ,.egyenl6” a mdsik ,,felével” a fent definialt ,.,egyenldség” értelmében; a 6. axidma nem teljesiil.
Ha azonban az atdarabolhatésaggal értelmezziik az ,.,egyenldséget”, akkor az 4brdn bemutatott geomet-
riai szituicié megfelel a 6. axiémanak (ldsd az abran a szaggatott feloszté vonalakat).

(c) Ha egy haromszog ,.felezését” barmely silyvonal &ltali felbontassal értelmezziik (1. a 2.3b

2.3a abra 2.3b abra

abrét), akkor ez is ,,Euklidész szellemében” torténik, hiszen a keletkezd két rész-hdromszdg — bar nem
okvetleniil egybevdgd — dtdarabolhatdéan egyenld (ami az Elemek-ben elfogadott és rendszeresen hasz-
nalt ,,egyenldség”’-relacid, még ha nincs is 6ndll6 fogalomként bevezetve és elnevezve); az ,.,egyenlo-
séget” az atdarabolhat6sdggal értelmezve a két megjelolt — kiillonbozd ,,felezésekbdl” szarmazo — rész-
haromszog valéban ,.egyenld” (bar azt, hogy egymdsba dtdarabolhatok, nem lehet pusztan rdnézéssel
folismerni).

2.3*% (a) A 2.3(b) alatti ,,egyenl6ség”-reldcional Shatatlanul

Osszelitkozésbe keriilnénk a 8. axiémadval (2.3*a dbra). Bar sem a
,hagyobb” relacid, sem a ,,rész” fogalma nincs definidlva, biztos, Q O
hogy a szerz6 olyasmit gondolt el ,,nagyobb”-nak, ami kizarja az

»egyenloséget”, és olyasmit ,,rész”-nek (a szakaszok korében és az )
idomok korében), amely megfelel a mai ponthalmazelméleti felfo- 2.3*a dbra
gdsnak.

(b) Ezt az ,,egyenldség’-relaciot példaképpen konstrudltuk azoknak a nehézségeknek az egysze-
rlien 4tlathato illusztraldsara, amelyek az Elemek 1.-beli axiomarendszerbdl és annak problematikus
haszndalatdbdl erednek.

Ezek a nehézségek ténylegesen follépnek Euklidésznél, anélkiil, hogy 6 érzékelné Oket. Most

két olyan helyet emlitiink az I. konyvbdl, ahol specidlisan a 8. axidémaval val6 ,,visszaélés” torténik.

? Szigek osszegét nem csak mértékelméletileg lehet értelmezni, hanem egészen természetes médon a
szogek ,,0sszeillesztésével” is (hasonldan, mint a szakaszok ,,0sszegét”).

' Erdekes, hogy Euklidész az ,.egyenléség” reflexivitdsat és szimmetridjat nem koveteli az axiémarend-
szerben, csak a tranzitivitdsat (1. axiéma).
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(c) Az 1. 39 tétel bizonyitdsdban (magardl a tételrdl lasd 2.9) Euklidész arra hivatkozik, hogy a
8. axidma szerint egy haromszog nem lehet egyen-
16 egy valddi rész-haromszoggel (2.3*a dbra), a
pitagordsz-tétel megforditdsdnak bizonyitdsdban y @
(I. 48) pedig arra, hogy egy négyzet nem lehet Ay }X IS
egyenld egy valddi rész-négyzettel (2.3*b dbra).

Vajon mit kell ezeken a helyeken ,,egyenl6- 3%, 4bra 2.3%b 4bra
ség”-en érteni?

Ha pedig egyértelmiien megéallapithat6 lenne pl., hogy Euklidész az atdarabolhatésagra gondolt,
akkor nem kellene-e — persze a szintetikus geometria talajan — ezt a ,,szigord monotonitasi tételt”'" be
is bizonyitani?

2.4 (a) 2.3 és 2.3* alatt csupan érzékeltetni akartuk — kiragadott példakon és ,,példazatokon” — a
2.1 alatti fogalmakkal és a 2.2 alatti axiémakkal kapcsolatos problémékat euklidészi Elemek-ben. Alta-
lanossagban a kovetkezOképpen lehet ezeket rendszerezni.

1. Ha valamely relaciét ,,egyenldségnek™ neveziink, akkor ellenérizni kellene, hogy ez a relacié
teljesiti-e az ,,egyenldség” axiomait.

2. Ha legaldbb két kiilonbozd ,.egyenldség”’-et definidlunk, akkor ellendrizni kellene, hogy bar-
melyik kettd ekvivalens-e (vagyis, hogy — az eltérd fogalmi meghatdrozas ellenére — két sokszdg pon-
tosan akkor ,.egyenld”-e az egyik értelemben, ha a masikban az).

A kovetkez6 két diagramba foglalt dttekintések a 2. kérdéskorre vonatkoznak.

(b) Ezek az implikacidk kozvetleniil adédnak a definiciékbdl:

-

egybevdgs | = | atdarabolhatd ] = | kieg. dtdarabolhats |

U U

kozvetve - kozvetve
L atdarabolhat6 kieg. atdarabolhat6

(c) Ezek viszont kérdésesek maradnak:

f)
[étdarabolhaté ] = [kieg. atdarabolhat6 ]
(1
2 n? 3n?

kozvetve ? kozvetve
atdarabolhat6 (‘Z) kieg.4tdarabolhat6

2.5 (a) Az ,,egyenldség”’-nek nevezett egybevagdsigot €s specidlisan a haromszogek egybevago-
sagat Euklidész bonyolultan, mds — koriilményes — tételekkel keverve és rendszerteleniil (nem egy
helyen Osszegytijtve, hanem a 4., 8. és 26. feladatban) targyalja; a hdromszogek egybeviagdsaganak

' Sztenderd elnevezés hidnydban azért vélasztottuk ezt a kifejezést, mert ez taldn érzékletesen utal a do-
log lényegére. (Valamilyen elnevezésre mindenképpen sziikségiink van, hiszen — ellentétben a egész problema-
tika teljes elhallgatdasaval a gorog matematikdban — éppen az ilyen viszonyoknak a foltarara toreksziink.)
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egyik — taldn a legkényesebb — esetét (két oldal és az egyikkel szemben fekvd szog megegyezése) nem
is emliti. Az Elemek-bdl tehat nem tlinik ki eléggé az egybevagdsag centrilis jellege a geometridban,
mert

1. Nem kezeli 6ndll6 fogalomként (nincs is kiillon neve),

2. Nem elkiilonitve, nem koncentréltan foglalkozik vele.

3. Nem emeli ki a haromszogek egybevagdsigat, és csak hidnyosan targyalja ennek eseteit.

(b) Euklidész az Elemek 1. 6. tételének'” bizonyitasiban azt hasznalja ki, hogy — mai megfogal-
mazdsban — egy hdromszog valédi része egy mdsiknak, akkor a két hdromszdg nem lehet egybevago.

A mai matematikdban Euklidész az Elemek-ben
allitas Egy haromszog nem lehet egybevdgo egy | Egy haromszog nem lehet egyenlé egy
valddi-rész-haromszoggel valddi-rész-haromszoggel

indoklds | Ez geometriai eszkdzokkel bizonyitandé | Csupdn hivatkozds a 8. axiémadra
llitds "

Erdekes, hogy ezt az éllitast nem tekinti egészen evidensnek, hiszen hozzafiiz valami indoklast,
kb. igy: ,,a kisebbik hdromszdg egyenld lenne a nagyobbikkal, de ez lehetetlenség.” Ez az ,,indokl4s”
(nyilvanval6an utalds a 8. axiomara) azonban semmitmondd, hiszen a 8. axiémaval valé kapcsolatot
pusztdn annak a reldcidnak az elnevezése jelenti, amelyet mi egybevagdsagnak hivunk.

2.6 A 2.3 szakaszban széltunk Euklidésznek egy idom ,,felezésér6l” alkotott elképzelésérdl. En-
nek lényege az a nyilvanvaldan az aritmetikdbol importalt képzet, hogy egy dolgot két egyenld részre
osztunk." Ezt persze ma fogalmilag kiilonboz6nek kell tekinteniink, aszerint, hogy az ,.egyenléség”-
nek melyik értelmezEésérdl van sz6 (lasd 2.4).

Az - 1. 34 tétel bizonyitdsdban konkrétan megjelenik ennek a legspecidlisabb formdja, amikor a
felezés” a két egybevagé részre valé felosztast jelenti. A tétel: A pdrhuzamos vonalii idomok" szem-
kizti oldalai és szigei egyenlék egymdssal, és az dtlé felezi Gket.'®

2 Ha egy hdromszig két szoge egyenld, akkor az ezekkel szembeni oldalak is egyenldk. Az indirekt bizo-
nyitasban folhaszndlja az I. 4. tételt, amely szerint — mai megfogalmazasban — két hdromszog egybevdgo, ha két
oldal és a kozbezdrt sz0g megegyeznek. (Val6jdban az 1. 4. tétel az Elemek-ben igy szerepel: Ha két hdromszog-
nek két-két oldala pdronként egyenlo, és egy-egy szoge is egyenlo, az, amelyet az egyenlo oldalak fognak kozre,
akkor az alapok (értsd: a két harmadik oldal) is egyenldk, és a hdaromszogek is egyenlok, és a tobbi sz0g is pd-
ronként egyenlo, amelyekkel szemben az egyenld oldalak fekszenek.)

13 Az 4llitas szintetikus geometriai. A bizonyitasra két lehetéség van. 1. Szintetikus geometriai bizonyitas.
(Ez az igazan stilusos.) Lasd a 2F.1 feladatot! 2. Mértékgeometriai bizonyitds indirekten: az indirekt foltevésbol
(az egybevagdsag foltételezésébol) kovetkezik, hogy a két haromszog szdmszeri teriilete egyenld, ami viszont
ellentmonddsban van a szamszeru teriilet additivitdsaval. (Ez valéjdban olyan keriil6 ut, amelyen Euklidész nem
is jarhatott volna.)

" A goérog geometridban tobb ilyen fogalmi ,.4thozat” van az aritmetikabél. Ez a mai matematikdbol
viszszatekintve azért érdekes, mert 1ényegesen kiilonb6z6 értéktartomanyokrdl van sz6: A geometriai értéktarto-
manyok ,.folytonosak™, az aritmetikaiak (itt a természetes szaimok aritmetikdjardl van sz9) ,,diszkrétek”, sét amig
a gorog felfogdsud aritmetikdban csak korlatozottan lehet felezni, példdul a paralelogrammaék korében korldtlanul
— és nem is egyféleképpen — 1étezik a ,.felezés”.

15 Gorogiil parallélogrammon. (Euklidész definicié nélkiil hasznalja ezt a sz6t, I. 34-ben el8szor.)

' Brassai Samuel Elemek-forditasiban (lasd a 2.2-hez fiizott egyik ldbjegyzetet) a tétel szovege ez: Az
egykozvonalii iireknek dtelleni oldalai s szegletei egymdssal egyenlok, s az dtméro amazokat ketté vdgja. (Feltii-
nd ebben, hogy a pontosabb értelmii — mert legalabb hallgat6lagosan valamilyen egyenldség-reldcidra utald —
felezés” sz6 helyett a lazabb jelentésii ,ketté vagas” kifejezést hasznalja.)
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2.7 (a) Az egybevagésagnal komplexebb, de abbdl épiild ekvivalencia-relaciok az I. konyv 35.
tételének bizonyitdsdban bukkannak fol eldszor. A tétel: ,,Az ugyan-

azon az alapon és ugyanazon pdrhuzamosok kozott fekvé paralelo- 4 D L r
grammdk egyenlok egymdssal’. A 2.7a dbran a két paralelogramma:
ABCD és EBCF. G

(b) Euklidész bizonyitasanak Iépései:

(by) ,,EAB és FDC egyenl§” 17, B C

(by) ,,ABGD egyenlé EGCF-fel” (a 3. axiéma alapjan);

(bs) ,ABCD egyenl6é EBCF-fel” (a 2. axidma alapjan).

(c) Az axiomatikus médszer szempontjabdl az ilyen bizonyitds eléfeltétele lenne, hogy

* definidljuk — és megkiilonboztetd elnevezésekkel elkiilonitsiik egymastdl — a sziikséges egyen-
16ség-relacidkat, azutan pedig

* ellendrizziik, hogy mindezek ,,megérdemlik” az egységes ,.egyenldség”’-mindsitést, vagyis
hogy eleget tesznek az ,,egyenldség” axiémadinak.

Ezek az Elemek-ben teljesen hidnyoznak.

(d) Ilyen, logikailag korrekt felépitésben ez lehetett volna a tétel megfogalmazésa:

Az ugyanazon az alapon és ugyanazon pdrhuzamosok kozott fekvé paralelogrammdk kiegészi-
téssel dtdarabolhatoan egyenlok.

A bizonyitasnak pedig ez lehetett volna a vaza:

2.7a abra

e e - ABCD = ABGD ® BCG

- . z Ze 2 z
-~ Ha kiegészitéssel dtdara- ~~ /_ | |

// ” bolhatékhoz egybevagokat (vagy akar “\

{  csak egymdsba dtdarabolhatokat) ve- ) kieg. étdf" egybevagé
N sziink hozz4, kiegészitéssel dtdarabol-_ /\ rabollhato |
~ 7z
~< hatdékat kapunk. -
20T - EBCF = EGCF ®  BCG
2.7b dbra

Az ovilis keretben 1évé végsO érvet (amely alkalmas éltaldnos bizonyitdsi eszk6z bizonyos
helyzetekben) Euklidész sem itt, sem mdsutt nem fogalmazza meg, de ez — a megfeleld miiszavak hi-
dnyaban — nagyon nehéz is lett volna.

2.7* (a) Ennek a tételnek — amely az iskolai matematikanak is nélkiilozhetetlen része — azonban
feltlinen és foloslegesen bonyolult az imént bemutatott mindkét bizonyitdsa. A két paralelogramma
ui. szinte trividlisan kiegészitéssel atdarabolhatéan egyenld, minthogy az egyikhez a DCF haromszo-
get, a masikhoz az azzal egybevidgd ABE haromszoget hozzavéve, ugyanahhoz az ABCF idomhoz ju-
tunk (2.7a abra).

'7 Val6jdban egybevagd, de Euklidész az egybevagdsagot nem kezeli 6ndllé fogalomként, nem is ad neki
nevet, hanem egy kalap ald veszi tobb mas — szintén definidlatlan — ,,egyenldség”-relaciéval.
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(b) Még egyszeriibb a tétel allitasat ABCD -
nek és EBCF-nek a 2.7*a és 2.7*b dbrdkon bemu-
tatott specidlis helyzeteiben igazolni. Itt ui. a két
paralelogramma szemmel ldthatéan kiegészitéssel
atdarabolhatd, s6t egyszertien atdarabolhaté is egy-

madsba. B C B C
Euklidész ezekre a specidlis esetekre nem tér 2 THa dbra 5 7#b dbra

ki.

(c) Ugyszintén nem sz6l Euklidész arrél a nagyon is érdekes kérdésrél, amely benniink (a) és
(b) osszevetésekor természetesen folmeriil. A (b) alatti esetekben a 2.1 alatti (1) és (2) relacidk minde-
gyike fonnall, a 2.7a dbra esetében'® viszont csak (2) fonnélldsat — a két paralelogramma kiegészitve-
atdarabolhatéan egyenld voltat — sikeriilt igazolni; az egyaltalan nem latszik, hogy abban a helyzetben
a két paralelogramma egymdasba atdarabolhaté-e.

Ez azért izgalmas probléma, mert egy sokkal dltaldanosabb kérdésnek egy specializdcidjara vo-
natkozik (amikor is az 6sszehasonlitand6 sokszogek egyenld alapd és egyenld magassiagu paralelo-
grammak): A 2.4(c) alatti diagramnak az (1) kérdésérdl van sz6, hogy két, kiegészitéssel atdarabolha-
téan egyenld sokszog mindig dtdarabolhatéan egyenlé-e, vagyis hogy a 2.1 alatti (1) és (2) relacidk
ekvivalensek-e?"”

A gorog matematikaban sem a specidlis sem az édltalanos kérdés nem meriilhetett f6l, hiszen az
ekvivalencia problémadjat ,,egyszerien” eldontotték a két kiilonbozo reldcié azonos elnevezésével!

(d) A 2.7e,f 4brak az itteni specidlis kérdésnek két kiilonb6zd — pozitiv — megolddsit mutatjak.

A 2.7f abra egy mindig lehetséges kozvetlen atdarabolds mddszerét mutatja, a 2.7e dbra pedig

TN 8\,
7

U Vv

2.7e abra

azt, hogy miként lehet a problémét viszavezetni a 2.7c dbra
egyszerii esetére, de azon az 4ron, hogy a két eredeti para-
lelogrammanak csak a (tobbszordsen) kozvetett egymdsba
atdarabolhatésdgat kapjuk ezen a médon. Ez ismét vissza-
vezet benniinket a 2.4(c) alatti diagramhoz, mégpedig an- 2 7f 4bra
nak a (2) kérdéséhez, hogy ti. a kdzvetett atdarabolhatésag

dltaldnosan implikalja-e az 4dtdarabolhatdsagot (vagyis, hogy ekvivalens-e vele).

(e) A (d) alatti két médszer nagyon kiilonbodzd, de van egy rejtett k6zos résziik: Mindketto folté-
telezi az arkhimédészi axiomdt, ui. csak akkor miikodnek, ha garantdlva van, hogy az UV szakasznak
van olyan (egészszdmu) tobbszorose, amely nagyobb az ST szakasznal. Ez Euklidésznél nem axioma-
ként, hanem 4ltalidban magatdl értéd6 tényként szerepel. ™

'8 Ez az Elemek eredeti dbraja (1.35), tehat Euklidész valéban erre a geometriai szitudciéra gondolt.

19 Aldbb a 2.10(b), 2.k szakaszokban egy mdasik — szintén nagyon fontos — geometriai szitudciot fogunk
latni, amelyben a kiegészitve-atdarabolhatdsag ,,szemmel lathat6”, és az atdarabolhat6sag is fenndll, de egyélta-
lan nem ,,szemmel lathat6™.

2 A V. kényv 4. definicidja igy hangzik: , Mennyiségek egyméshoz viszonyitott ardnyardl akkor beszé-
liink, ha az egyik tobbszordse meghaladja a mésikat.” (Ertsd: Mennyiségek aranydnak csak akkor lehet értelme,
ha ,,egynemiiek”, és ennek kritériuma éppen az, amit az ,,arkhimédészi axiéma” kifejez.)
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(f) Mindenesetre igaz, hogy a mai ,,euklidészi geometridban” — amely nem csak ,,euklidészi”,
hanem ,,arkhimédészi” is (hiszen az axiémarendszerében ott van az arkhimédészi axiéma) — az ugyan-
azon az alapon és ugyanazon pdrhuzamosok kozott fekvo paralelogrammdk egymdsba dtdarabolhatok.

(g) Végiil megjegyezziik, hogy ez a tétel — amelynek mindkét itt bemutatott bizonyitdsa csak a
gorog geometridban jol ismert eszkdzoket hasznalja — nem szerepel az Elemek-ben. Az 1. 35 tétel — a-
mint a bizonyitdsabdl kideriil — nem az dtdarabolhat6sdgrol, hanem a kiegészitéssel-atdarabolhatdsag-
ol szél. A tétel szovegébdl azonban — az ,.egyenld” sz6 elmosddott haszndlata miatt — ez nem tiinik ki;
aki tehdt csak a tételt olvassa, konnyen félreértelmezheti azt.”'

2.8 (a) Az Elemek 1. 37 tétele igy szdl: ,,Az ugyanazon az alapon és ugyanazon pdrhuzamosok
kozott fekvo hdromszogek egyenlok egymdssal”. (V.0. az 1. 35 tétel szovegével, a 2.7(a) szakaszban.)

A bizonyitas az 1. 35 tétel és a 6. axidéma 6sszekapcsolasabdl all.

(b) Ez a tétel a bizonyitdssal egyiitt beszédes példdja az Elemek bizonyos részein végighizddd
egyfajta logikai ziirzavarnak. A két 6sszehasonlitandd hdromszdg nem ,,ugyanaz”. De még ha dgy is
sz6lna az axiéma, hogy ,.,egyenlok fele részei egyenlok”, akkor sem lehet tudni, hogy a fele részek mi-
lyen értelemben ,,egyenlok”, ha az egészek ,.,egyenlok”? Abbol, hogy a két paralelogramma (2.8a dbra)
kiegészitéssel dtdarabolhatd, kovetkezik-e ugyanez a kapcsolat a (valamilyen értelemben vett) feleré-
szek kozott is? Az analdg kérdést persze az dtdarabolhatésdgra vonatkoztatva is fol lehetne — és kelle-
ne — vetni.

Mindenesetre ennek az dbrdnak a konstelldcidja nem latszik alkalmasnak a tétel bizonyitdsara.

5:/ | ,«M
=
2.8a abra 2.8b abra

(c) A 2.8b 4bra azonban valédi lehetéséget mutat (a gorog matematika szellemében) az 1. 37
tétel bizonyitdsara. Az egyformdn vonalkdzott részek dthelyezésével ismét 1. 35-re redukalddik a tétel
(ezuttal nem kell hivatkozni a 6. axiémara). Minthogy a 2.8c abra diagramjaban ,,atdarab. egyenld”
helyett mindkét helyen , kieg. dtdarab. egyenl6”-t is irhatunk (hiszen az utébbi gyengébb az el6bbinél,

1. hdrom- dtdarab. 1. paralelo- kieg. dtdarab. 2. paralelo- dtdarab. 2. harom-
sz0g egyenld gramma egyenld gramma egyenld Sz0g
| ) |
2.8c dbra

1. 2.4), azért csak a kiegészitéssel-dtdarabolhatésdg tranzitivitasdra van sziikség™, hogy leolvassuk az
I. 37 tétel érvényességét a kiegészitve-atdarabolhatésdg értelmében (és fiiggetleniil az archimédészi
axiomatol).

Késdbbi fiizetekben fogunk foglalkozni az arkhimédészi axidma jelentdségével a szintetikus geometria-
ban és abban, hogy a szintetikus geometridt mértékgeometridva lehessen fejleszteni.

! Bz pedig ,,végzetessé” valhat példaul akkor, amikor a tételre egy masik tétel bizonyitdsdban hivatko-
zunk, bizonyitasi eszkozként. Ez a logikai hiba gyakori az Elemek-ben.

** A kiegészitve-atdarabolhatsag valéban tranzitiv. (F.18 feladat.)
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Itt egyébként egy ,.furcsa tranzitivitdsi helyzettel” taldlkozunk. Nem tehetjilk meg ugyanis, hogy
a diagram kozepén — vagyis mindhdrom helyen — ,,atdarab. egyenld”-t frunk, ti. azért, hogy az atdara-
bolhatésag tranzitivitdsa felhaszndldsdval bizonyitsuk az I. 37 tétel érvényességét az dtdarabolhatdsdg
értelmében is. Igaz ugyan, hogy ez a tranzitivitas konnyen beldthaté™, de a (gyengébb) kiegészitéssel-
atdarabolhatdsag ekvivalencidja az (er6sebb) atdarabolhatésdggal silyos kérdés, legalabb is a szinteti-
kus geometriaban®*.

(d) Mindebbdl kitlinik (sok mds hasonlé szitudcié mellett), hogy mennyire sziikséges tisztazni
az atdarabolhat6sdg €s a kieg. dtdarabolhatésig logikai kapcsolatét a szintetikus geometridn beliil (1asd
2.4). Ez azonban a gorog matematika ezer éve alatt nem tortént meg.

(e) Megjegyzendd még, hogy a diagramndl emlitett egyik nehézség nem 1ép fel akkor, ha a két
haromszog a 2.8d dbra szerint helyezkedik el egymdshoz és a ko-

zépvonalhoz képest, ellentétben a 2.8b dbraval. Ekkor ui. a 2.8c éﬂ:ﬂﬂ

dbra diagramjanak kozépso részében ,kieg. dtdarab.” helyett is ? U[Lrp'
»atdarab.”-t frhatunk minden tovabbi nélkiil, és igy csak az atda-

rabolhatésagra vonatkozo ,,sima” tranzitivitasra kell hivatkozni 2 .8d 4bra

2

(a ,furcsa”, vegyes ,tranzitivitds” helyett).

2.9 ,Ugyanarra az alapra, ugyanarra az oldaldra helyezett egyenlé hdromszogek ugyanazon
pdrhuzamosok kozott vannak.” Ez az 1. 39 tétel az Elemek-ben.

A 2.9a dbran a két haromszog ABC és DBC. A bizonyitds indirekten 4 D
torténik. Ha ADH BC, akkor legyen AE |l BC ; ekkor ABC egyenlé EBC-vel

(1. 37), tehdt DBC is ,,egyenld” EBC-vel (1. axiéma, 14sd 2.2) DBC ,egyen-
16” EBC-vel, ,,a nagyobb a kisebbel’; ez viszont nem lehetséges (8. axidma),

tehat AEWBC »

Euklidész itt tehét felhaszndlja, hogy egy sokszdg nem lehet egy valédi-
rész-sokszoggel ,.egyenld” . De milyen értelemben ,,egyenld”? Ha pl. valaki ,.egyenléség”-nek nevez
barmely relacidt — akar ekvivalencia-relaciét —, arra is érvényes ez? (V. 6. 2.3*.)

2.9a abra

2.10 (a) Euklidész az Elemek 1. 43. tételében expondlja a kdvetkezd tételt, amely az egész gorog
matematikaban bizonyos centralis szerepet jatszik. A tétel szovegét — a maitdl erésen eltérd ill. hia-
nyos — terminolégia miatt — nehéz megérteni az elterjedt Elemek-kiaddsokbdl, pedig voltaképpen na-
gyon egyszerli geometriai szitudciordl van sz4. Ezért mai nyelven mutatjuk be a tételt.

B 14sd a 2F.18 feladatot; v.0. a 3F.4, 3F.13(b) feladatokkal is! — A mértékgeometridban persze, a Bolyai-
Gerwien-tétel folhaszndlasdval, mas — nem konstruktiv — bizonyitdsa is lehetséges az dtdarabolhatdsag tranzitivi-
tasdnak (lasd a 3F.13(a) feladatot)!

* A mértékgeometria fogalmilag erds eszkozeivel persze nagyon konnyen bizonyithat6 ez az ekvivalen-
cia.

» Euklidész itt még megjegyzi, hogy egyetlen mésik egyenes sem parhuzamos BC-vel, csak AD. (Ebben
hallgatélagosan felhaszndlja azt, hogy egyaltalan létezik pl. az A ponton at a BC-vel parhuzamos egyenes. Ezt az
I. 31 tételben mondja ki, amely tulajdonképpen — mint sok més ,tétel” az Elemek-ben — szerkesztési feladat
megoldasa (hivatkozva a hires 5. posztuldtumra, amit ,,parhuzamossagi axiémanak™ is szokds nevezni).
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nak fogjuk nevezni. Ennek lényege: Egy ABCD paralelogramma va- A %
lamely atl6ja, példaul az AC egy belsd K pontjan at parhuzamosokat /1%///////
hizunk az oldalakkal: EF és GH. AEKH-t és KGCF-t az dtlo koriili N F
paralelogrammdknak, EBGK-t és HKFD-t kiegészité paralelogram-
mdknak nevezziik. Ebben a vonatkozdsban AC a gnomoén-abra fodt-
loja, BD, GF és EH pedig a gnomén-abra mellékdtloi. B

A ,,gnomén-dbra” ugyan nem sztenderd miisz6, de a gnomdn 2.10a dbra
g6rog széra utal’®; ez a neve — talan a pitagoreusok Gta — a két kie-
gészitd paralelogrammabdl és az egyik atld koriili paralelogrammdébdl Gszetett, az dbrdn satirozott —
idomnak. (Egy gnomén-abrdban tehat két gnomoén van.)

(Az 1. fiizet 1.9 szakaszdban emlitettiilk a gnomoénnak egy valamennyire dltalanosabb értelmezé-
sét is a gorog matematikdban.)

(b) A tétel marmost igy fogalmazhaté: Minden gnomon-dbrdban a kiegészité paralelogrammdk
egymdsba kiegészitve-dtdarabolhatok.”’

A 2.10a dbran ez szinte ,,szemmel l4that6”: az abran a sraffozott kiegészitd paralelogrammakat
az egybevdgd AEK ill. KGC, AKH ill. KCE hiaromszogekkel kiegészitve az egybeviagd ABC ill. ACD
haromszoget kapjuk.

2.11 A gnomon-abrak szolgaltatjak szamunkra a masodik olyan probléma-helyzetet, ahol érzék-
letesen jelenik meg a 2.4(b) alatti (1) kérdés: Vajon minden olyan esetben, ahol két sokszog kiegészit-
ve-dtdarabolhatéan egyenld, fenndll-e kozottiik az atdarabolhatésdg is? Az elso ilyen helyzettel 2.7(c)
alatt taldlkoztunk az ugyanazon az alapon €s ugyanazon parhuzamosok kozott fekvd paralelogrammak
egyenloségével” kapcsolatban.

Az itteni kérdés tehit ez: Vajon minden gnomon-dbrdaban dtdarabolhaté egymdsba a két kiegé-
szito paralelogramma?

Az ottani problémahelyzet mégis egyszertibb volt, mint az itteni, mert 1. a 2.7e abran egy mar
megoldott specidlis esetre vald visszavezetéssel (és annak megeldlegezésével, hogy az dtdarabolhat6-
sdg tranzitiv relacid), s6t 2. a 2.7f dbrdn minden tovéabbi ismeret felhasznaldsa nélkiil, pusztdn a harom-
szogek egybevagdsiganak alkalmazasaval sikeriilt egy kozvetlen atdarabolast is 1étrehozni.

A gnomo6n-abrak kiegészitd paralelogrammai k6zott azonban eléggé reménytelennek ldzszik egy
kozvetlen atdaraboldst megtaldlni. Kozvetett dtdaraboldshoz is djabb eszkdzok kellenek. A végered-
ményt megeldlegezve mar itt elaruljuk, hogy a problémanak pozitiv megoldasa van. Ennek a ,,szellemi

% Az Elemek 11. konyvében a 2. definicié igy sz6l: Nevezziik gnéménnak minden paralelogrammaban az
atl6 koriili barmelyik paralelogrammat a két parapléromaval egyiitt. ( A ,,parapléromak™ a kiegészit0 paralelo-
grammak.) A klasszikus gorog tudomanyos nyelvben ennek a szénak a napdraval, csillagdszati mérésekkel kap-
csolatos jelentése is volt. (Az asztronémia fontos inditékokat szolgdltatott a matematika fejlédéséhez.)

7 Erdekes egybevetni a tétel szovegét az altalunk tekintetbe vett harom magyar kiaddsban.

Brassai: Minden egykozényben az dtmérd koriili egykozények potlékai egyenlok.

Baumgartner: Minden parallelogrammban a parallelogrammok kiegészitoi az dtlo koriil egyenlok egy-
madssal.

Mayer-Szab6: Minden paralelogrammdban az dtlo koriili paralelogrammdk parapléromdi egyenldk egy-
madssal.

Magyarazatok. ,.egykozény” = paralelogramma; ,.egyenld” = kiegészitéssel dtdarabolhatd; a ,,parapléro-
ma” gorodg sz6 ,,toltelék-et jelent.
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kalandnak™ a rovid leirdsat most beiktatjuk (2.12-ben). A probléma teljes megolddsa majd 2C-ben ko-
vetkezik, az Eudoxosz-féle aranyelmélet (2B) felhaszndldsaval.

2.12 (a) A 2.12a 4bran a mellékatlok parhuzamosnak latszanak.”® Vajon valéban parhuzamosak-
e és torvényszerli-e ez?
(b) Ennek a kérdésnek nagy a jelentdsége a 2.11 alatti probléma szempontjabdl. Ha ui. igaznak

bizonyul ez a foltevés, akkor pozitiv a vdlasz a 2.11 alatti kérdésre is!
H

[T

D

2.12a ébra
Akkor ui. a 2.1 alatti jelolésekkel, a 2.7(f) tétel szerint

v \ v kv
EBGK = LBGF =MGFD=HKFD , tehat EBGK = HKFD

(2.8c abra), és igy — az atdarabolhatdsag tranzitivitasa folytan — valéban

v
EBGK = HKFD .

(c) A mellékatlok parhuzamossdganak a kérdésében vilagosan tiikr6zodik egy alapvetd eltérés a
gorog és a mai matematika kozott, amelynek a tudatositdsa 1ényegesen hozzdjarulhat az el6bbi megér-
téséhez.

Ez a kérdés ui. nem is kérdés akkor, ha félhasznaljuk a parhu- A D

AN/
F
-~
~

huzamos szeldk tételét és annak megforditasat. A 2.12b dbran az _

ABC, KGC ill. az ACD, KCF haromszogek hasonlésdgdbdl >
IBCl:IGCI=IACI:|KCI ill. IACI:IKCI=IDCI:|FC!| -] _ <
adédik; végiil is - -

IBCI:IGCI=IDCI:IFCI, B G C
amibdl valéban BD || GF kovetkezik. 2.12b ébra

(d) Itt azonban a mértékgeometridban mozogtunk; szdmszerti (raciondlis vagy irraciondlis) sza-
kasz-ardnyokat hasznéltunk. A gorog matematika szempontjabdl tehat az az igazi kérdés, hogy lehet-
séges-e a szintetikus geometridban is olyan hasonlésag-elmélet (ardnyelmélet), amely a val6s szam fo-
galma nélkiil lényegében ugyanazt nydjtja, mint a mértékgeometria hasonlésidg-elmélete (aranyelméle-
te). A gbrog matematikanak ezt a teljesitményét fogjuk a most kovetkez6kben megismerni.

2B. Az eudoxoszi aranyelmélet és alkalmazasai.

2.13 Az eudoxoszi ardnyelmélet kiindulépontja a kovetkezé fogalomalkotds.
(@) Az a,b,a’,b’ szakaszokbdl alkotott (a,b), (a’,b") szakaszpéarok egyenld ardnyiiak, képlet-

ben hagyomdnyosan kifejezve
(K) a:b=a":b",

** Erdemes néhany kiilonb6z6 megrajzolt gnomén-abran megfigyelni ezt a meggy6zden szem-
betiing sajatossagot.
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< <

ha barmely p, g természetes-szdm-parra p-a[z}q-b: p-a'{zjcpb'. (Szavakban: az a’, b’ sza-
> >

kaszok kozétt ugyanaz a kisebb-nagyobb-egyenld viszony van, mint az a, b szakaszok kozott.)

(b) Ennek vildgos megértéséhez harom tényt kell kiillondsen tudatositanunk.

1. Ez a fogalom tisztdn szintetikus geometriai; a valés szdmtestnek semmi szerepe sincs. A (K)
képlet is félrevezetd, ui. az itteni ,,:” jelnek fogalmilag nincs kdze az aritmetikai osztds-jelhez; az ,,="
jel sem két dolog egyenldségét jelenti. (Lasd ehhez a 3. megjegyzést is.) Mégis hasznaljuk ezt a kép-
letet, mert ezzel a matematikatorténeti irodalomnak egy er6s hagyomdnyat kovetjiik.”

2. A fogalom alkalmazdsat semmiféle 6sszemérhetdségi feltétel nem korlatozza.

3. Ez az ardny-egyenléségi fogalom nem valamiféle aranyok kozotti egyenldséget jelent!™ Kér
szakasz ardnydt ui. ez az elmélet nem definidlja; ezt valdjaban csak a — egzakt formaban csak sokkal
késébb kifejlodo — valds-szam-fogalom és a mértékgeometria teszi majd lehet6vé.

(c) A gorog matematika eme kimagaslo, rendkiviil termékeny és a sajit kordn messze tilmutatd
teljesitménye a matematikai absztrakcio zsenidlis példaja: Az 6sszemérhetetlenség folfedezése okozta
sulyos megrendiilés azt sugallta, hogy lehetetlen ardnyelméletet épiteni, minthogy maga az ardny (két
szakasz kozott) az akkor ismert szdim-tartomanyban nem definidlhaté. Ezutdn képesek voltak lemon-
dani a szamszer{i ardny fogalmardl (s6t arrdl is, hogy egyéltaldn valamilyen médon definialjak a sza-
kasz-ardnyt), €s — elvontabb formdban — mégis lehet6vé tenni egy ardnyelméletet, amely tokéletesen
illeszkedett a geometria elméleti és tapasztalati vilagaba.

2.14 (a) Igen fontos, karakterisztikus és az alkalmazdsok szempontjabol kikeriilhetetlen is, hogy
ezt az ardnyegyenlOség-fogalmat nem csak szakaszokra, hanem mads ,.értéktartomanyokra” is atvitték,
pl. sokszogekre. (Erre egy példat idéziink majd fol 2.17 alatt.) Ezzel kapcsolatban két negativumot kell
megemliteniink.

(b) Az egyik a magyar matematikai miinyelvnek az a sajatossdga, hogy hidnyzik beldle az ,.ér-
téktartomdny” (ezt a sz6t csak kényszerliségbdl hasznéltuk) sztenderd elnevezése. Nem a ,tartomény”,
hanem az ,,érték” a problematikus. A gorogok gondosan megkiilonboztették a szdmok, a szakaszok, a
Hteriiletek”, a ,térfogatok™ tartomdanyat; itt mindségileg kiilonboz6 ,.értékek”-rél van sz6 az 6 felfoga-
sukban. Més nyelveken konnyebb errdl beszélni: az ,,azonos tipusu érték™ angolul quantity of the same
art, németiil Grofe von derselben Art, francidul grandeur de méme espéce™ , oroszul Benmanna oxuHa-
KOBOTO pojia. A magyar mennyiség sz0 kevéssé alkalmas, mert a mértékgeometridn nevel6dott mai ma-
tematikai érzékiinknek egyoldaldan a szdmszerliséget sugallja. Valoban, a mai matematikai nyelvben a
szdm, a teriilet és a térfogat nem kiilon értéktartomany, hanem egyértelmiien és egységesen valds szam,
és a mennyiség sz6t leginkabb ebben az értelmezésben hasznaljuk.*

Ez a magyar szaknyelvi nehézség egyrészt eléggé silyos akaddlya nem csak a matematika tor-
ténete, hanem az iskolai matematika megértésének, masrészt azért is érdekes szimunkra, mert egy na-

¥ Nem kovetjiik azonban azt a kifejezetten kdros hagyomanyt, hogy sokszor alapos elemzés és magyara-
zat nélkiil hasznaljak ebben a kontextusban a (K) kifejezést.

30 Bzt azért is fontos hangsilyozni, mert nyelvileg nagyon nehéz lenne a két dolgot vildgosan elkiilniteni.

3! Angolul és francidul a magnitude sz6 is alkalmas.

32 Nagyon érdekes, hogy Brassai Samuel az 1865-6s Elemek-forditasban a mekkorasdg sz6t haszndlja. Ezt
az archaikus hangzdsa miatt bizonydra nehéz lenne ma meghonositani, pedig kitlind széalkotds, mert egyarant
alkalmazhaté a felsorolt kiilonboz6 értéktartomanyok mindegyikében, anélkiil, hogy mindenképpen a szamszer-
séget sugallnd. (A Mayer—Szabo-féle forditds a szamszertiséget felidéz6 mennyiség széval él.)
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gyon mélyrehaté eltérést tikkroz a gorog matematika (és mds korszakok és kultirdk matematikdja) és a
mai matematika kozott.

(c) Egy masfajta, nem nyelvi, hanem fogalmi hidnyossag a gorég matematikdban azzal kapcso-
latos, hogy nem vették figyelembe bizonyos kiilonb6z¢ értéktartomanyoknak, mint pl. a szakaszoké-
nak és az idomokénak, az alapvetden kiilonbozo természetét. Az elobbiben ui. egyértelmii elemi jelen-
tése van a ,.kétszeres”, ,,haromszoros”, ,.fele akkora”, ,tizedrész akkora” szavaknak, mig az utébbiban
olyan gazdag sokféleség uralkodik ebben a tekintetben, amelynek legaldbb egy részére e fiizetek tar-
talmaval is igyeksziink rdirdnyftani a figyelmet. A szintetikus geometridban egy idom ,.fele” vagy ,,ha-
romszorosa”’gazdag, sokrétli fogalomvilagot takar, amelyben nagyon sok — a gérdg matematikédban,
sOt még azutdn is két évezreden 4t megoldatlan — ekvivalencia-probléma 1ép fel. Ez a fogalmi bizony-
talansdg terheli az idevdgé tételeket és bizonyitdsokat. (Legkozelebb 2.17-ben taldlkozunk majd ez-
zel.)

2.15 (a) A ,szakaszardny-egyenlOségnek” van egy elemi, szintetikus-geometriai fokozata: Két
dszszemérhetd szakaszpart, (a;b)-t és (a’;b’)-t (a Osszemérhetd b-vel, a’ Osszemérhetd b"-vel)
egvenld ardnyinak mondhatunk, ha van olyan kozds (m,n) (m,ne N) szampar, hogy

m-a=n-b és m-a’=n-b".

Ez azonban val6ban csak az 6sszemérhetd szakaszparok korében értelmezhet6 relacié. Nyilvan-
vald, hogy tetszdleges szakaszparok korében értelmezett barmiféle ,,szakaszarany-egyenldség-relacio-
nak” csak akkor lehet 1étjogosultsdga, ha ennek az elemi reldcidnak kiterjesztése, vagyis ha az dssze-
mérhetd szakaszparok korében ekvivalens vele.

(b) Bizonyitsuk ezt a kapcsolatot az ,.elemi” és az ,,eudoxoszi” szakaszarany-egyenlOség kozott
az egyik irdnyban:

(*)  Ha a és b szakaszok, m és n természetes szdmok és (1) m-a=n-b, (2) m-a’=n-b", akkor
<

<
3) p-a[=]q'b:>p'a'{=Jq-b’ (p.qeN).
>

>

A bizonyitdsban felhaszndljuk a kovetkezd elemi tényt:

<
(**) Tetszoleges c szakaszra és r,s€ N szdmokra r- c{:js cs r[
>

VI A

js |
A bizonyitds minden 1épésében jelezziik, hogy mire hivatkozunk:

< < ’ < ’ ’ ’ < ’
pn-b=pm-a|=|qm-b, p-n|=|q-m, pn-a|=|\gm-a =qn-b’, p-a|=|q-b.
> > > >

(1)  (3)eldtagja (*) (*) (2) (*)
A (*) kapcsolat megforditdsdnak a bizonyitdsat az Olvaséra bizzuk (1. a 2F.10. feladatot).

2.16 (a) Az Elemek V. konyve — mint a 8., 9., 12., 13. konyv kivételével az 6sszes tobbi — defi-
niciokkal kezdddik; ezek kozott az 6todik az az alapvetd, az egész ardnyelméletet megalapozé defini-
cid, amelyet 2.13(a) alatt idéztiink.

(b) Ezutan a konyv huszonot tételt mond ki és bizonyit ardnyok kozotti kapcsolatokrél. Kiraga-
dott példaképpen kozliink ezek koziil kettdt, mégpedig az azonnali érthetdség és attekinthetdség érde-
kében olyan mai, kdzismert szimbolikdval, amely tulajdonképpen félrevezetd (mert a betiik helyébe
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onkénteleniil szamokat, az ,,:” jelek mogé pedig szamtani osztsokat képzeliink).”> Nem kell azonban
félreértéstol tartanunk, ha nem minden magyarazat nélkiil tessziik ezt, hanem beszéliink rdla.
V.11.Haa:b=c:d ésc:d=e: f,akkora:b=e: f .
(A tétel konnyli, de nem olyan bandlis, mint amilyennek akkor latszik, ha a mondott médon fél-

reértelmezziik a hasznalt szimbolumokat.)
V.22.Haa:b=d:e és b:c=e: f, akkor a:c=d:f.34

2.17 (a) Ismerkedjiink az eudoxoszi mddszerrel elészor az Elemek egy alapvetden fontos tételé-
vel kapcsolatban (VIL.1):

Az ugyanazon magassdgu hdromszogek és paralelogrammdk tigy ardnylanak egymdshoz, mint
az alapjaik.

Az egyszerliség és a modszer vildgosabb kimutatdsa érdekében itt csak a hdromszdgekre vonat-
koz6 éllitassal foglalkozunk.

(b) El6észor specidlis koriilmények kozott tekintjiik a
problémat.

Legyen ABC és ADE akét 6sszehasonlitandé hdrom-
romszog (2.17a dbra), és legyen a BC, DE alapok viszonya
raciondlis, vagyis van k6zos mértékiik, amely egész-szdm-
szor, mondjuk p-szer van meg BC-ben és g-szor DE-ben.
Ekkor ABC ill. ADE felbonthatd p ill. ¢ szdmu hdromszogre, és ezek a részhdromszogek mindannyian
wegyenlok™ az Elemek 1. 37 tétele szerint (1. 2.8). Az ABC hidromszog tehat valdban ,,igy ardnylik” az
ADE hiromszdghoz, mint p a g-hoz.

Ekkor ABC ill. ADE felbonthat6 p ill. g szdmud haromszdgre, és ezek a részharomszogek mind-
annyian ,.egyenlok” az Elemek 1. 37 tétele szerint (I. 2.8). Az ABC hiaromszdg tehdt valdban ,,ugy
ardnylik” az ADE haromszoghoz, mint p a g-hoz.

Ennek a felismerésnek korldtozott az érvényességi kore. A megismerés-fejlodés folyamataban
azonban kétségteleniil ez a ,,nulladik” fokozat, és torténetileg is ez a problémakoér kiindulépontja, hi-
szen a pitagoreusok, mieldtt folfedezték az irracionalitds 1étezését a szakaszok korében, nem tudtdk
elképzelni, hogy 1étezik két szakasz, amely nem Gsszemérhetd.”

(c) A problémét a maga altaldnossdgaban, vagyis a korlatoz6 dsszemérhetdségi foltevés nélkiil,
Euklidész az Elemek idézett VI. 1. tételével oldja meg.

A bizonyit4st Euklidész nyomdn, de harom valtoztatdssal ismertetjiik. 1. Itt is csak a hdromszo-
gekre vonatkozé allitast bizonyitjuk.’® 2. A hosszadalmas és pleonasztikus szoveget a mai stilusban

2.17a abra

¥ Ha ezt a szimbélumrendszert mellézni akarnank, akkor vagy hosszadalmas szovegeket kellene frnunk
(ezt tette Euklidész), vagy egy kiilon szimbélumrendszert kellene 1étrehoznunk. (A Baumgartner-féle Elemek-
kiadas tartalomjegyzéke ezen ,félrevezetd” moédon kozli az egyes tételek tartalmat, ami jelentdsen konnyiti a
konyv hasznalatat. Mds kiaddsok a kommentdrokban haszndljdk ezt a ,,félrevezetd” szimbolikat.)

3* Bz mar bonyolultabb tétel, de a ,félreértett” tétel ismét banalitds lenne, ui. a feltételekbdl az kovetke-

b d
zik, hogy a2_4¢ . Az euklidészi tétel azonban fogalmilag mas tartalmu!
c e

5 Ezt persze csak a mai matematikabdl visszatekintve fogalmazhatjuk igy. A pitagoreusok szdmdra a ma
,,o0sszemérhetetlenség”-nek nevezett jelenség folfedezése eldtt értelmetlenség lett volna ,,0sszemérhetdség”-rol
beszélni (és ilyen fogalmat alkotni).

%% A paralelogrammakra vonatkoz6 4llitas bizonyitdsa analég médon torténik; csupdn az 1. 37 tétel helyett
(lasd 2.8) az I. 35 tételre (1asd 2.7) kell hivatkozni. Lasd a 2F.8 feladatot.
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fogalmazzuk. 3. Az Elemek-kiaddsok egy része — koztiik a tekintetbe vett két djabb magyar kiadads —
helytelen 4braval kiséri a bizonyitast (amely azt sugallja, mintha a tétel specidlisan derékszogi
haromszogekre vonatkozna).”” Ezt a hibit elkeriiljiik.

Legyenek az azonos magassagi ABC, ADK haromszogek alapjai BC és DK. Ha az alapokat a
2.17b abra szerint a tetszéleges pe N ill. ge N szorzoval

noveljiik, akkor az igy keletkez6 AHC haromszog az ABC p-
szerese, ADE pedig az ADK g-szorosa. Igy akkor és csak ak-
kor igaz, hogy

» P ABC Kkisebb, egyenld ill. nagyobb, mint g- ADK ”

ha

2.17b édbra

p-BC kisebb, egyenld ill. nagyobb, mint g- DK 38
ami a haromszogekre nézve az eudoxoszi aranyegyenldség-fogalom értelmében éppen a tétel allitasa.
Megjegyzések. 1. Természetesen itt is follép — p- ABC és q- ADK értelmezésében — az a fo-

galmi zavar, amirdl 2.14(c) alatt sz6ltunk. 2. Abban a tekintetben azonban, hogy az (b) alatti korlato-
zast (BC és DK 0sszemérhetdségének foltételezését) sikeriil elkeriilni, az eudoxoszi elmélet tokélete-
sen bevilik; a tétel esetszétvalasztas nélkiil bizonyithato.

(d) A mértékgeometridban, ahol az ABC ill. ADK hiromszog teriilete példaul az % IBCl-1my |

ill. % IDK|-Im4 | képlet értéke, a két teriilet ardnya egyszeriien e két szimérték hdnyadosa, vagyis
|BCI:1DK 1.

2.18 (a) Az eudoxoszi ardnyelméletbdl vett kovetkezd példank: a hasonldsdg-elmélet |, lelké-
nek”, a pdrhuzamos szeldk tételeinek az Elemek VI. 2 tételeként valé bemutatdsa.

Ha egy hdromszog egyik oldaldval hiizunk egy pdrhuzamost, az ardnyosan osztia a hdromszog
mdsik két oldaldt; s ha egy hdromszog két oldaldt ardnyosan osztjuk, az osztdspontokra illesztett egye-
nes pdrhuzamos a hdromszog harmadik oldaldval.

A 2.18a dbra megegyezik az Elemek-kiadasok évezredek 6ta hagyomanyos abrajaval (eltekintve
a kiilonb6zd vonalstilusoktdl és a haromszogek sraffozdsatdl, amik itt a jobb attekintést szolgaljak). A
bizonyitasban is Euklidészt kovetjiik, csupdn a folépitést igyeksziink kdvethetébbé tenni.

37 A Brassai-féle magyar kiadds a helyes abrat kozli.

¥ Erdemes az Olvasénak dtgondolnia és megfogalmaznia, hogy pontosan mit jelent p-ABC és milyen ér-
telemben ,kisebb, nagyobb ill. egyenld” g-ADK -val az Elemek fogalomkorében. (A masik — a szakaszokra vo-
natkozé analég — kijelentéssel nincsenek ilyen értelmezési problémadk.)

¥ Még a 20. szdzad els6 felében (taldn még késobb is) — tehat joval azutdn, hogy a j61 megalapozott mér-
tékgeometria a matematika integrans része lett — eléfordult gimnaziumi tankonyvekben (e fiizet ir6ja sajat tan-
konyveibdl és a magyar iskolai matematika akkori ,,szatellit-irodalmabol” emlékszik rd), hogy a ,,BC és DK 0sz-

szemérhetetlen” esetet kiilonvalasztva igy kezelték: Mérjilkk BC-t maradékosan %—nel ill. osszuk [BCI-t

n
DK DK DK m B m 1
maradékosan I—nel: m -QSIBCK(m +1)-u (neN), ebbdl —”SE<—"+7, tehat
n ] n n n IDKI n n
m m m
—"S%<—"+l (neN) ésigy — @——”<l (neN) miatt — @: lim .
n IDKI n n IDKI n n IDKl 0 1



16

Dedk Ervin: Kiséro fiizetek a ,,A matematika-tudomdny torténete” c. kurzushoz 2. fiizet
Kézirat, 2., javitott és bovitett viltozat (2010)

(b) Legyen DEIIBC .

1. A BDE, CDE haromszogek ,.egyenldk”, mert kozos a DE
alapjuk és ugyanazon parhuzamosok kozott fekszenek (I. 37 tétel, 1.
2.8).

2. DB tigy aranylik DA-hoz"’, mint BDE az ADE -hez.

3. EC agy aranylik EA-hoz, mint CDE az ADE-hez.

Tehét

4. DB tgy aranylik DA-hoz, mint EC aranylik EA-hoz.*'

(c) A tétel masik részének (amely az eldbbi allitas forditottjat
tartalmazza) a bizonyitdsa hasonlé médon torténik, csak az 1. 37 tétel
helyett értelemszeriien a forditottjanak, az I. 39 tételnek (l. 2.9) a felhaszndlaséval.

A

B C
2.18a abra

2.19 (a) A parhuzamos szeldk tételeinek a strukturélis 1ényege: A szakaszardny-egyenloségnek
olyan fogalmdt alkotjuk meg, hogy a 2.19a dbrdn bemutatott geometriai szitu-
dcioban az (AB; AB'), (AC; AC’) szakaszpdrok ,,ardny-egyenldsége” ekvi-
valens legyen a BC, B'C" szel6k pdrhuzamossdgdval. (Ezt azutan konkrét —
féleg bizonyitdsi — helyzetekben vagy az egyik, vagy a masik irdnyban, de A
jellemzden a kettét kombindlva haszndljuk ki.) Ilyen ,,szakaszardny-egyenld-
ség-fogalom pedig tobb, esetleg Iényegesen eltéré mddon is definidlhato. 2.19a 4bra

(Az eudoxosz-féle fogalom tisztan szintetikus-geometriai, mig a sza-
munkra megszokott — és az iskolai matematikdban kizarélagos — hasonlésigi fogalom- és tételkor a
szakaszoknak val6s szdmokkal val6 reprezenticiGjan alapul.** )

(b) Mis kérdés az ilyen fogalmaknak az egymas kozotti ekvivalencidja. Ezt éppen a dolt betlis
kritérium teljesitése garantélja. Vildgos tehdt, hogy két szakaszpar, (A;B; AyBy) és (A{By; A3B5) ak-

kor és csak akkor egyenld ardnyd az eudoxoszi értelemben, ha 1A;B;l: 1A, B,1=1A{Bjl: 145 B5|.

2C. A gnomoén-abrak mellékatléinak parhuzamossaga és a kiegészité paralelogrammak
,egyenlésége’ (a megoldas)

2.20 (a) Most mar folvehetjiik a 2.12(d) alatt elejtett fonalat. Az volt a kérdés, hogy vajon szin-
tetikus geometriai eszkdzokkel is bizonyithaté-e, hogy:

TETEL. Minden gnomdn-dbra mellékdtloi pdarhuzamosak.

A BIZONYITAS-hoz haszndlt 2.20a dbra 1ényegében azonos a 2.12b édbrdval , de a vonalstilu-
sokkal most jobban kovethetdvé tessziik az egyes 1épéseket, amelyek egyébként formdlisan ugyana-
zok, mint amikor 2.12-ben a mértékgeometriai pirhuzamos szel6k tételével bizonyitottuk az 4llitdst.
Most azonban ahelyett a 2.18 tételt hasznaljuk.

%0 Persze az eudoxoszi ardnyegyenléség-fogalom értelmében (lasd 2.13) !

*! Buklidész itt az V. 11. tételre hivatkozik: Az ugyanazon ardnnyal azonos ardnyok egymdssal is azono-
sak. (Lasd a 2F.16 feladatot!)

2 Az egyik lényeges — és feltiing! — kiilonbség az, hogy a mértékgeometriai kornyezetben két szakasz
aranyanak 6nalld jelentése is van (egyszeriien a megfeleld mértékszamok hanyadosardl van sz6, felhasznalva a
valds szamtest algebrai struktirait), mig az eudoxosz-elméletben csak kéz-két szakasz szakaszarany-egyenloségé-
1ol lehet besz€lni (ami tehat nem két szakaszardny egyenldségét jelenti!). V. 6. 2.13(b).
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1. BAIIGK , és azért a (CG; CB), (CK; CA) szakaszparok ardnyegyenlok;

2. KFIIAD,ésazért a (CK; CA), (CF; CD) szakaszpédrok ardnyegyenldk;

3. a szakaszardny-egyenléség tranzitivitdsa® szerint ezek-
boél a (CG; CB), (CF; CD) szakaszparok ardnyegyenldsége ko-
vetkezik;

4. ebbdl pedig a 2.18 tétel masodik része szerint azt nyer-
jik, hogy BDIIGF , ami bizonyitand6 volt.

2.21 (a) A gnomon-mellékatlok parhuzamossiga persze
onmagdban is érdekes, de minket abbdl a specidlis okbol foglal- 2.20a dbra
koztatott, hogy annak felhaszndldsdval bizonyithattuk be 2.12-
ben (a szintetikus geometridn beliil) azt a 2.11-ban megsejtett tényt, hogy

minden gnomonban — nem csak kiegészitve-atdarabolhatéan, hanem — dtdarabolhatoan is
egyenlok a kiegészito paralelogrammdk.

(b) Tovabbra is fennmarad azonban az az éltalanos kérdés, hogy kiegészitve-dtdarabolhato sok-
szogek mindig dtdarabolhatok-e?

2D. A ,,geometriai algebra”. A ,teriiletillesztések”

2.22 (a) A gnomodn-dbrdknak taldn legfontosabb alkalmazasi teriilete a geometriai algebra, a-
melyet a gorog matematika egyik legsajatosabb részének tartanak. Itt is — mint oly sok mds fogalom-
nal — félrevezeté az elnevezés (amely persze sokkal késébbi keleti*!, nem a gérog matematikusok
hasznaltdk), mert azt sugallja, hogy ,,valamiféle algebrar6l”, vagyis konkrétabban geometriai eszko-
zokkel mivelt algebrdrdl van sz6. A matematikatorténetben kiilonféle felfogasok 1éteznek errél. Mi
inkdbb ahhoz a nézethez csatlakozunk, amely szerint a gorog matematikdnak nem volt ,,algebrdja”. Itt
igazi geometridrdl van szd, olyan geometriai fogalmakrdl, viszonyokrodl, tételekrol és szerkesztésekrol,
amelyek geometriai objektumokra vonatkoznak. Hidnyzik a természetes szimokon tilnyiilé szimfoga-
lom, hidnyzanak az erre vonatkoz6 miiveletek és miiveleti struktirdk és teljesen hidnyzik az algebrai
szimbolika. A kés6bbi korok algebrdjabodl visszatekintve viszont a gérog geometriai algebra tételei és
mobdszerei alkalmasak az elemi algebra sok tényének és feladatdnak (azonossagoknak, els6- €s masod-
foki egyenletek megoldhatésdganak és megoldasanak) az illusztrdldsdra, igaz, hogy nagyon korlato-
zott teriileten (negativ szdmok nélkiil, magasabb foku egyenletek nélkiil stb.).

(b) A geometriai algebra egyik f6 funkcidja a gérog matematikaban ugyanaz, mint az eudoxoszi
aranyelméleté: A valds szdm problematikdjdnak a kikeriilése. Két, egyarant zsenidlis stratégiardl van
tehat sz6, amelyek ugyananazon — legy6zhetetlennek bizonyulé — akaddly ellenére lehetévé tették a
matematika tovdbbfejlesztését (legaldbb is az akkor fontosnak tartott teriileteken és az akkor elégsé-
gesnek tartott mértékben).

2.23 A geometriai algebra egyik témakore az, amelyet a mai széval algebrai azonossdgoknak ne-
vezett témakorrel rokonithatunk.

* Elemek V.11. tétel; lasd 2.16(b).
* Magit az algebra sz6t Al-Chwarizmi 9. szdzadi arab matematikus, az algebra torténetének egyik 6ridsa,

z

algebrai fomiive cimének els6 szavabol, az ,,aldzsabr” (= ,kiegészités”) szobdl alkottak.



18

Dedk Ervin: Kiséro fiizetek a ,,A matematika-tudomdny torténete” c. kurzushoz 2. fiizet
Kézirat, 2., javitott és bovitett viltozat (2010)

(a) A 2.23a, a 2.23b ill. a 2.23c dbra az (a+b)> =a’+2-ab+b*, az (a—b)a+(a—b)b=

=a’—b*ill.a 4-ab+(a—b)* =(a+b)’> azonossigot illusztralja.*’

b
b b b
a
a a
a (a—b)*
a
a b b b
a b a
2.23a abra 2.23b abra 2.23c abra

(b) A 2.23d é4bra az Elemek 11. 5. tételét kiséri: Ha egy egyenesszakaszt egyenlo és nem egyenld
részekre osztunk, akkor a teljes szakasz nem egyenld részei dltal kozrefogott téglalap meg az osztopon-
tok kozotti szakaszra emelt négyzet egyiitt egyenlo a szakasz felére emelt négyzettel. A mai olvaso altal
megszokott formulanyelven: Ha C az AB felezOpontja és D tetszdleges bels6 pontja CB-nek, akkor

AH +GK =CJ *,

l. a 2.23d abrét. (Itt a paralelogrammadknak azt a rovidebb A ¢ \D B
jelolését haszndljuk, amely csak két dtellenes pontot tiintet &
fel. gy pl. az AEHD téglalap jele AH, HA, ED vagy DE. Ez- k .
zel talan attekinthetobbek a formuldk, és Euklidésznél E G H

amugy is kovetkezetesen ezt a jelolést taldljuk.)
A bizonyitds nagyon egyszeru:
AH+GK=AG+CH+GK=CF+HJ+GK=CJ .
(A bizonyitdsnak ebben a lépésében: CH = HJ , a 2.10(b)
alatti gnomon-tétel speciélis — és trividlis — esete hizddik 2.23d abra
meg; ezt jeleztiik a sraffozassal.)*’

I K J

(c) Ennek a tételnek fontos ,,algebrai” alkalmazdsa az x+y=a, xy = b* masodfoki egyenlet-

rendszer vagy az x(a—x) =b? mdsodfokd egyenlet megoldasa. Ezt a problémat valdban Osszekap-

csolhatjuk a tétellel, az AB =a vdlasztassal és azt kivanva, hogy a D pont igy legyen megvalasztva,
hogy az AH téglalap teriiletegyenld a b oldali négyzettel. Az ismeretlen x szakasz értelemszerlien DB.

* Ezek az abrik ill. geometriai viszonyok akkor sem ,,bizonyitandk™ az azonossagokat, ha ismertnek ven-
nénk a valds szdmokat és a mértékgeometriai apparatust, mert pl. szakaszokkal akkor is csak pozitiv valés sza-
mokat lehet reprezentélni.

4 Bz természetesen nem szdmszerti egyenlet; a ,,+” jel kozos belsd pont nélkiili osszeillesztést, az ,,=" jel
pedig ,.idom-,, vagy ,teriiletegyenldséget” jelent (példdul az atdarabolhatdsag értelmében).

7 Ez a tétel tartalmazza — geometriailag masként reprezentdlva — a 2.23a,b,c dbrak ,,mondanival6jat” is:

Az AD =2a, DB=2b jelolésekkel a 4-ab+ (a— b)2 =(a+ b)2 azonossag, az AB =2a,CD =b jelolésekkel
az (a+b)(a—b)+b2 =q’ azonossdg adddik, ha pedig elhagyjuk az AG részt, a 2.23a 4brat nyerjiik vissza,

amely az (a + b)2 =a’+2-ab+b’ azonossagot illusztralja. (Euklidész nem tér ki ezekre a kapcsolatokra.)
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2 2
. . foA A o s . a a
A D ilyen megvalasztidsanal a tétel szerint (Ej - (E - xj =p? ,
s igy a keresett x szakasz eldallithaté — a pitagordsz-tétel alapjan — an-

nak a derékszogli haromszognek a megszerkesztésével, amelynek az 4t-

fogdja az % és az egyik befogdja a b szakasz (2.23e 4bra). 2.23e dbra

Nyilvanval6 egyébként ebbdl, hogy a feladat megoldhatésaganak feltétele: a >2b .*°
A feladat neve: , Teriiletillesztés hidnnyal”, avagy elliptikus teriiletillesztés®. Az elnevezés ké-

zenfekvd magyardzatit a 2.23f dbra mutatja: Az a szakaszhoz oly médon kell b? teriiletii téglalapot

a a X

2 b2 x

2.23f dbra 2.24a abra

»lleszteni", hogy egy négyzet ,,maradjon ki”. A kérdés: Mekkora a keresett téglalap x-szel jelolt olda-
la.

2.24 (a) A 2.24a abra az elébbivel anal6g feladatot illusztrdl. Most ugy kell az a szakaszhoz b?
teriiletli téglalapot ,.illeszteni”, hogy az ,.tulnyuljon” az a szakaszon, mégpedig egy négyzettel. A fela-
dat most is a keresett téglalap x-szel jelolt oldaldnak a megke-

resése (megszerkesztése). Ez a hiperbolikus teriiletillesztés™. A ¢ \B D
(b) Itt is megvan az Elemek L. 15. tétellel (1. 2.23(b)) w

anal6g elméleti hattér: a II. 6. tétel: Ha egy egyenesszakaszt & I

megfeleziink, és egy egyenesben hozzdadunk valamely mds E H

lére emelt négyzet egyiitt egyenld a vonal felébdl és a hozzd-
adandobol osszedllo szakaszra emelt négyzettel. :

A mai formulanyelven, a 2.24b 4bra alapjan: Ha C az E G F
AB szakaéz felez6pontja és D az AB egyenes tetszdleges pont- 2 24b 4bra
ja a B-n tul, akkor

AM +EG =CF .

A bizonyitds ugyanazokkal az ezkdzokkel torténik, mint a II. 5. tételé (2.23(b)).

(c) Az (a) alatti feladathoz a kapcsolatot az AB =a, BD = x vélasztdssal és azzal a kivansidggal

V
szakaszt, akkor a teljes szakasz meg a hozzdadando Osszege
és a hozzdadando dltal kozrefogott téglalap meg a szakasz fe- /

teremthetjiik meg, hogy az AM téglalap legyen ,,egyenld” a b oldali négy-

zettel, azaz legyen x(a+x)= b>.AD ilyen megvalasztasandl a tétel sze-

2 2
. a a . AT T s 4 .
rint b% + (Ej = (E+ x] , s igy a keresett x szakasz el6allithat6 — a pita-

2.24c abra

®Ezaz x(a—x)= b? mésodfok egyenlet diszkrimindnsabdl is leolvashatd, de ez nem ,,korhli” eljarés.
¥ Elleipszisz (gordg) = hidny.
% Hiiperbolé (gorog) = tobblet, folosleg.
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gorasz-tétel alapjan — annak a derékszogli haromszognek a megszerkesztésével, amelynek a befogéi az
% , b szakaszok (2.24c éabra).
2.25 Az elliptikus és a hiperbolikus teriiletillesztés kozott mintegy kozépen all a parabolikus te-

riiletillesztés.”" Ttt se nem hidnnyal, se nem tobblettel, hanem pontosan egy a szakaszhoz akarunk
olyan téglalapot illeszteni, amely teriiletegyenld egy b oldali négyzettel. A

mai algebrai felfogasban az ax = b? egyenletet kell megoldani (természetesen b
az a>0, b>0 foltevés mellett’”); azt is mondhatjuk, hogy x-et tigy akarjuk a
meghatarozni, hogy b az a és az x kozépardnyosa legyen. b

A gorog geometriai felfogdsban a gnomon-tétel egyszerti és kozvetlen
alkalmazdsardl van sz6. A 2.25a dbra vastagon kihizott részét (amely a b ol- 2.25a 4bra

dald négyzetet és az a szakaszt tartalmazza egy bizonyos konfigurdciéban)

nyilvanvaléan ki lehet béviteni (egyértelmiien!) egy gnomém-dbrava>, amelyben megjelenik a kivént
54

x szakasz.

2.26 (a) A kovetkez6 tablazatban attekinthetden 6sszefoglaljuk a teriiletillesztésr6l mondottakat.

egyenlet- . . Euklidész:
feladat egyenlet rendszer aranypar Elemek
Egyszert teriiletillesztés ax = b2 x:b=b:a I. 44.
Parabolikus teriiletillesztés

2

s . 2 (3 ’9 x(a —_ _x) = b + =

,,te.rul.etllleszEes l.nanny/al x+y 2a xib=b:(a-x) |1L5. VLS.

elliptikus teriiletillesztés 2 ab?=ax xy=>b
2

ileti &S 16 » | x(a+x)=b —-x=

,,t.eruletll.lesztes Eobl?lettel, y—x=a x:b=b:(a+x) |IL 6. VL 27.-28.
hiperbolikus teriiletillesztés | ., 2 _ 2 xy=>b
_____________________________________________ T e e
aranymetszés ala-x)=x x:a=(a—x):x | IL11.°

a’—ax=x>

(b) A tablazat bizonyos tovabbi informacidkkal is szolgal.
1. E feladatoknak egyenletrendszerrel valé reprezentalasa (a szimbolikus algebrat megel6z6 kor-
szakokban a megfeleld szoveggel) nagyon régi hagyomany.

3! Parabolé (gorog) = hasonlésag, illeszkedés. (Ez a hagyomdanyos elnevezés kissé furcsa, ui. a ,,parabola”
sz6 tk. maga is ,,illeszkedés”-t jelent.

2 A b>0 kikotés csak latszatra flosleges; a gordg matematika nem ismert negativ szdmokat.

P ita gnomo6n-moédszer egy mdsfajta felhasznéldsa is lehetséges (1. pl. Sain M.: Nincs kiralyi tdt! 156. o.),
amely onmagdaban érdekes, de ennél az alkalmazdsnal esetszétvalasztast tesz sziikségessé.

> Az Elemek 1. 44. feladatdban és annak leirt megolddsaban lényegében ezzel taldlkozunk, igaz, hogy
szovevényesebb formdban; ezt az okozza, hogy Euklidész magét a feladatot dltalinosabban értelmezi.

% Euklidész az Elemek-ben még tobb helyen foglalkozik az aranymetszés irracionalitdsdval is. (L. pl. Ele-
mek 1983.) II. 11-ben azonban csak a szerkesztési feladatot oldja meg (a gnomén-mdédszer és a II. 6. tétel alkal-
mazdsdval): Osszunk 1igy ketté egy adott szakaszt, hogy a teljes szakasz és az egyik rész dltal kozrefogott téglalap
egyenlo legyen a mdsik részre emelt négyzettel.
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2. Az ardnyparral valo reprezentdcio igazi pitagoreus kutatdi stilust mutat. A pitagoreusok igen
sok ilyen szerkezetli ardnypdrokat vizsgéltak és rendszereztek; ez fontos kiindul6pontja és egyben
kerete volt a szdmelméleti (és specidlisan zeneelméleti) kutatasaiknak.

(c) Az utolsé sordban szerepld aranymetszés latszélag ,.kakukktojasként” keriilt bele ebbe a hé-
romféle teriiletillesztésrol sz616 tdblazatba. Valéjdban azonban a hiperbolikus teriiletillesztés specidlis
esetérdl van sz6. Az aranymetszés ui. egy a szakasznak olyan két részre, x-re és a — x -ra vald osztdsat
jelenti, hogy a szakasz gy ardnylik a nagyobbik részhez, mint az a kisebbikhez. Ez pedig a hiperboli-
kus teriiletillesztés feladata abban az esetben, ha b =a .>°

2E. Kitekintés az algebra tovabbi fejlodésére

2.27 Torténeti kiegészitések a 2.22—-2.26 szakaszokhoz.

(a) Egy szakasz két részre osztdsa egy mellékfeltétellel — pl. adott ,,szorzattal” (amit akdr arit-
metikailag, akar geometriailag lehet értelmezni) — jellegzetesen babiloni s6t 6-babiloni eredetii felada-
csoport. Tulajdonképpen az egész ,,geometriai algebrdnak” erds babiloni gyokerei vannak, amelyek-
bdl a pitagoreusokndl kiteljesedett és teljesen geometriaivd valt ez a diszciplina, amit azutdn Euklidész
magas szinten Osszefoglalt és rendszerezett.

(b) Euklidész utdn egy nagyon hosszi és bonyolult fejlédési folyamat vezetett el a tobbé-kevés-
bé mai értelemben vett algebrahoz (amibe itt még nem értjiik bele a modern absztrakt algebrat), és ez a
folyamat tobb, parhuzamosan futé fejlédési vonalon haladt eldre:

» Nagyon lasst, nagyon fokozatos elszakadds a geometridtdl. (Erdekes, hogy a negativ — értsd
negativ raciondlis — szamok bevondsa sok évszdzadon 4t szinte nagyobb gondokat okozott, mint az ir-
racionalitds, amely pl. a masodfoku algebrai feladatok teriiletén kikeriilhetetlen volt; ebben is a geo-
metriai aspektus torténelmileg is igen hosszi ,,uralkoddsdnak’ hatdsa jelenik meg.

* Az aritmetikai néz6pont er6sddése mellett szinte sziintelen kiizdelem az irracionalitds fogalmi
problémadival — még akkor is, amikor algoritmikusan és szimbolikusan mar jelentdsen elérehaladt és
,polgarjogot nyert” az irraciondlis ,,szdmok’ haszndlata.

* A szavakban, nehéz és szovevényes mondatokban leirt (€s geometriai tartalmu) viszonyoktdl a
szimbdélumokkal kevert széroviditések nyelvén 4t (pl. alexandriai Diophantoszndl, i. sz. 250 koriil) a
valédi szimbolikus algebrai nyelv megteremtéséhez (Vieta, Fermat stb. a 16. és 17. szdzadban) vezetd
kiizdelmes folyamat.

(c) A gorog matematikdban nem léteztek ,,masodfokud egyenletek”, és kiilondsen értelmetlen lett
volna az 4ltaldnos és ,,nullara redukdlt” masodfoki egyenletrdl beszélni (ami ma — egy szisztematikus

algebrai apparatussal kezelve — az iskolai matematika szerves része, mégpedig az ax® +bx+c=0
szimbolikus formdban és abban az altaldnossidgban, hogy a, b, ¢ és x egyarant tetszéleges valds sza-
mok lehetnek). A tdbldzat masodik oszlopdban a ,,mdsodfoku egyenlet”-nek olyan eseteit latjuk egy-
madstdl elkiilonitve, amelyeket ma nem tekintiink 6ndllé matematikai probléma-teriiletnek és nem dol-
gozunk ki szdmukra egyedi megolddsi médszereket.”’

%6 Az aranymetszésre vonatkozélag ldsd a 2F.11 feladatot is!

7 Més — nem torténeti, hanem didaktikai — kérdés (amelyet azonban a torténeti megismerési folyamat
hosszisaga és kiizdelmes volta indukdl), hogy nem kellene-e az oktatdsban hossszabb, differencidltabb, a fogal-
mi nehézségeket lassabban halmozd, tartalmilag érzékletesebb tton eljutni példdul az 4altaldnos mdasodfoku
egyenlet dltaldnos megolddsdhoz. (Ez egyébként egydltalan nem azt jelenti, hogy okvetleniil torténeti mintdkat
kellene masolni a megismerési Ut ilyen meghosszabbitasanal; nem, els6sorban didaktikai érdekeket kellene ko-
vetni, és a torténeti mozzanatok bevondsat — a reguldris oktatasban, nem az ismeretterjesztésben — ezeknek kelle-
ne aldrendelni.)
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(d) Feltiinéen érdekes, hogy még pl. Cardanonal®® (a 16. szdzadban) is, aki pedig tttéroje volt az
algebra aritmetizdl4dsanak, algoritmizaldsanak €s szisztematizaldsanak, keverednek ezek a tendencidk a
geometrizal6 és egyedi ,.feladat-megoldasok”-kal. Ars Magna Sive de Regulis Algebraicis (,,A nagy
tudomdny avagy az algebra torvényeirdl) c. latin nyelvii fémiivében (1545) nem ,,az dltalanos harmad-
foki egyenlet dltalanos gyokképletét” bizonyitotta be (ahogyan sok kevésbé pontos matematika-torté-
neti szovegben olvashatjuk); ez a beallitds : matematika-torténeti anakronizmus. Ezt a képletet — a ma-
ga ma szokdsos altaldnossdgaban le sem irhatta volna (nem is szdélva a 18. szdzad 6ta sztenderddé valt
altaldnos, algoritmizal6 bizonyitdsi eljardsokrdl), hiszen nem engedhette meg, hogy az egyiitthatéknak
nem-pozitiv értékei is lehessenek.”

Ezt gy érhette el, hogy igen sok (huszonhdrom!) speciélis tipust kiillonboztetett meg, aszerint,

— hogy a harmadfoku egyenletben az ismeretlen mely hatvdnyai szerepelnek,

és hogy

— ezek koziil melyek vannak az egyenlet azonos oldalén ill. kiillonb6z6 oldalakon.
Néhany példa:

x3+ax=b, X =ax+b, X zax2+b, x>+ ax? =b, x3+a=bx2+cx, A

8 Geronimo v. Girolamo Cardano (latinul Hyeronimus Cardanus, 1501-1576), kiemelkedd olasz orvos,
filozofus, fizikus-technikus, a 16. szdzadi olasz matematika legjelentdsebb miivének tartott Ars Magna ... szerzo-

je. A 16. szazad algebrajanak korszakalkoté eredményei: 1. az X tax=b egyenlet

NV SR
x=P| =t — A=
427 2 427 2

,.2yokképlete” (a masodfoku egyenlet gyokképletének mintdjara), 2. annak megmutatdsa, hogy az éltalanos har-
madfoku egyenlet egy linedris helyttesitéssel masodfoku tag nélkiili harmadfokd egyenletbe vihetd at, 3. negyed-
foku egyenlet megolddsdnak visszavezetése harmadfoki egyenlet megolddsdra, 4. 0sszefiiggések algebrai egyen-
letek gyokei és egyiitthatéi kozott, 5. 0sszefliggés a gyokok szdma €s a fokszdm kozott (ezzel kapesolatban vizs-
gdalatok tobbszords gyokok, negativ és képzetes gyokok, a fenti egyenletre vonatkozd casus irreducibilis — a
b2 3

T + > <0 eset teriiletén), nagyon fontos algoritmikus irdnyt jeloltek ki az algebra tovédbbi fejlédésére. (Nem

kisebbiti Cardano érdemeit, hogy folfedezései nem elézmények nélkiiliek; jelentds elédok ill. kortdrsak voltak
pl. S. dal Ferro, N. Tartaglia és Cardano tanitvanya, L. Ferrari.)

Cardano a linedris algebrdban és a determindns-fogalommal kapcsolatban is kezdeményezdként 1épett fel.
Szerepe volt a val6sziniségelmélet fejlodésének korai fazisaban is.

A ro6la elnevezett , kardan-felfiiggesztés”-t nem 0 taldlta fel, de egy 1545-ben megjelent fizikai értekezé-
sében kozolt leirasbol valt ismertté. Erdekes az értekezés cime: De subtilitate rerum (latin), vagyis ,,Egy nagyon
agyafurt dologrdl”; egyébként szaimos technikai taldlmanya, djitasa volt.

> Ennek nem annyira 6nmagéban a negativ szamokt6l és a nulldtél valé idegenkedés volt az oka (amely
az 6 kordban kiilonben is mar oldédott), hanem inkdbb az, hogy a geometriai algebra médszereit (amelyeknél a
szamokat geomtriai objektumok mértékével — mint hosszisag, teriilet stb. — kell reprezentalni) csak igy alkalmaz-
mazhatta. Ez is az algebra hagyomdnyos geometrizdlasanak volt tehat a kovetkezménye.

50 A jelslésrendszer persze nem az volt, amellyel most leirjuk, hanem nagyjdbdl az 6si diophantoszi min-
tat koveti: a ,,képletek” szoveges leirdsa, bizonyos szavak roviditett fridsaval €s néhdny szimbélum hasznélatival.

Alexandriai Diophantosz (i. e. 3. sz) életérdl alig tudunk valamit. Fémiive, az Aritmetika, allitdlag 13
konyvbdl allt, ezekbdl hat konyv gordgiil fennmaradt, tovabbi négyet pedig arab forditdsban a 20. szdzad 70-es
éveiben fedeztek fel. Ennek a mlinek 6ridsi a jelentdsége. Egyrészt joforman az egyetlen fennmaradt dokumen-
tum a gorog logisztika tobb évszazados fejlodésérol. Masrészt a 10. szazadtdl kezdve — amikor arabra forditottdk
— jelentdsen befolyasolta az aritmetika €s az algebra fejlodését mind az iszlam vilagban, mind Eurépédban.
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(Igaz, hogy azutdn azt is kimutatja, hogy a minden hatvdnyt tartalmazé egyenletek megolddsa vissza-
vezetheté masodfoku tag nélkiili egyenletekére.)

Cardano szovege (lehetség szerint hii forditdsban)®' Mai értelmezés, mai jeloléssel

A feladattipus: A kob és az elsd hatvdny egyenld a szdm-
mal

Megoldandé az Ctax=b egyenlet

A megoldds szabdlya: Emeld kobre az x egyiitthatdjanak
egyharmadat. Add hozzd a szdm felének a négyzetét. 3 )
Vedd az egésznek a négyzetgyokét. Ebbdl vegyél kettdt; | =3 (ﬂ) _,_(éj _,.2 -
az egyikhez add hozz4 azt, amit az imént négyzetre emel- 3 2

tél , a mésikbSl vond le ugyanazt. Igy egy binomiumot és 3 >
az 6 apotomé-jat kaptdl.®* Végiil vond le az apotomé kob- 3 (0) +(bj b

gyokét a binomium kobgyokébdl; a kiilonbség, vagyis az, 3 2

3
ami marad: az ismeretlen értéke.

Numerikus példdk:
1. A kob és az els6 hatvany 6-szorosa egyenld 20-szal. x> +6x=20
6) . (20Y
Emeld kobre a 6-nak az egyharmadat ... (Ej =8, (7j =100,8+100=108
x=I108 +10 - JJ108 10
2. A kob és az elsd hatvany 3-szorosa egyenld 10-zel. x> +3x=10
32 (10)
Emeld kébre a 3-nak az egyharmadat ... 3) = 1, 5= 25,1+25=26

x=IV26 +5-326 -5

Cardano mindezeknek egy-egy kiilon fejezetet szentel, mindegyik tipust konkrét szamtani pél-
ddval vezeti be. A bizonyitést is kiillon-kiilon, ezen esetek mindegyikére alkalmasan véalasztott egyedi
geometriai médszerrel végezte (a konyv kiilon-kiilon fejezeteiben).”> Az eredmény pedig — mai szem-

6! A forditdshoz a miinek ezt az angol nyelvii kiaddsat hasznaltuk: The Great Art or the Rules of Algebra
by Girolamo Cardano, Translated and edited by T. Richard Witmer, The M.L.T. Press, 1968.

2 Binomium: kéttagd (tk. ,kétnevl”) a+ b 0Osszeg, apotomé (tk. ,elmetszett”): a megfeleldé a —b kii-
16nbség.

A gbrog matematikdban eredetileg egyenként mérhetd (,.kimondhat6”, ,,raciondlis”), de egymassal Ossze-
mérhetetlen a, b ,,mennyiségekre” — féleg szakaszokra alkalmaztdk (lasd 1. fiizet 1.23). Ezek az irracionalitds ki-
terjedt elméletének alapfogalmaihoz tartoztak. Az elmélet részletes és rendszeres kifejtése Euklidész Elemei X.
konyvében taldlhato.

% Ez nem csak Cardano munkamddszere volt, hiszen annak az egész korszaknak a felfogdsat tiikrozi,
amely szerint ez az egyetlen lehetséges és egyaltaldn elképzelhetd eljaras. Példaképpen emlitjiik a szintén olasz
Luca Paciolit, aki fél évszazaddal korabban miikkddott, mint Cardano.
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mel visszatekintve — minden egyes esetben a ma ismert dltaldnos gyokképletnek a mindenkori konkrét
esetre val6 val6 alkalmazasa.

(e) Mindebben a gorog geometriai algebra szivosan tovabbél hagyomanya érvényesiilt. A rene-
szansz kordban — a jelentds aritmetikai fejlodés és a keleti (arab kozvetitéssel érkezd) mds irdnyu wjita-
sok ellenére — kiilondsen erds volt ez a hatés.

2F. Kitekintés a kiipszeletekre, a mértékgeometriara és az analitikus geometriara

2.28 (a) Amit a 2.28a abran latunk, az tulajdon-
képpen torténeti anakronizmus. Itt ti. két olyan mate- ty !

/
matikai szemlélet kapcsolddik Ossze, amelyeket 2000 52 M, Vs 4 Py

év vélaszt el egymastdl (de 2.27(a) alapjan 2500 vagy
talan 3000 évet is mondhatnank): A gorog (de babilo-
ni eredetll) parabolikus teriiletillesztésé és a 17. sza-
zadban meghonosodott analitikus geometridé.**

2.25-hoz illeszkedve jeloljiik az OA szakaszt a-
val, az O-tdl a mindenkori x abszcissz4ji B pontig ter-
jedd OB szakaszt (barhol legyen is a B az x-tengely
pozitiv részén) pedig b-vel. Az a legyen rogzitve, a b
pedig valtozik az x ill. B véltozasaval.

Ha marmost a mindenkori B pontbdl kiindulva
rendre megszerkesztjiik a D, E, P pontokat igy, hogy
OD = OB (vagyis OBCD négyzet) legyen, akkor o-
lyan gnomon-dbrét nyeriink, amelyben az OASM tég-
lalap teriiletegyenld az OBCD négyzettel.

Itt mindegy, hogy a ,.teriiletegyenldség” melyik 2284 4bra
fogalmat haszndljuk, mert a mértékgeometridban mind
ekvivalens a szdmszerti teriiletek egyenldségével. (Ezzel a kovetkezd fiizetben foglalkozunk.)

Az abran a B pont két kiilonbozd helyzetében végeztiik el ezt a szerkesztést (a megfelel ponto-
kat az 1 ill. 2 indexekkel megkiilonboztetve). Az igy adéd6é P, P, pontok jol lathatéan egy olyan — a

szaggatott vonallal jelzett — gérbén vannak, amelyet jOl ismeriink az elemi koordindtageometriabol: ez
parabola, mégpedig az ay = x2 egyenletl parabola. ((x; y) a P pont koordinatai, az a jelet pedig itt

az a szakasz szdmszerii hosszdnak a jelolésére hasznéljuk). Ennek a paraboldnak a pontonkénti eukli-
dészi szerkesztésérdl van sz6.

Az aritmetika nagymestere volt, aki a konyveivel sokat és igen eredményesen tett a matematikai (féleg
aritmetikai) tudds terjesztéséért. Az 1494-ben megjelent és széles korben ismertté valt Summa de arithmetica,
geometria, proportioni et proportionalita (,,Az aritmetika, geometria, ardnyok és ardnyossag Osszefoglaldsa™) c.
enciklopedikus miivében pedig 4tfogd ismereteket nyujt az — elméleti és gyakorlati — aritmetika, algebra, pénz-,
mérték- és sulyegységek (abban a korban kiilondsen bonyolult, kaotikus viszonyok) és a kettds konyvvitel (!) te-
riiletén, tovabba Osszefoglaléan ismerteti Euklidész Elemeit (amit egyébként 1509-ben latin nyelven kiadott).

Pacioli is hasonléan osztdlyozza a harmad- és negyedfoki egyenleteket, mint majd Cardano teszi. Erde-
kes, hogy Paciolindl felmeriil ezen egyenletek dltalanos megoldhatdsdganak az igénye.

* Ezt a — didaktikai célra késziilt, de a matematika egy bizonyos torténeti karaktervaltozasat is érzékelte-
t6 — konstrukciét a Dedk E.: Matematika II. (Kiegészité tankonyv), Harmadik kiadas, Tankonyvkiadé 1989 c. ki-
sérleti tankonyviinkbdl vettiik 4t (51. o.).



25

Dedk Ervin: Kiséro fiizetek a ,,A matematika-tudomdny torténete” c. kurzushoz 2. fiizet
Kézirat, 2., javitott és bovitett viltozat (2010)

2.29 Bizonydéra feltlinik, hogy itt a parabola pontjainak a megszerkesztésére a parabolikus terii-
letillesztést hasznélhatjuk. Ez nem a szavak véletlen egybeesésének, hanem az elnevezésnek a kérdése.
Apolloniosz ui., akit Euklidész és Arkhimédész mellett a gérog matematika harmadik legkiemelke-
débb személyiségének tartanak és aki a kiipszeletek elméletének megalkot6ja®, éppen a parabolikus
teriiletillesztés nevéhez igazodva nevezte ,,paraboldnak” a ma is ilyen nevii gorbéket. Hasonloképpen
vélasztotta az ,.ellipszis”, ,,hiperbola” elnevezéseket is.

Ezekben a fiizetekben nincs teriink rd, hogy konkrétan megmutassuk az egyes kipszeletek és a
megfeleld nevil teriiletillesztések kozotti kapcsolatot. A kupszeletek analitikus geometriai egyenletén
at ez ugyan nem lenne nagyon nehéz (a fenti — legegyszeriibb — esetben megkiséreltiik ezt), de ez tor-
ténetileg nem is lenne helyénvald. Apolloniosz természetesen nem hasznalhatott ilyen eszkozt; azonki-
viil a kdpszeleteket valéban ", kipok szeletei”-ként értelmezte (bar hasznélt — a gérog matematikdban
szimptoma-nak® nevezett — sikgeometriai értelmezéseket is, vagyis olyan — az egyes gorbe-tipusokat

5 Apolloniosz életérél (kb. i. e. 260 — i. e. 190) kevés megbizhat6 adat ismeretes. Kezdetben elméleti csil-
lagaszként szerzett hirnevet. Kezdeményezdje volt a bolygdpalyak epiciklus-elméletének, amelynek az volt az
inditéka, hogy a korpdlydk feltételezése alkalmatlannak bizonyult a megfigyelések leirdsara. (Eszerint a bolygé
olyan koron mozog, amelynek a kozéppontja kort ir le a Fold koriil.) Ptolemaiosz (i. sz. 2. szdzad) erre alapozta
zsenidlis matematikai kozmog6nidjat, amely azutdn masfél évezredre — Kopernikuszig — meghatdrozta az asztro-
némia irdnyat.

Ma elsdsorban azt a nagy matematikust tiszteljikk benne, aki 8 konyvbdl 4116 hires miivének, a Conica-nak
elsé felében, 0sszegylijtve és sajat koncepcidjaba illesztve bemutatta a kiipszeletekre vonatkoz6 kutatdsokat a
gorog matematikdban, amelyeknek az eredeti dokumentumai nem maradtak fenn. (Arkhimédész is bizonyitas
nélkiil hasznalt fel miiveiben kipszeletekre vonatkozd — bizonyéra akkor ,,ismert” — tételeket, pl. a parabolakvad-
kvadraturardl szol6 irdsdban is, amellyel a kovetkezo fiizetben részletesebben foglalkozunk.) A méasodik részben
azutan kifejti a maga elméletét, amelynek alapja ezen gorbék kétféle értelmezésének vilagos fogalmi elkiilonité-
se és ugyanakkor a kapcsolat tisztazasa.

Az egyik értelmezés szerint a kipszeletek valdban ,.kip-szeletek”, vagyis egy — egyenes vagy ferde — kip
palastjanak a metszetei olyan sikokkal, amelyek kiilonb6z6 szogeket zarnak be a kiip tengelyével. (A hiperbola
esetében a kupot kettds kippa egészitjiik ki.) Itt tehét rogzitve van a kip, mig a sik hozza viszonyitott helyzetét
véltoztatjuk. Apolloniosz ezzel a szimunkra is megszokott térgeometriai értelmezéssel véltotta fel az addig ismert
Arisztaiosz-féle elképzelést, amelyben éppen forditva: egy rogzitett sikot metsziink egy olyan kuppal, amelynek
valamelyik alkot6ja merdleges a sikra, és ennek a kipnak a szogét valtoztatjuk (hegyesszog— derékszog—tompa-
sz0g). (Euklidész, Konon és Arkhimédész mellett — i. e. 330 koriil — Arisztaiosz foglalkozott kipszeletekkel és 6
irta az elsd szisztematikus miivet is réluk, de egyikiik sem alkotott olyan dltaldnos, atfogd kipszelet-elméletet,
mint Apolloniosz.)

A masik értelmezésben Apolloniosz eleve sikgorbékként vagyis sikgeometriai karakterisztikus tulajdon-
sagaikkal — a szovegben aldbb emlitett szimptomakkal — definidlta a kiilonboz6 tipusu kipszeleteket, dsszefiig-
gésben a kiilonboz6 tipusu teriiletillesztésekkel (1. fent 2.23, 2.26, 2.28).

Van egy érdekes €s torténetileg fontos kiilonbség a gorog matematika két nagy alapmtivének, Euklidész
Elemeinek és Apolloniosz Conicajanak az utééletében és recepcidjaban. Eurépdban az Elemek-et a kozépkorban
is ismerték és tk. folyamatosan a 19. szdzadig — persze csak kivonatosan — az iskolai geometriaoktatds centruma-
ba 4llitottdk. A Conicat viszont sok szdzadon 4t csak az iszlam vildgban ,,fogadtdk be”. Eurépdban a 17. szdzad-
ban irdnyult ismét nagyobb figyelem a kiipszeletekre, amikor Kepler felismerte, hogy a bolygék ellipszis-palyan
mozognak (és késébb ismét, amikor Newton bebizonyitotta, hogy ez az dltaldnos tomegvonzas torvényének ko-
vetkezménye).

% A sz6 etimoldgidja: mintewv (piptein) = esni; mtopo (ptoma) = esés, eset; GLV-, GLU- (szin-, szim-) =
egylitt (v. 6. szinkron, szimmetria, szimfénia, szimptomatikus); ,,szimptoma” tehat ,,egybeesés”, ,,jellegzetesség",
ami ,,valamire karakterisztikus”. (V. 0. aszimptota = olyan egyenes, amely egy gorbéhez tetszdlegesen kozele-
dik, de nem metszi, azaz ,.,nem esik vele egybe”.)
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karakterizdl6 — geometriai kapcsolatokat, amelyek tulajdonképpen azt a szerepet toltdtték be az elmé-
let struktdrdjaban, mint a modern analitikus geometridban a gorbék ,.egyenletei”).

2G. Az eudoxoszi aranyelmélettél a Dedekind-szeletek elméletéig

2.30 Az eudoxoszi ardnyelméletnek — a sajat korabeli és az azon til még nagyon sokdig hatd
oridsi jelentdsége mellett — van egy olyan kozvetlen, természetes folytatdsa, amely ennek ellenére
2300 évig vératott magéra, pedig a gorog matematika 6ta fenndllé és mindvégig feszitd, a matematika-
tudomany alapjait érinté problémakat oldott meg. Ez a Dedekind-szelet fogalma és a ré épiilé elmélet®’,
amely a 19. szdzad hetvenes éveiben — tobb, egészen mds természetl, de végso soron ezzel egyenérté-
ki®® elmélet mellett — végre lehetdvé tette a valés szamtest folépitését és ezzel a mértékgeometria eg-
zakt megalapoz4sat is.

A kovetkezOkben igyeksziink ,.genetikus” médon, vagyis természetes forrdsabol, az eudoxoszi
aranyelméletbdl szdrmaztatva bemutatni ezt a modern fogalmat és elméletet.

2.31 (a) Az eudoxoszi ardnyegyenlOség-definicié szerint egy (a;b) szakaszpar akkor arany-
egyenld egy (c;d) szakaszpdrral, ha minden olyan (p;g) természetes szdm-parra, amelyre

() (2) 3)
p-a<q-b ill. p-a=q-b ill. p-a>q-b,
egyben
p-c<q-d ill. p-c=q-d il p-c>q-d.

(b) Mindenekel6tt azt kell észrevenniink, hogy a (2) eset mds természetii, mint az (1), (3) esetek.
Olyan (p;q) szampar, amire p-a < q-b, mindenkor létezik, mégpedig minden p-hez van ilyen g.
Ugyanez vonatkozik a (3) esetre. Az azonban, hogy létezik olyan (p;q), amelyre p-a=gq-b, egyen-
értékll azzal, hogy a és b osszemérhetd.”” A (2) eset tehdt nem-dsszemérheté (a;b) szakaszpdarnal
Liresen” — és ezért automatikusan — teljesiil’', mégpedig fiiggetleniil a (c;d) par megvélasztasatol.

(c) Osszemérheté (a;b) szakaszpdr viszont pontosan akkor ardnyegyenld (c;d)-vel, ha az is
0sszemérhet6 és rdaddsul e két par az elemi értelemben is egyenld ardnyd: van m,ne N 1dgy, hogy

m m ; . ’ £ . PSR IR
a=—-b, c=—-d . Ebben az esetben az ardnyegyenldség valdban ,két ardny egyenldsége”-ként ér-
n n

telmezhetd, minthogy a két szakaszpar ,,ardny” kiilon-kiilon 1étezik és egyenlk egymadssal.

%7 Richard Dedekind (német, 1831-1916) a matematika tobb teriiletén ért el igen jelentds eredményeket
és kezdeményezett nagy horderejii dj irdnyokat. Itt nem foglalkozhatunk az algebrai, az algebrai szdmelméleti és
a halmazelméleti munkdssagaval, a G. Cantor-féle halmazelmélet kifejlesztésében jatszott szerepével, de a valds
szamtest modern szigorisdggal vald folépitése €s annak nagyon hosszu, kiizdelmes eldtorténete az egyik kozponti
targya a jelen fiizeteknek.

% A valés szamtest folépitése kiilonboz6 elméleteirdl és ezek ,.egyenértékiiségérdl” még szolni fogunk
egy késobbi fiizetben.

%“Eza p-a,b szakaszokra alkalmazott arkhimédészi axiéma kovetkezménye: b-nek van olyan g tSbbszo-

rose, amely nagyobb p-a -ndl.

, . a b , . . e
" p-a=qb esetében ui. a=q-—, b= p-—, és minthogy — =—, azért ez a szakasz kozos mértéke a-
p

SIS

a
q
nak €s b-nek; a forditott implikdci6 hasonléan lathaté be.

" Ha p-a=qb,akkor p-c=q-d” azértigaz, mert p-a=qb egyetlen (p;q) pérra sem teljesiil.
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(d) A gorog ardnyelmélet ismertetésében azonban kiilonds hangsullyal igyekeztiink érzékeltetni,
hogy az eudoxoszi ardnyegyenlOoség-fogalom (amely lehetvé tette pl. a geometriai aranyelméletnek a
kiterjesztését azdltal, hogy nem kell figyelembe venni az dsszemérhetetlenség lehetdségét) nem terem-
tett altaldnos ardny-fogalmat. Két szakaszpdr ,,ardnyegyenlosége” ebben a folfogdsban nem azt jelen-
ti, hogy két ,,ardny” egyenld. Két szakasz ardnya énmagdban ui. nem-létezo fogalom.

A Dedekind-elmélet ugyan a valds szamtest folépitéséhez vezet, de alapvetéen geometriai indi-
ték; egyebek mellett arra is irdnyul, hogy az eudoxoszi elméletbdl kiindulva annak éppen ezt a hid-
nyossdgdt szdmolja fel.

(e) Ha a szakaszok specidlisan 0sszemérhetok, akkor persze van ,,ardnyuk”, amely magabdl a
kozos mérték 1étezésébdl adddik, s amelyet egy tortszam jelenit meg: Ha az a, b szakaszok k6zos mér-
téke a d szakasz, vagyis van m,ne N ugy, hogy a=m-d, b=n-d , akkor

a="p" ill. n-a=m-b",
n
és igy
n ill. (m; )
n

az (a;b) par ardnydnak mondhato.

Az egyenlO-aranytsag az 0sszemérhetd rendezett szakaszparok korében nyilvan ekvivalenciare-
l4ci6.”* Az 6sszemérhetd rendezett szakaszparok tehét ekvivalencia-osztalyokba sorolhatdk, amelyeket
tortszdmokkal vagy pozitiv egészekbdl alkotott rendezett parokkal ,,cimkézhetiink™.

2.32 Az eudoxoszi ardnyegyenldség-definicié gondolatkoérében mozogva Dedekind idejében — a
19. szazad utols6 harmadaban, a halmazelmélet sziiletésének koraban — mar természetes volt az a fel-
ismerés, hogy minden (a;b) szakaszpar a pozitiv raciondlis szimok rendezett halmazanak egy két

részhalmazbél 4116 particiéjat’ hozza létre,
Q' =AVEL, ANB=D, A+D, B+, vagyis
A ill. a particié alsé ill. felsé osztdlya, mégpedig igy, hogy
(A;) Minden pozitiv raciondlis szdm eleme az egyik és csakis az egyik osztdlynak,
(A,) egyik osztdly sem iires,
tovabba
(A3) .4 minden eleme kisebb & minden eleménél,
(Ay) £ -nek nincs minimuma (legkisebb eleme).”

A Q™ rendezett halmaz minden ilyen particiéjat Q* egy szeletének fogjuk nevezni.””

Ui.a=p-d=p-

Q|

=P.p.
q

BUi. qga=qpd=pb.

™ Rendezett szakaszpdrokat kell mondanunk; ha az (a;b) par ardnya g, akkor a (b;a) paré %

™ Egy H halmaz valamilyen particiondldsa vagy particidja a halmaznak olyan nem-iires, diszjunkt rész-
halmazokra val6 bontdsa, amelyeknek az egyesitése maga az eredeti halmaz (vagyis mindegyik részhalmazban
van H-elem és H minden eleme eleme ezen részhalmazok koziil pontosan egynek).

’® Ehelyett azt is mondhatnank, hogy .4 -nak nincs maximuma (akkor azt kellene végigvezetni az elméle-
ten); ez csak konvencié kérdése. A lényeg az, hogy nem lehet mindkét osztalynak sz€lso eleme.
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Marmost egy (a;b) szakaszpar ezen a médon generilja Q" egy szeletét:
A={£:p,qu,a2£-b}, Bz{ﬁzp,qu,a<£'b},
q q q q
amit az eudoxoszi elmélet nyelvezetéhez igazodva igy is irhatunk:
AZ{E:p,qu,q-aZP-b}, Z?:{E:p,qu,q-a<p-b}.
q q

2.33 (a) A donté 1épés a forditott kérdés foltevése: Ha (A, ) egy tetszdleges szelete QF -nak,

van-e olyan (a; b) szakaszpdr, amely éppen ezt a szeletet generdlja 2.32 értelmében?

n

tetsz6legesen, a-t pedig igy: a = P b . Ekkora
q

Peu ill. Lep
q q
esetben valéban
a>L.p ill. a<L.p
q q
hiszen
a="p>L.p 1 a="p<L.p,
n q n q
Megjegyzések.1. Természetesen a-t is valaszthatjuk tetszélegesen; akkor b = 4.4 legyen.

2. Vegyiik észre, hogy itt (a; b) 6sszemérhetd szakaszpar.

(c) Az igazi kérdés tehét az, hogy az olyan Q* -szeletet, amelynek als6 osztalydban nincs maxi-
szintén generdljdk-e (a;b) szakaszpdrok? (Ha igen, azok bizonydra nem-osszemérheté szakaszparok
lesznek.) Legyen ismét b tetszdleges szakasz; az a feladat, hogy keressiink hozza alkalmas a szakaszt.
Azért, hogy majd az Osszes szakaszok Osszehasonlithaték legyenek, képzeljiik mindegyiket egy fél-
egyenesre folmérve ugy, hogy a kezddpontok mind egybeesnek a félegyenes kezdépontjaval.

" Valéjaban Dedekind nem a Q+ , hanem a Q alaphalmazon definidlta azt, amit az6ta Dedekind-(féle)

szeletnek neveziink (lasd alabb 2.34). A fogalomkor Q+ -ra alapozott eldzetes bemutatdsat a 2.30-ban emlitett
genetikus bevezetés jegyében valasztottuk.

(Ezzel nem sértjitkk a Dedekind-féle gondolkoddsmédot; Dedekind utdn a szelet fogalmat amugyis kiter-
jesztették tetszdleges rendezett halmazokra.)
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A 2.33a abran a félegyenes folott ill. alatt jeleztiik

v

q

azoknak a 2.b szakaszoknak a jobb oldali végpontjait, |

amiknél £ e 4 ill. £ £. Minthogy az elébbiek halmaza 5 334 4bra
q q

feliilr6l korlatos, azért van legkisebb fels6 korlétja (felsé ha-
tara, szuprémuma); jeloljiik ezt a-val, az 4ltala (mint jobb oldali végpont altal) kijelolt szakaszt pedig
a-val. Ekkor az (a; b) szakaszpar val6ban a megadott szeletet generdlja:

asP.y [264 s a<l o [ﬁegj.
q q q q

Megjegyzések. 1. Itt is igaz, hogy a-t is vélaszthatjuk tetszdlegesen; akkor b = 4.4 legyen.

2. Vegyiik észre, hogy itt (a; b) nem-0sszemérhetd szakaszpar.

(d) Dedekind nem a szuprémum létezésére timaszkodott az egyenesre vonatkozélag’®, hanem
ennek egy masik — ekvivalens — megfogalmazasara, amit Dedekind-féle folytonossdgi axiomdnak ne-
veziink: Ha egy egyenes pontjait két (nem iires”’) osztdlyba soroljuk 1igy, hogy az elsé osztdly minden
eleme balra van a mdsodik osztdly minden pontjdtol, akkor létezik egy és csakis egy pont, amely ezt a
kettéosztdst generdlja (azéltal, hogy ez a pont vagy az elsé osztdly szE€ls6 jobb, vagy a masodik osztaly
széls6 bal pontja).™’

Ez az axioma lényegében a rendezett ponthalmazként tekintett egyenesnek a hézagmentességét
mondja ki (vagyis azt, hogy ennek a halmaznak nincs olyan két részhalmazza vald partici6ja, hogy
egyik részhalmaznak sincs sz€lsé pontja). Ez fontos eleme az ,.egyenes”-rol alkotott elképzelésiink-
nek, s ennek megfeleléen ez vagy valamely ezzel egyenértékii axidma integrans része az euklidészi
geometria minden mai, korszerti axidmarendszerének. (Ekvivalens pl. a Cantor-axiémaval.)

A mai sz6hasznélatban ez nem ,,folytonossdgi”’, hanem ,.teljességi” axiéma.

Euklidésznél és az egész gordg matematikdban azonban — ahol a geometria folépitésében még
keveredtek a szigortian axiomatikus és a naivan a szemléletre tdimaszkodo eszk6zok — nem mertilt fel
annak sziikségessége, hogy ezt axiomaként rogzitsék. Mégis torténtek kisérletek ennek az elképzelés-
nek legaldbb a megfogalmazdsdra. Arisztotelész példaul a Fizika cimli mlivében (227a, 11-12) igy ir:
,»Azt mondom azonban, hogy valami 6sszefiiggd, ha két egymassal érintkez6é részének a hatdra min-
denkor egybeesik [...]”."'

78 Vagyis pontosan: arra, hogy az egyenes — mint rendezett halmaz — barmely nem-iires, feliilrél korlatos
részhalmazanak van legkisebb fels6 korlatja.

" Ez a megszoritas nem szerepelt Dedekind eredeti szovegében, de 6 nyilvanvaléan igy értette.

% Az Elemek-ben két vonal metszéspontjanak létezése konkrét szituacikban (pl. Elemek 1.1, 1.21) nincs
axiomatikusan megalapozva, dltaldban a topoldgiai viszonyok (pl. idom belsé része, hatara, komplementuma és
annak bels6 része és hatdra) nincsenek kidolgozva. A Dedekind-féle folytonossagi axidma inditéka az ilyen hid-
nyok megsziintetése volt. Lasd a 2F.14 feladatot!

81 Erdekes és karakterisztikus, hogy itt f5l sem meriil az a lehetdség, hogy a részek valamelyikének nincs
is hatdra (mint példdul egy nyilt intervallumnak a geometridban, vagy az aritmetikdban azon (potiziv) tortsza-
mok halmazanak, amelyeknek a négyzete kisebb 2-nél). A topoldgiai nézdpont hidnya az egyik jellegzetessége
nemcsak a gorog matematikanak, hanemkés6bbi nagy korszakok matematikdjanak is egészen a 19. szazadig.

Egyébként nagyjabdl hasonld értelmti megfogalmazdsi probalkozasokat késébbi korokbdl is ismeriink;
ezek a 19. szdzad eldtt inkdbb filozofiai jellegiiek, még ha matematikai miivekben szerepelnek is. Példaul Leib-
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2.34 Most mar az ,,igazi”, a Q alaphalmazra vonatkozé Dedekind-szelet-fogalommal folytat-
juk.®> A fogalomépités mintéjat 2.32-ben taldljuk.
(a) Definicio. A rendezett Q halmaz egy szelete (Dedekind-szelete) Q-nak egy két részhalmaz-
bdl all6 particidja hozza létre,
Q=AVEB, ANBL=0, A+, B+, vagyis

A ill. a particié alsé ill. felsé osztdlya, mégpedig gy, hogy

(D;) Minden raciondlis szdm eleme az egyik és csakis az egyik osztdlynak,

(Dy) egyik osztdly sem iires,

(D3) .4 minden eleme kisebb & minden eleménél,

(Dy) & -nek nincs minimuma (legkisebb eleme).™

(b) Megjegyzés. A ,pozitiv” szeletek™ egy-egyértelmilen megfelelnek a szakaszparoknak, a
2.32-2.33 alatt leirt értelemben.

(c) Az 1. ill. 2. tipusii szelet értelmezését kiterjeszthetjiik R -re: Igy nevezziik azokat a szelete-
ket, amelyeknek az alsé osztalydban van ill. nincs maximaélis elem.

(d) Megjegyzés. Az R -et, amely itt még csak puszta (nem struktiralt) halmaz, az elmélet azutan
a valés szamtest alaphalmazdva teszi azdltal, hogy az ehhez sziikséges struktiirdkkal latja el. Ennek a
hosszu ttnak csak két kezdd 1épését, a rendezés €s az Osszeadds bevezetését mutatjuk most be.

2.35 (a) Az R halmaznak van egy természetes rendezése:
(A, B)=<(C,D),ha BNC +#D,
ahol & és C kozos eleme akdr (de persze csak akkor, ha (£, 2) 1. tipusu szelet) € maximalis ele-
me is lehet (1. a 2.35a szimbolikus abrat).

A B A B
Q* Q*
c D Iz D
2.35a 4bra

Ez a relaci6 valéban aszimmetrikus és tranzitiv.

(b) A Q 0O-szelete az, amelynek a fels6 ill. alsé osztdlya a pozitiv ill. nem-pozitiv raciondlis sza-
mok halmaza. (Ez a szelet 1. tipusu; az alsé osztdly maximadlis eleme a 0.)

(c) Pozitiv ill. negativ szeleteknek nevezhetjiik azokat, amelyek (a) szerint nagyobbak ill. kiseb-
bek a 0-szeletnél.

niz altaldnosabban foltételezte, hogy egy olyan ,.folytonos vonal”, amely ,.egy feliilet valamely részén és azon
kiviil is” halad, metszi ennek a résznek a hatdrat. (A mai topolégiai felfogds szerint — azon til, hogy a ,.feliilet”,
Hfeliilet része”, ,hatar”, ,,vonal”, ,.folytonos vonal” fogalmakat fol kell épiteni — azt is fol kell tételezni, hogy a
feliilet” valamilyen joldefinidlt értelemben Osszefiiggd.)

%2 Dedekind azaltal, hogy nem a pozitiv, hanem az Gsszes raciondlis szamok halmazabél indult ki, val6ja-
ban eltavolodott az elmélet geometriai hatterétdl (annak érdekében, hogy ne csak a pozitiv, hanem az &sszes va-
16s szamok rendszerét épithesse fol). Ez azonban nem csorbitja azt a tényt, hogy az elmélet valédi inditéka és in-
spirdléja az Eudoxosz-féle aranyelmélet — és annak elégtelensége — volt.

% Ehelyett azt is mondhatnank, hogy .4 -nak nincs maximuma (akkor azt kellene végigvezetni az elméle-
ten); ez csak konvencié kérdése. A lényeg az, hogy nem lehet mindkét osztalynak sz€lso eleme.

% Igy nevezhetjiik azokat a szeleteket, amelyeknek az alsé osztalyaban van pozitiv racionalis sz4m.
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(d) Az (a) alatti rendezés azért ,természetes”’, mert az R alaphalmaznak azt a részhalmazat,
amely az 1. tipusu szeleteket tartalmazza, rendezésizomorf médon megfelelteti Q -nak:

1. tipusu (A, ) és (C, D) szeletekre (A, 5)=<(C, D) akkor és csak akkor, ha .4 maxima-
lis eleme kisebb, mint ¢ maximalis eleme a Q természetes rendezésében.

Az R rendezett halmaz tehdt a Q rendezett halmaz kiterjesztése.

2.36 Innen az a felismerés vezet tovabb a valds szamtesthez, hogy @Q tobbi struktirdja is kiter-
jeszthetd R -re. Itt azokrdl az algebrai struktirdkrdl van sz6, amelyek lehetévé teszik a miiveleteket.
Ezt egyetlen — a legegyszeriibb — példan, az sszeadds példdjan érzékeltetjiik.

Definicio. Legyen (A, B),(C,D)e R. Ekkor (A, 5) és (C,D) dsszegén azt az (&, F ) sze-
letet értjiik, amelyre

F ={f+0: pe 5,0 D}, £=Q\ F.
L. a 2F.13(b) feladatot. (Konnyli igazolni, hogy valéban (&, #)e R és hogy ez az ,,0sszeadas”-
miivelet kommutativ, asszociativ és kompatibilis a rendezéssel.)

2.37 (a) Leroviditve és tomoritve megfogalmazzuk, hogy miként irta le maga Dedekind az irra-
ciondlis szdmokrol sz616 miivében® a valds szdmtest megteremtésének elvi vezérfonalit.

1. A raciondlis szdmok rendezett testet alkotnak.®® Ez a mondat azt emeli ki, hogy a raciondlis
szamtest Osszetett struktiira: rendezés és algebrai struktira egyiittese, amelyet kompatibilitdsi feltéte-
lek kapcsolnak ossze.”’

2. A raciondlis szamtest kibOvitése a valds szamtestté az elsd 1épésben csak a rendezés kiterjesz-
tésével torténik; a masodik 1épés: az algebrai struktirdk (roviden: a miiveletek) kiterjesztése.

3. Két kiilonb6zd raciondlis szdm kozott, tovabba barmely raciondlis szdm folott és alatt is vég-
telen sok kiilonb6zo raciondlis szdm van.

4. Minden r raciondlis szdm két — k6z0s elem nélkiili — részre bontja a raciondlis szdmok rende-

zett halmazat: az r alatti szamok A és az r folottiek B osztdlydra; magdt az r-et akar A-hoz, akar B-hez
csatolhatjuk, s akkor r az A legnagyobb ill. a B legkisebb eleme. Mindenképpen a raciondlis szamok
rendezett halmazdnak olyan kettébontdsat nyerjiik, hogy egyik rész sem iires, és A minden eleme

kisebb B minden eleménél.
Egy ilyen (A, Z) pért a raciondlis szamok rendezett halmaza egy szeletének nevezziik.*® A sze-
let fogalmat tetszoleges rendezett halmazra — mint alaphalmazra — is 4tvihetjiik.*

8 Stetigkeit und irrationale Zahlen (,JFolytonossag és irraciondlis szamok™), 1872. (A ,folytonossag” itt
nem fiiggvény-folytonossagot jelent, hanem — a mai sz6haszndlattal — egy rendezett halmaz teljességét.)

% A szdmtest fogalmanak megalkotdsat maga Dedekind kezdeményezte, és tdle szarmazik az elnevezés
is (németiil: Zahlkorper). (A fest szoval azt a ,.teljességet és zartsdgot” akarta kifejezni, amely abban nyilvanul
meg, hogy az aritmetikai miiveletek korldtlanul értelmezhet6k — a nulldval val6 osztés kivételével — és nem ve-
zetnek ki ebbdl a korbol.)

%7 Altaldban a struktirdkban valé gondolkoddst, amely az 1870-es évektSl kezdve fokozatosan tért hodi-
tott €s az egész matematika egyik legfontosabb alapelvévé valt (nem csak az absztrakt algebrdban), jelentds rész-
ben Dedekind kezdeményezései inditottak el.

88 A szelet fogalma és elnevezése (németiil: Schnitt, ami magyarul: metszet, szétvagds) szintén Dedekind
alkotésa.

% Ez azért lehetséges, mert a raciondlis szdmok szeleteinek a definici6ja is csak a rendezési struktdrat
haszndlja (az algebrai struktiirdt egyaltalan nem).
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5. Az egyenes (mint rendezett ponthalmaz) szokdsos — és hagyoményos — elképzelése €s a raci-
ondlis szamhalmaz kozotti nem-megfelelésnek két — egymassal 6sszefiiggd — aspektusa van:

* A raciondlis szimok rendezett halmaza — egy O-pont és egy 1-pontkijelolése utdn — egy-egyér-
telmiien és rendezéshiien megfeleltethetd az egyenes pontjai valamely részhalmazdnak, de semmikép-
pen sem a teljes egyenesnek.

* Az egyenesnek, mint rendezett halmaznak minden pontja ennek a halmaznak egy szeletét ge-
neralja’, ugyanez érvényes a raciondlis szamok rendezett halmazanak minden elemére.

Ennek a forditottja azonban — vagyis az, hogy minden szeletet az alaphalmaz valamely pontja
generdl — bar igaz az egyenesre, nem igaz a raciondlis szdmok rendezett halmazéra. (Az egyenes, mint
rendezett ponthalmaz ,,folytonos”, ,,hézagmentes”, ,,0sszefliggd”, mig a racionalisok rendezett halma-
Za nem az.)

6. Ez az aszimmetria arra késztet benniinket, hogy a raciondlis szdmok rendezett halmazat ki-
bovitsiik azokkal a szeletekkel, amelyeknek nincs generdld eleme, és erre a bovebb halmazra igy ter-
jesztjiik ki a raciondlisok rendezését: Ha (.4, &) a raciondlis szimok rendezett halmazanak egy gene-
ralé elem nélkiili szelete, tovabbad re 4 és s€ &, akkor r< (A, 5)<s.

7. Azt a ,stilushibat”, hogy a kibdvitett rendezett halmaznak ,kétféle” eleme van (szamok és
szeletek) gy sziintethetjilkk meg, hogy a raciondlis szdmokat is az ltaluk generalt szeletekkel reprezen-
taljuk.” Tlymédon egységesen a raciondlis szamok rendezett halmaza szeleteinek rendezett halmaza-
ként nyerjiik a val6s szimok halmazat, amelybe a raciondlisok rendezett halmaza rendezéshtien be van

A valos szamok rendezett halmaza

A racionalis szamok A racionalis szamok
A racionalis sza- rendezett halmaza rendezett halmaza
mok rendezett < > generdl6 elemes generdl6 elem nélkiili
halmaza szeleteinek halmaza szeleteinek halmaza
(,,raciondlis szamok™) (,,irraciondlis szdmok™)
2.37a dbra

dgyazva. (A 2.37a szimbolikus dbrédn a kétirdnyu nyil egy-egy értelmi, rendezéstarté megfeleltetést je-
lent.)92

2.38 (a) Nem célunk itt a valds szdmtest teljes folépitése, de ennyit el kellet mondanunk, hogy
megfogalmazhassuk azt a torténetileg relevdns kérdést, amely a Dedekind-elmélet és az Eudoxosz-el-
mélet szoros Osszefiiggése alapjan a legtermészetesebben meriil fel.

Az Eudoxosz-elmélet annak a megraz6 vélsagnak, amely a Pitagoreusok idején az 6sszemérhe-
tetlenség folfedezése nyoman tdmadt, tulajdonképpen nem a megolddsdt, hanem a megkeriilésének a
korlatozott — de a korlatai kozott nagyon termékeny — lehetéségét nytjtotta. A Dedekind-elmélet vi-

% Persze az egyértelmiiség érdekében célszerii megéllapodni abban, hogy a generdld elemet mindig az al-
s6 vagy mindig a fels6 osztilyhoz csatoljuk-e.

! Ezt a rendezésizomorfia alapjan tehetjiik meg.

%2 Dedekind eleinte nem magukat a 2. tipusu szeleteket tekintette az dj objektumoknak; Stetigkeit und ir-
tionale Zahlen c. konyvének (1. 2.37(a)) 13. oldaldn csupén azt irja, hogy ezek a szeletek Uj (irraciondlis) szdmo-
kat definidlnak (?). (Erdekes, hogy még a 19. szdzad utolsé harmadaban is visszariadt egy ilyen nagy formatumd
matematikus ettél az absztrakcids 1€péstdl; ez tehat nem lehet , kis 1épés”.) Heinrich Weber (1842-1913), a sok-
oldald, termékeny matematikus, egy Dedekindhez intézett levelében viszont azon a véleményen volt, hogy ,,az
irraciondlis szdm semmi egyéb, mint maga a szelet”! Ez felel meg a modern, ma is érvényes felfogdsnak.
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szont a valds szdmtest megteremtésével a 2600 év eldtti valsag tényleges felolddsdt hozta el. Ha mér-
most az utébbit az elébbitdl csak néhany kisebb 1épés vilasztja el (ezt is prébaltuk az elobbi szaka-
szokban a szoros kapcsolat bemutatdsaval érzékeltetni), akkor miért varatott magara 2300 évig?

(b) A magyardzatot abban taldlhatjuk meg, hogy valdjaban mégsem kis 1épésekrdl van sz, ha-
nem olyanokr6l, amelyek az egész matematika-tudomanynak mélyrehaté metamorfézisat jelzik. Itt
csak néhdny szempontbdl igyeksziink erre ravildgitani.

* A Dedekind-elmélet nem csak egyes objektumokkal (példdul tortszdmokkal) operal, hanem

ilyenek halmazaival és ezek részhalmazaival (mint példdaul a Q és a Q% és ezeknek sokféleképpen
két részhalmazra bontasa).

* A tekintett halmazok: struktdralt halmazok, vagyis alaphalmazok, amelyeket struktirikkal
(rendezéssel, algebrai struktirdkkal stb.) ruhdzunk fel.

* A halmazok és strukturdlt halmazok 6néllé objektumokkd valnak, amelyekbdl ismét (struktui-
ralt) halmazok szdrmaznak: A Dedekind-elméletben példaul a szeleteknek nevezett rendezett halmaz-
péarok™, majd késébb valés szamokbdl, vagyis ilyen szeletekbé] alkotott halmazok stb.

A Dedekind-elmélet tehit abba a nagy dramlatba tartozik, amely a 19. szdzad 70-es éveiben
bontakozott ki, vezéralakja G. Cantor volt, és amelyet ma roviden halmazelméleti irdnyzatnak mon-
dunk. Ez gyokeresen valtoztatta meg a matematika egész tudomdnyénak a jellegét. Nem ,,néhdny kis
1épés” az, ami az Eudoxosz-Dedekind-dtmenetet jelenti (bar a kdzvetlen eszmei kapcsolat a kettd ko-
zott nyilvanvalo)!

(c) A val6s szamtest felépitésének, problémajat egyébként nagyjabdl ugyanezekben az években
tobb médon is megoldottak, ennek a korszakfordité dramlatnak a sodrdban. (Az egyik valtozat magé-
t6l Cantortdl szarmazik.) Ezekre vissza fogunk térni késdbbi fiizetekben. Bar ezek a konkrét eljarasok-
ban lényegesen kiilonboznek egymastdl, a (b) alatt emlitett altaldnos sajatossdgokban lényegében meg-
egyeznek. Nyilvanvald, hogy a valés szam problémaja olyan természetii, hogy a gordg tradicion épiild
— és ezen az alapon 2000 éven 4t akdrmilyen hatalmasan fejlédé — matematika nem oldhatta meg. Itt
tehdt nem egyszeriien egy Uj, nagy jelentoségii folfedezés tortént egy meglévo tudomdnyban; magdnak
a tudomdnynak kellett gyokeresen dtalakulnia ahhoz, hogy ez az eredmény létrejohessen.

2.39 (a) A Dedekind-elmélettel kapcsolatos dttekintés lezardsaként még arrdl kell szélnunk,
hogy miképpen teljesedik ki ebben az elméletben annak a mértékgeometriai problémanak a megolddsa
(mégpedig az eudoxoszi gondolkodast kovetkezetesen folytatva és tovabbfejlesztve), amely az eudo-
xoszi ardnyegyenldség-elméletet indukalta, de amelyet az az elmélet még nem megoldani, csak — bar
zsenidlisan — megkeriilni tudott.

(b) Egy pozitiv szelethez, vagyis egy x pozitiv valés szdmhoz, végtelen sok (a;b) szakaszpar

tartozik a 2.32-2.33-beli értelemben tgy, hogy

% Rendezett parok (ti. szakaszpdrok és természetes-szam-parok) tulajdonképpen mér az Eudoxosz-elmé-
letben is szerepet jdtszanak (nem az eredeti terminoldgidban, hanem a mai felfogdst visszavetitve). Itt azonban
magasabb szintli objektumokbdl, ti. az eredeti objektumokbdl (pl. szamokbol) alkotott halmazokrél és az azok-
bdl alkotott parokrdl van sz6, amelyek azutan ismét magasabb rendii objektumokként magasabbrendii halmazo-
kat alkotnak stb.
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. ’ .. £ " m . . .. £ " .o
1. mindezek a parok 0sszemérhetdk; x = — valamely | 1. egyik par sem Osszemérhetd; az x pozitiv
n

m valds szam irracionalis; ez a szam az a mér-
(m,n)e N parra; mindegyik parra a=—-b; ez a| , , L . ) .
’ parra, ey p n tékszdmaként értelmezhetd a mindenkori b-

szam az a mértékszama (az elemi értelemben) minde-
gyik parbél az a-nak a megfeleld b-re nézve,

ha a szelet 1. tipusu; ha a szelet 2. tipusu;
2. az a és a b szerepében egyarant minden szakasz el6fordul.

re nézve (mindegyik parban),

(c) Ha az ebben az értelemben ekvivalens — vagyis ugyanahhoz a szelethez tartozé — (a; b) sza-

kaszpdrok mdésodik tagjat rogzitjiik, akkor abban a kontextusban az egyszertiisitett — hallgatélagosan
,.kOozmegegyezéses” — beszédben nem kell a b-t Ujra meg djra emliteniink, hanem réviden ,,az a sza-
kasz hosszardl” sz6lunk, ami egy puszta (pozitiv valds) szam.

2.40 Az iskolai matematika azt a hamis, leegyszerisitd és torzité képet sugallja specidlisan a
szakaszmérés és dltaldnosan a valds szdm problematikdjdr6l, hogy minden szakasznak eleve ,kell,
hogy legyen” szamszerli hossza, minden idomnak szamszeru teriilete stb. Ebben 6si, a gérog matema-
tikat is megel6z6, matematikailag naiv elképzelések (vagy inkabb kivansdgok?) élnek tovabb. (Ez a
nagyon tradiciondlis kép még az egyetemi tanulmédnyok utdn is erdteljesen tovdbb él a tandrokban,
akik azutdn nemzedékrél-nemzedékre tovabb orokitik.) Taldn ellensilyozhatja ezt a tudatunkban, ha
valamennyire megismerjiik a fentiekben érzékeltetett hatalmas torténelmi {vet, tartalmi fejlédést, ab-
sztrakcids szintemelkedést és 2000 éves aprolékos, szertedgazd, kiizdelmes €s rengeteg tévedéssel és
zsakutcaval terhelt kutaté munkat a technikai részletekben (amirdl a 4. fiizetben bévebben lesz sz0).

2F Feladatok

2F.1 Bizonyitsa be: Egy hiromszig nem lehet egybevagé egy valédi-rész-haromszoggel!™*

(Utmutatds. Egy haromszog maximalis oldaldval egybevagd szakasz nem helyezhetd el a harom-
szogben tgy, hogy minden belsé pontja a hdromszognek is belsd pontja legyen. Ennek bizonyitdsdhoz
pedig eldszor azt lassa be, hogy egy ABC haromszog barmely AD transzverzalisa — vagyis az A-t a BC
szakasz valamely D bels6 pontjaval 6sszekotd szakasz — kisebb az AB, AC szakaszok maximuméanal.)

2F.2 A 2F.2a édbra a 6. axiémat illusztrdlja egy
konkrét szitudcidban, az ,,egyenldség” és a ,,felezés” va-
lamely konkrét értelmezése mellett. Fogalmazza meg
szavakban és indokolja is, hogy mi ez a szituicid, mik
ezek az értelmezések, és mi a kapcsolat a 6. axiéméaval!

2F.2a abra

% A feladat egy inditékat a 2.3, 2.5 szakaszokban taldlhatjuk meg. Természetesen szintetikus geometriai
bizonyitast kivanunk, hiszen a mértékgeometridban nyilvanvaldan igaz az 4llitds. (Miért is?) A feladat alkalmas
rd, hogy atérezziik, mennyivel bonyolultabb lehet pl. annak a bizonyitdsa, hogy egy haromszdg nem is lehet at-
darabolhat6 egy valddi-rész-hdromszogbe. Val6jdban annak a tételnek egy nagyon specidlis esetérdl van szo,
hogy egy sokszog nem lehet atdarabolhatéan egyenld egy valddi-rész-sokszoggel. Egy masik specidlis esettel a
3. fiizet feladat-részében foglalkozunk részletesen: Kiilonb6z6 nlgyzetek nem lehetnek atdarabolhatéan egyenlék
(3F.15).
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2F.3 (a) Bizonyitsa be, hogy az ABCD, AEFG paralelogrammak (2F.3a dbra) atdarabolhatéan
egyenlék! (G a DC szakasz felezépontja, H pedig az AG szakasz felezépontja; AE || HB.)

2F.3b dbra

E 2F.3a abra

Utmutatds. Ne torekedjen egy
kozvetlen dtdarabolds megaddsiara, hanem mutassa ki, hogy a két paralelogramma kozvetve
atdarabolhatéan egyenld!

(b) 2.3 alatt bizonyitas nélkiil emlitettiik, hogy a 2F.3b dbran megjelolt — a nagy haromszog két
kiilonbdzo sulyvonala altal 1étrehozott — rész-hdromszogek atdarabolhatéan egyenlok.

Bizonyitsa be ezt az allitast!

Utmutatds. Haszndlja fol (a) eredményét! (Hogyan illeszthetd be a 2F.3b dbra a 2F.3a dbriba?)

2F.4 Hogyan — milyen jelentés-valtozatokban ill. kombinacidkban — alkalmazza Euklidész az
Elemek 1. 36 és 1. 37 tételeinek bizonyitdsaindl a paralelogrammak ,,egyenléségét”?

2F.5 (a) Bizonyitsa be: Két sokszdg kiegészitéssel-dtdarabolhatd, ha dtdarabolhatok hozzdvéte-
le iitjdn kiegészitéssel-dtdarabolhatdkkd teheték.” (Ezzel 2.7(a) alatt taldlkoztunk, az Elemek egy téte-
le bizonyitdsdnak elemzésénél.)

(c) Igaz-e ez is: Két sokszog kiegészitéssel-dtdarabolhato, ha dtdarabolhatok elvétele iitjdan kie-
gészitéssel-dtdarabolhatokkd tehetok ?

2F.6 (a) Vizsgélja meg a 2F.6a 4dbrat. Hogyan lehet ezt a kon-
figuraciot ,.folépiteni”, vagyis milyen sorrendben lehet az egyes
egyenes szakaszokat megszerkeszteni?

(b) Bizonyitsa be: Ezen az dbran a vastag — folytonos ill. szag-
gatott — vonalakkal jelzett paralelogrammak ,teriiletegyenlok™ (mi-
lyen értelemben?)!

2F.7 (a) Hogyan épithet6 fol a 2F.7a dbra?

(b) Bizonyitsa be, hogy a két satirozott idom ,,terii-
letegyenld” (milyen értelemben?)!

(c) Van-e ebben jelentdsége a pontozva rajzolt 4tl6-
nak?

(Ha nincs, mi az ,,igazi” 4bra, és hogyan szdl az alta-
lanos felismerés?) 2F.7a dbra

2F.8 Bizonyitsa be 2.17 mintajara: Az ugyanazon magassdgu paralelogrammdk 1igy ardnylanak
egymdshoz, mint az alapjaik.

2F.9 A mértékgeometridban egy ABC hdromszog szamszer( teriilete az

% V. 6. akieg. 4tdarabolhatdsdg definiciGjaval (2.1 (2)).
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1 1 1
E-IABI-ImC l, ?IACI-ImB l, E-IBCI-ImAI
képletek barmelyikével szdmithatd. Bizonyitsa be — a 2.7(a) alatti tétel folhasznaldsidval —, hogy
1 1
—1ABl-Imc1==-1AC|-1mg .
2 mel=y B

(Hivatkozni kell arra, hogy kiegészitve-atdaraboldssal egyenld sokszogek szamszeriien is egyen-
16k.)

2F.10 Bizonyitsa be: Ha a és b dsszemérhetd szakaszok, a’ és b’ dsszemérhetd szakaszok, és

< <
p-a[z}q-b:pm/(z}qb’ (p,qe N), akkor létezik (m,ne N) iigy, hogy m-a=n-b, m-a’=n-b’.
> >

(Szavakban: Ha a mondott dsszemérhetdségi feltételek mellett a két szakaszpar egyenld ardnyu az eu-
doxoszi értelemben, akkor az elemi értelemben is az. V. 6. 2.15.)

2F.11 ,Ko6ztudott dolog”, hogy a szabdlyos 6tszogeknél megvaldsul az aranymetszés: Barmely
atl6 barmely 6t belsé pontban metszé madsik 4tlét olyan ardnyban osztja, hogy az 4tlé dgy ardnylik a
nagyobbik részhez, mint a nagyobbik rész a kisebbikhez.

Tanulményozza a szabdlyos 6tszogrol sz616 1.15 és az aranymetszésrol sz6l6 2.26 szakaszokat;
azutin dolgozza ki és rja le a kdvetkez6 Osszefiiggéseket.

(a) A szabdlyos 6tszognél megvaldsul az aranymetszés a(a — x) = X2 Osszefliggése a kovetkezd
szereposztasban: a =dy, x =5y (d( aszabdlyos 6tszdg atléja, sy pedig az oldala).

(b) Az (a) alatti mdsodfoku egyenletnek az iskolai matematika appardtusival valé vizsgélata azt

. dy . L
mutatja, hogy a =0 viszony irraciondlis.

50

(c) Ezen apparatus nélkiil is megkaphatjuk ezt az eredményt, pl. ha megteremtjiik a kapcsolatot

azzal a ténnyel (amelyet elemi eszkdzokkel bizonyitsunk is be), hogy egy pozitiv raciondlis r szdmra

nem lehet r2 —-r=1.

2F.12 Alkossa meg az y2 =2px egyenletl parabola ( p >0 a paraméter fele) pontonkénti szer-
kesztését a gnomdén-mddszerrel, analdgidban a 2.28-ban leirt eljarassal!

2F.13 (a) Bizonyitsa be, hogy tetszbéleges a, b szakaszokra a mértékszdma b-re nézve és b
mértékszama a-re nézve egymds reciprokai!
(b) Igazolja, hogy a két Dedekind-szelet 6sszegének 2.36 alatti definicidja ,.értelmes”, vagyis

hogy az ott definidlt (£, /) par valéban Dedekind-szelet a Q-n!

2F.14 (a) Olvassa at ujbol a 2.33 szakaszt, és értelmezze a Dedekind-féle folytonossigi axioma
allitasat az R-re vonatkoztatva:

Ha a Q Dedekind-szeleteit két (nem-iires) osztdlyba soroljuk iigy, hogy az elsé osztdly minden

eleme balra van a mdsodik osztdly minden elemétdl (ldsd 2.35), akkor létezik egy és csakis egy szelet,
amely ezt a kettéosztdst generdlja (azéltal, hogy ez a pont vagy az alsé szeletek legnagyobbja vagy a
felsd szeletek legkisebbje)!
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(b) Bizonyitsa be ezt az allitast!”®

2F.15 (a) Bizonyitsa be, hogy egy kor valamely bels6 és valamely kiils6é pontjahoz illeszkedd
egyenesnek vagy korivnek van k6zos pontja a kdrvonallal!

(b) Bizonyitsa be, hogy egy hdromszog valamely belsd és valamely kiilsé pontjdhoz illeszkedd
egyenesnek vagy korivnek van k6zos pontja a kdrvonallal!

(c) Tanulmanyozza az Elemek 1. 1, 1. 21 tételeinek bizonyitasat! Hol hasznélja fel Euklidész
— hallgatélagosan — az (a) és (b) alatti allitdsokat?

2F.16 (a) Bizonyitsa be az eudoxoszi aranyelmélet keretében (de a mai szimbolikaval):

Ha egy a, b pdr és egy c, d pdr egyardnt ardnyegyenlé ugyanazzal az e, f pdrral, akkor egymds-
sal is ardnyegyenlok.

(b) Sziikséges-e itt, hogy a harom par egyazon értéktartomdnybdl vald legyen (vagyis hogy csak
szakaszparokrol, vagy csak idomparokrél, vagy csak természetes szam-parokrdl stb. legyen sz6)?

(c) Ez a bizonyitas hdrom képletsorban, szoveg nélkiil leirhaté. Az Elemek-ben (V. 11) azonban
egy teljes konyvoldalra terjed ki a bizonyitds (dbrdval). Tanulmanyozza Euklidész bizonyitdsit. Mi
okozza ezt a feltin6 terjedelem-kiilonbséget?

2F.17 (a) Legyen AB = BC (2F.17a abra; f az e, g parhuzamosok felez6vonala). Bizonyitsa be,
hogy az ABD, BCD haromszogek atdarabolhatéan egyenlok! (Hasznélja fel az dtdarabolhat6sag tranzi-
tivitdsat.)

A B C D F G H
2F.17a 4bra 2F.17b é4bra

(b) Tanulmanyozza djbodl a 2.8, 2.17 szakaszokat!
(c) Bizonyitsa be, hogy a 2F.17b dbran — ahol
AB=BC=CD=FG=GH -

az ADE, FHI haromszdgek ,,ardnya” abban az értelemben 3:2 (a szintetikus geometriai fogalomkor-
ben), hogy létezik véges sok haromszog, amelyekbdl mindkettd kirakhaté tgy, hogy ezek mindegyiké-
bdl ADE-ben hiarom, FHI-ben pedig két példany van.

(d) Mi a lényeges fogalom-szerkezeti eltérés két idomnak a (c)-ben kifejezett kapcsolata és két
szakasz azon kapcsolata kozott, hogy az ardnyuk 3:2 ? ® @)

Y

(o)

2F.18 (a) Ertelmezze a 2F.18 dbrat, amely azt
mutatja be, hogy az (a), (y) idomok azért, mert ugyan-
azzal a (P) idommal édtdarabolhatéan egyenlOk, egy-  op (84 4bra  2F.18a4bra  2F.18a 4bra
massal is dtdarabolhatéan egyenldk!

(b) Mi lehet az alapgondolata az dtdarabolhatésdg tranzitivitdsa 4ltaldnos bizonyitdsdnak?

% Ezzel — a mai elfogadott kifejezéssel — az R teljességét bizonyitjuk be.



