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0. El6sz6

0.1 Mindenekel6tt a matematika-torténet barmiféle bemutatdsanak két koncepciondlis sajatossa-
gat emlitjiik meg, hogy ezek tekintetében karakterizalhassuk a kurzusunkat.

(a) A matematika-torténeti irodalom sokféle ,,miifaj”-ban jelenik meg: A monografikus, kimon-
dottan kutatdsi eredményeket koz16 publikdcidktdl a szakmailag igényes ,,masodlagos” ismertetd mii-
veken 4t a konnyed népszertiisitd irodalomig sok fokozata, valtozata és 4tmenete van ennek.

Az itt valasztott mtfaj az eszmetorténet. Ez azt jelenti, hogy egy-egy ,.eszmét” — alapgondola-
tot, korszakokon étiveld alapproblémat, nagy fogalom-fejlddési ivet — kovetiink évezredes valtozasai-
ban (beleértve a fejlédési visszaeséseket, zsdkutcdkat is). Minthogy pedig a kovetkezd alapeszménél
mindig ujra a kezdetektdl indulunk el, azért ez azt is magdval hozza, hogy az egész anyag nem egyet-
len, linedris kronoldgiai {vbe rendezddik. Ezért ezeknek az iveknek a fokozatos egymasra rakédasabol
alakulhat ki egy atfogé torténeti kép.

(b) Egy egy-féléves, kétoras kurzus rendkiviil szlik keretei kdzott csakis valamilyen erdteljes vé-
logatéssal lehet egy ennyire gazdag teriiletet akdar csak megkozelitdleg bemutatni. Kivanatos pesze,
hogy a valogatds elvszeriien torténjék. Ezen kurzus vezérld ,,eszméit” egy olyan specidlis principium
alapjan vdlasztottuk, amely a matematikatanar-képzésnek — tulajdonképpen magénak az iskolai mate-
matikdnak — egy fontos, de elhanyagolt aspektusdhoz igazodik.

Az iskolai matematikdban — az egész vildgon, nagyjabdl hasonléan — sok olyan kovetkezetlen-
ség, logikai hézag, fogalmi zavar van jelen, amelynek nagyon messzire visszanyulo torténeti gyokerei
vannak. Itt évszazadok 6ta megkovesedett, nagyon erds tradicidkrdl, hallgatélagos konvenciokrél van
sz6. (Az oktatds sok résztvevéje nincs is ennek tudatiban.') Az emlitett principium méarmost az, hogy
éppen ilyen, nagy torténeti folyamatokrdl sz6ljon az anyag egy-egy fejezete.”

Ez tehét a f6 vonal, de ennek csomépontjainak kornyezetében, egyes személyekkel, egyes té-
makkal, a korszak egyes jellemzdivel kapcsolatban persze mds természetii dolgok is széba keriilhetnek
(a torzsszovegben és a labjegyzetekben egyarant).

(c) Az anyagban sok olyan ismeretanyag €s értékelés van, amely a kurrens irodalomban vagy
egyéltaldn nem, vagy nem ennyire pregndnsan, vagy csak nehezen Osszeszedhetd, szétszort részletek-
ben taldlhaté meg.

0.2 Matematika-tandroknak és leendd matematika-tandroknak egyardnt van egy természetes igé-
nye: Szeretnének olyan matematika-torténeti példakat, régi korok feladatait ill. ma is kurrens feladatok
régi megoldasait, érdekességeket, anekdotikus részleteket megismerni, amelyekkel az oktaté munkdju-
kat szinesithetik, gazdagithatjak, élvezetesebbé tehetik. Ekkor a kivalasztas f6 szempontja természete-
sen3 az, hogy a feladatok jol és praktikusan beilleszthetOk legyenek az iskolai matematika gyakorlata-
ba.

Ennek a kurzusnak nincs és nem is lehetne ilyen szerepe (kiillonben az ilyen szikreszabott kur-
zusban igazi torténeti attekintésekre, a matematika-tudomany egyes fejlédési vonalainak bemutatasara
egyéltalan nem jutna id6 és kell6 figyelem); ez egyébként miifajilag sem illik a kurzus koncepcidjdba.
(Azt persze nem zarjuk ki, hogy az anyagunk egyes részletei ilyen kdzvetlen médon is felhasznalhatok
legyenek.)

Minthogy azonban szerencsére van ennek a teriiletnek olyan, viszonylag konnyen hozzaférhetd,
magyar nyelvii irodalma, amelyet az érdekl6dd és kezdeményezd hajlamu tandrok jol tudnak hasznal-

" Téma szerint kiilondsen a valés szdm fogalmahoz kapcsolédé teriileteken miikodnek ezek a hagyoma-
nyok (mint magédnak a szdmfogalomnak a problémai, a geometriai mértékfogalmak stb.).

? Ez bizonyéra Gjdonsig nem csak Magyarorszag, hanem a vildg matematika-torténeti irodalmaban.

? Fogalmilag meg kell kiilonboztetni ezt az igényt attdl a kérdéstdl, hogy miképpen lehetne a matematika
torténetét a szinesitésen, élénkitésen, hangulat-javitison til szisztematikusan didaktikailag értékesiteni a mate-
matika oktatdsdban. Az utébbi fontos kutatési teriilet, amelynek kiterjedt irodalma van, és az allaspontok tobb
nagy irdnyzatba rendezddnek. Ennek megismertetéséhez kiilon kurzusra lenne sziikség.
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ni, és minthogy amuigy is utmutatast fogunk nytjtani a kiilonb6z6 szintii és kiillonboz6 célzatd, kony-
nyen elérhetd matematikatorténeti irodalom megtaldldsdhoz €s hasznalatdhoz (az el6addsokban és a
»fiizetekben” egyardnt), azért ebben a keretben az emlitett igény kielégitését is segiteni fogjuk.

0.3 Puszta ratekintésre is feltiinhet a ldbjegyzetek — egyetemi tankonyvekben és jegyzetekben ta-
l4an szokatlan — sokasdga. Ennek kétféle célja és rendeltetése van.

Egyrészt lehetdvé teszi a tartalom jelentds gazdagitasat, olyan részletekkel, lefrdsokkal és ada-
tokkal is, amelyek a f6 vonalba tartoznak, de olyanokkal is, amelyek az abbdl valé kitekintést szolgal-
jak.

Miésrészt lehetdvé teszi, hogy a fiizetek hasznaléja az els6 olvasdskor dtugorja a ldbjegyzetekbe
rendezett tartalmakat, amelyeket majd késdbb, az ismételt olvasdsndl — tetszése szerinti valogatdsban
és sorrendben — részesithet a figyelmében.* Stlyos félreértés lenne azonban azt gondolni, hogy a lab-
jegyzetek tartalma jelentéktelen vagy mellékes. Itt csupdn a haszndlat médjara kivanunk dtmutatist
adni.

Nem titkolt hittere ennek az a neveld szandék is, hogy a kurzus résztvevdit az ,,iskolds” tanulds
helyett az igazi tanulmdnyozds felé¢ iranyitsuk.

0.4 Minden fiizet végén feladatokat is kozliink. Ezek kiilonb6zd szintliek €s kiillonboz6 termé-
szetliek is. A megszokott szamitasi, szerkesztési €s bizonyitasi feladatokon kiviil egy kevésbé megszo-
kott ,,miifaj” is megjelenik itt: olyan feladatok, amelyek egy torténetileg fontos szoveg gondos, aprolé-
kos olvasdsat és értelmezését, a mai gondolkoddsmoddal valé egybevetését kivanjdk. Ezt is a tanulmd-
nyozds vilagaba val6 bevezetésnek szdnjuk.

0.5 Nem véletlen, hanem tudatos elhatarozasbél fakad, hogy nem kovetjiik az idegen szavak el-
leni dogmatikus felfogést. Szakmai-tudomanyos szovegben, a pregnans kifejezés érdekében sziikséges
ezeket a megfelelé helyen, de mérsékelten hasznalni.’

0.6 A matematika-tandrképzés MSC-s hallgatok matematikatudomény-torténeti kurzusa nagyon
hosszu id6 6ta az elsd ilyen (kotelezd) kurzus, és ez a 2009/10 tanév 1. félévében indul. Természetes,
hogy a filizeteket folyamatos fejlesztéssel fogjuk javitani és alakitani, amiben nagy szerepe lesz a most
indulé ,,els6 menet” tapasztalatainak.

0.7 Ezeknek a fiizeteknek az anyaga nem azonos az eléaddsokéval; kevesebb is, de tobb is an-
ndl. Nem nyujthatjdk ui. a szébeli eldadas szabad, sokszor improvizalt és élénk elemeit, de jelentdsen
gazdagithatjak a felhaszndlhaté anyagot igen sok olyan részlettel, amelyeket lehetetlen lenne bezstfol-
ni az eldadasokba, és az nem is lenne kivanatos.

Az utols6 fiizetben majd kiilonbozod regisztereket is kozliink (névmutaté, targymutatd, felhasz-
nalt irodalom, ajanlott irodalom).

Reméljiik, hogy a kurzus résztvevdi valddi ,.kiséré”-nek fogjak tekinteni a fiizeteket tartalmas és
izgalmas folfedezd utakon.

0.8 Koszonetet mondok Pintér Marianndnak a kézirat folyamatos, gondos ellen6rzd olvasasaért.

* Erdekes kisérlet azt elképzelni, hogy mennyire nyomasztéva tenné az olvasdst, mennyire elhomalyosi-
tand a felépitést, lehetetlenné tenné a f6 vonalak felismerését, ha nem haszndlndnk a labjegyzet szerkesztési esz-
kozét, hanem ezek szovegét — mindegyiket a megfeleld helyen — a torzsszovegben helyeznénk el.

3 Hasznos dolog olvasés kozben — ha sziiséges — olyan segédeszkozoket is hasznalni, mint az idegen sza-
vak szétara (konyv, CD-Rom, internet).

% Ebben a tekintetben egy matematika-torténeti kurzus sziikségképpen erésen kiilonbozik barmely mate-
matika-tudomanyi targyu kurzustol.
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A pitagorasz-tétel gondolatkore

A 7pitagordsz-tételek”, pitagordszi szamhdrmasok, osszemérhetoség, vdltakozva kivonds és euklidészi
algoritmus, irracionalitds

1.1 (a) Az iskolai matematikdban altaldnos, hogy ,,a Pitagordsz-tételt” kovetkezetesen egy bizo-
nyos tételnek tlintetik f6l (kiillénb6z6 bizonyitdsokkal), holott itt valéjdban egy sok kiilonbozd tételbdl
4ll6 gondolatrendszerrdl van szo.

Ennek az 6sszemosdsnak nagyon mély torténeti hattere van. A kovetkezdkben ugy tekintjiik at a
tétel-bizonyitds parokat, hogy hdrom szempont szerint osztalyozzuk Oket.

(b) Az elso osztdlyozds: A tétel és a bizonyitds egyardnt lehet szintetikus-geometriai vagy mér-
ték-geometriai’; ezek a kombindcidk négy tipust adnak. Mértékgeometriainak fogunk nevezni minden
olyan kérdést, foltevést, allitast és bizonyitdst, amely a tiszta geometriai eszkozokon kiviil hasznélja a
valés szamtestet is, tovdbbd azokat a mértékfogalmakat, amelyek értelmében pl.

— minden szakasz mérhetd barmely szakasszal (a mértékszdm pozitiv valds szdm), s ennek ko-
vetkeztében egy tetszdlegesen valasztott szakaszra (,.egységszakaszra™) vonatkoztatva minden sza-
kasznak van szamszeri ,,hossza”;

— minden négyzet és sokféle mas sikidom (pl. az iskolai matematikdban ,,idom”-nak nevezett
sikbeli ponthalmazok mind ide tartoznak) mérhetd barmely négyzettel (a mértékszam pozitiv valds
szam), és ennek kovetkeztében egy tetszOlegesen vilasztott négyzetre (,,egységnégyzetre”) vonatkoz-
tatva minden ilyen idomnak — az un. mérheté ponthalmazoknak — van szdmszer ,teriilete”;

— minden négyzet teriilete egyenld a négyzet oldaldnak (aritmetikai) négyzetével (ha az egység-
négyzetet és az egységszakaszt osszehangoltan vélasztottuk, vagyis az el6bbi az utdbbi f61é emelt geo-
metriai négyzet);

— stb.

A szintetikus geometria nem haszndl tetszéleges valds szdmokat és azokra épitett mértékfogal-
makat (szamszer(i hosszdsdg, szamszert teriilet stb.).®

(c) A mdsodik osztdlyozds: A szintetikus geometridn beliil is kiilonbséget kell tenniink aszerint,
hogy a tétel szovege ,,az atfogé folotti négyzet egyenld a befogdk folotti négyzetek egyiittesével” ré-
szében mit értiink ,.egyenldség”-en.” Ebben a gondolatkorben az kortdl napjainkig két, sokszogekre
vonatkozé geometriai reldciénak van kiemelkedd jelentOsége.

(c1) Két sokszoget egymdsba dtdarabolhaté-nak (az dtdarabolds értelmében egyenlo-nek, dtda-
rabolhatoan egyenld-nek) mondunk, ha ,,részenként egybevagdk”, vagyis, ha az egyik folbonthaté vé-
ges sok kozos belsé pont nélkiili sokszogre (egyenértékiien: haromszogre) tigy, hogy azokbdl (ponto-
san: azokkal egybevagokboél) a masik is dsszedllithatd."

" A mértékgeometriat metrikus geometridnak is nevezik olykor (de ezt fogalmilag meg kell kiilonboztetni
a ,,metrikus” szénak pl. a ,,metrikus tér” terminusban valé hasznélatatol).

¥ Nagyon fontos tudatositanunk, hogy a ,,szintetikus geometria” nem azt jelenti, hogy egyéltalan nem sze-
repelhetnek szdmok. A természetes szimoknak fontos szerepiik van. Egy szakasz n-szerese és n-edrésze, ahol n
természetes szam, szintetikus geometriai fogalmak (hiszen tisztdn geometriai eszkdzokkel értelmezhetdk), és itt
egy bizonyos ,,algebra” is mitkodik. Ha példaul u®v -vel jeloljik az u, v kollinedris szakaszok kozos bels6 pont
nélkiili osszeillesztésével (egy-egy végpont ilyen értelmii azonositasaval) keletkezd szakaszt, akkor

n-u®@m-u=n+m)-u, n-u®n-v=n-w®v) (n,m=12,..).

? A torténetileg és az iskolai matematikaban is dltalanosan elterjedt ,,az dtfogd folstti négyzet teriilete
egyenld a befogdk folotti négyzetek teriiletének Osszegével” szoveg csak a mértékgeometridban értelmezhetd
(hacsak nincs értelmezve valamilyen szintetikus-geometriai ,.teriilet”’-fogalom; 1. (¢,), (c,).)

10°A nagyon érzékletes ,,atdarabolas”, ,,dtdarabolhatsdg” kifejezéseket Karteszi Ferenc prof. honositotta
meg a magyar matematikai nyelvben. (Németiil: Zerlegungsgleichheit, angolul: equivalence by dissection, fran-
cidul: égalité par somme, oroszul: paBHonocraBieHHOCTh.) Bolyai Farkas, aki a Tentamen ... cimi hires miivé-
ben egy nagyon fontos tételt bizonyitott be a sokszogek dtdarabolhat6sdgardl (egyenld szdmszeri teriiletii sok-
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Egybevagé sokszogek trividlisan az dtdarabolhatésag értelmében is egyenlok.

(c2) Két sokszoget kiegészitve egymdsba dtdarabolhatonak (kiegészitve-dtdarabolhatéan egyen-
16-nek)!" mondunk, ha étdarabolhaték hozzdvételével dtdarabolhatkkd egészithetdk ki.'”

Atdarabolhatéan egyenlék trividlisan kiegészitéssel-dtdarabolhatéan is egyenlék.

Ezekkel a reldciokkal részletesebben is foglalkozunk majd a gérég matematikaval és a teriilet-
fogalom fejlddésével kapcsolatban."

(d) A harmadik osztdlyozds: Vannak altalanos ill. korlatozott érvényli — azaz tetszdleges ill. csak
bizonyos deré¢kszogii haromszogekre alkalmazhat6 — bizonyitasok (amikor is a bizonyitott tétel is alta-
l1anos ill. korlatozott érvényti).

1.2 Altaldnosan jellemz0 ,,a Pitagordsz-tétel” kezelésére a nagy 6kori keleti
(indiai egyiptomi, kinai, japan) matematikai kultdrdkban, hogy sokszor olyan —
nyiltan kimondott, sejtetett vagy hallgat6lagosan hasznalt — érvekkel ,bizonyitot-
tdk” a tételt, amelyek csak specidlis szitudciokban miitkddnek, mégis azt sugalljak,
hogy az gy nyert tétel 4ltaldnos érvényii."*

A legspecidlisabb eset. Az 1.2a dbra al-Chwarizmi-t3l valé"; a specialis té-
tel szemléletes bizonyitdsat szolgalja.'® Ez egyarant tekinthet6 atdaraboldsos és ki- 1.2a dbra
egészitve-atdaraboldsos bizonyitdsnak.

Ugyanez az dbra mér egy Gs-babiloni forrdsban is megjelenik (i. e. 2000 koriil)."” Ez foltehetden
az egyenldszard derékszogli haromszogre vonatkozo ,,Pitagordsz-tétel”’-t mutatja be, bar a hozzaftizott
szoveg kissé rejtélyes, nehezen értelmezhetd.

1.3 Feltin6 a Pitagorasz-tétel ezen alapesetének a sokszori megjelenése a
matematika torténete folyaman. A geometriai szituaci az egyszeriisége és atlat- S
hat6sdga révén sok laikust is megragadott. Erdekes, hogy egy nagyon neves lai- X
kus, a nagy német filoz6fus Arthur Schopenhauer, akit bosszantott Euklidész pi-
tagordsz-tétel-bizonyitdsanak (1. alabb 1.8) — amint irta'® — | gélyaldbakon bille-
g6 és alnok” volta, az 1.3a dbrat ajanlotta (bizonydra az 1.2a. dbratdl ihletve),

1.3a dbra

szogek az atdarabolhatésdg értelmében is egyenldk; ennek forditottja a szdmszert teriilet fogalma szerint triviali-
san igaz; 1. a 3. fiizetben) ,,végszerii egyenldség”-nek nevezte az dtdarabolhatésag szerinti egyenldséget.

" Németiil: Ergiinzungsgleichheit, angolul: equivalence by completion, francidul: égalité par différence
(par adjonction), oroszul: paBHOCTb IO JOTIOTHUTEIEHOCTH.

12 Hozzévételen” ill. , kiegészitésen” diszjunkt vagy legaldbb kizos belsd pont nélkiili hozzavétel érten-
dé.

¥ A gorog matematikdban nem adtak kiilon nevet sem az dtdarabolhatésdgnak sem a kiegészitve-dtdara-
bolhatésdgnak; ennek (negativ) megismerés-fejlodési jelentdségérdl a kovetkezd fiizetben lesz sz6.

' Megjegyzendd, hogy nem is sejthették, mennyire nem 4ltalanos az, amit annak hittek, ha nem ismerték
a szakaszok (konkrétan a két befogd) 0sszemérhetetlenségének lehetdségét (amikor is még a ,.kinai” bizonyitasi
mddszer sem hasznalhatd; 1. aldbb 1.6, 1.7 és még tobb helyen).

15 Al-Chwarizmi (780?-8507?) az arab matematika korai korszakanak kiemelkedd alakja. Uttoré algebrai
miivének cimébdl (aldzsabr almukabala ... = kiegészités és kiegyenlités az egyenletatalakitasndl) szarmazik az
algebra, az 6 nevébdl pedig az algoritmus szavunk. Ennek a miinek egy kisebb fejezete geometriai problémakkal
is foglalkozik (Euklidész: Elemek els6 két konyvének témadit kovetve). Itt taldlhat6 a pitagorasz-tétel eme legspe-
cidlisabb esetének a fenti szemléletes bizonyitdsa.

'® Platon a hires Menon c. miivében (Szokrétész fiktiv dialégusa egy képzetlen szolgaval Menon meg-
gy06zésére arrdl, hogy a tanulds — a folfedezés, megismerés — nem mds mint emlékfolidézés az emberi 1éleknek
az emberi élet eldtti életébdl) ezt a témdt (,,a négyzet megkettdézésének™ problémadjat) vilasztja a demonstracié
konkrét targydnak. A végkovetkeztetés: a lélek halhatatlansdga (amire Platon a késdbbi Phaidon c. miivében is
utal).

'7 A matematika-torténetben a ,babiloni matematika” sz6 a szokésos osszefoglalé megjellése Mezopota-
mia és kornyéke tobb évezredes matematikai kultirdjanak (beleértve a tulajdonképpeni babiloni kultirat megel6-
z8 sumér-akkad és az azt kdveto perzsa kulturat).

' A vildg mint akarat és képzet” (Die Welt als Wille und Vorstellung) c. hires miivében.
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amely ,.,az els6 pillantdsra sokkal tobbet mutat meg ennek a tulajdonsdgnak a derékszoggel valo sziik-
ségszerll Osszefiiggésérol”; mindazondltal tudatdban lehetett annak, hogy a két bizonyitds nem egyen-
értékl, hiszen kifejezte azt a meggy6z6dését, hogy ,,bizonyara egyenldtlen befogdk esetére is lehet
ilyen szemléletes €s meggydz0 bizonyitdst taldlni”.

1.4 Az 1.2 alatti legspecidlisabb eset két irdnyban altalanosithat6.

Az egyik irdnyu altalanositdssal altaldnos érvényli folismerések-
hez jutunk. Itt a vezérlé alapprobléma ez: Van-e olyan négyzet, amely
két adott négyzet egyiittesével ,,egyenld”", és ha igen, hogyan lehet azt D E
(vagyis az oldalat képviseld szakaszt) megtalalni? (1.2-ben specidlisan
két egybevdgo négyzetnek négyzetben valé egyesitésérdl volt szd.) Az
1.4a abra az dkori indiai matematika legfontosabb dokumentumanak, a
Sulva-Sitra-nak™ egy szovegrészletét” szemlélteti: ,,Aki két kiilonbozo
négyzetet kivan egyesiteni, az a két négyzetoldalbdl 1étesitsen téglalapot;
a téglalapra 4tlosan kifeszitett zsindr lesz az egyesitett négyzet oldala.”

1.5 ,Ha egy derékszogli haromszog befogéi 20 és 15, akkor az at-

fogja 25.” Ennek bizonyitdsa Bhaskara II** Siddhanta-s'iromani c. sok- 1.4a dbra

rétii mitvének Vijaganita cimii, matematikai targyi részében™ a kovetke-
z6képpen torténik. A haromszog teriilete 150. Ha ennek a haromszognek
négy példanyat tgy helyezziik el, ahogyan az 1.5a dbra mutatja, akkor a
kialakul6 nagy négyzet még egy 5 oldald, tehdt 25 teriileti négyzetet is
tartalmaz, tehdt a teriilete 4-150+25 =625, s ezért az eredeti hiromszog
atfogéja 25.% >

Az 6kori matematikai kultirdkban meglehetdsen elterjedt volt a
Pitagordsz-tétel dllitasanak bizonyitdsa vagy akdr csak demonstrdldsa 20 15
egyes pitagordszi hdromszogekre (vagyis olyanokra, amelyeknek mind- 25
harom oldala 6sszemérhetd, azaz pitagoraszi szamharmasokkal reprezen-
talhatd, mint az el6bbi példaban a 15, 20, 25 szdmharmas) kiilon-kiilon. 1.5a dbra
(Valgjaban az 4brabdl leolvashaté, ha a-val, b-vel és c-vel jeldljiikk nem

csak a haromszog oldalait, hanem a hosszukat is, hogy ? = (b—a)2 +4~a—2b, vagyis 2 =a’>+b?,

amit ma ugy tekintiink, mint a szamszer(i — mérték-geometriai — pitagorasz-tétel altalanos érvényt bi-
zonyitasat.)

19 Természetesen a kérdés foltevése akkor lenne korrekt a mai matematika szellemében, ha explicite utal-
na ra, hogy milyen — mértékgeometriai vagy szintetikus geometriai (s az utébbi esetben melyik geometriai rela-
ci6 szerinti) — értelemben kivanjuk az ,.egyenloséget”.

0 A cim, amely , zsinér-szabélyok”-at jelent, arra utal, hogy olyan szerkesztési eljardsok gyiijteményérél
van sz6, amelyekben pl. két pontra illeszkedd egyenes helyett a két pont kozott kifeszitett zsinérrél beszélnek.
Ebben kifejezddik, hogy nem éltalanos elméleti matematikai problémékkal foglalkoztak, hanem nagyon gyakor-
lati feladatok nagyon gyakorlati megoldasaival. Ezek a feladatok sokszor ritudlis jellegliek voltak, mint pl. egy
négyzet alaku oltdr feliiletének négyzet alaki megkettdzése. (Bizonydra nem fiiggetlen ettdl a gbrog matematika
harom nagyon hires problémdjdnak egyike, a kocka megkettézésének feladata.)

2! Az archaikus szoveget az érthetéség érdekében kissé korszeriisitett forditasban kozoljiik.

2 A tudomanytorténetben Bhaskara II-ként szdmontartott szerz6 1150 (Bhaskara I 520) koriil élt. Ez a mi
osszefoglalja és rendszerezi az indiai matematikat és annak f6 miiveit tobb szdz évre visszamendleg, ezért alkal-
mas az indiai matematikai gondolkoddsméd dokumentaldsara.

> A cfm jelentése : a matematika alapjai, de nem a mai értelemben, ui. bjja= mag, sperma.

** Ez a szoveg nem szerepel a miiben, de bizonyéra hilen mutatja a hallgatélagos gondolatmenetet; Bhas-
kara csupan ennyit fiiz az abrahoz: "Lasd!”.
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1.6 (a) Az 1.2 alatti alapeset masik irdnyud altaldnositdsi dtja: Olyan derékszogli haromszogek
vizsgalata, amelyek négyzetrdcshoz illeszkednek.” Egy négyzetricshoz illesztett pitagordszi konfigu-
racidkra (az abrak négy ilyen példat mutatnak) a pitagordsz-tétel allitdsit az dtdarabolhatdsdg értelmé-
ben kozvetleniil ellenérizhetjiik, vagy akar folfedezhetjiik. (Néhany racsnégyzetet egészében, a tobbit
foldarabolva visziink 4t a befogdk folstti négyzetekbdl az 4tfogé folstti négyzetbe.)™

1.6a abra 1.6b abra 1.6¢ abra 1.6d abra

(b) Azok a konfiguricié-tipusok, amelyeket az 1.6a, 1.6b ill. 1.6¢c, 1.6d dbrdk mutatnak, ismé-
telten folbukkannak a matematika torténetében; meglehetsen régi keletiiek.

A legrégebbi eléfordulasokndl tk. a harom négyzetet kitoltd racsnégyzetek ill. raicsnégyzet-dara-
bok egyszerti leszamlaldsaval torténik az Osszefiiggés ,,bizonyitdsa” — inkabb ellendrzése vagy folfede-

zése — konkrét esetekre. Pl. az 1.6d dbrandl a befogd-négyzetek 6sszesen 22 4+4% =20 rdcsnégyzettel
vannak kirakva, az dtfogé-négyzet pedig 4 % +(4- 2)2 =20 réacsnégyzet darabjaival.

Mai szemmel nyilvdnvald, hogy az ilyen konkrét szitudcidk a kozos algebrai 1ényeg folismerése
utjan kozosen kezelhetok. Torténetileg azonban ezt a — nagyon fontos — 1€pést a matematika korai fej-
16désének tobb szdz éves periddusa utdn tehették csak meg (minden kultdraban).

(c) Példaul egy kinai dokumentum, amely taldn a Han-korszakbdl (i. e. 206 — i. sz. 221) szdrma-
zik (de biztosan nem késobbi) a Pitagordsz-tétel szellemében foglalkozik vele ugy, hogy megmarad a
specidlis feltevés (a haromszog négyzetracshoz vald illeszkedése) keretei kozott: A befogdk 3 ill. 4, az
atfogd pedig 5 racsszakasznak felelnek meg (1.6e dbra).

Az dbrén az atfogé folotti négyzet ,,racsozasa” (a racsnégy- pab
zet egybevag6 az el6z6 racséval) csak az eredményt illusztracidja, A1 N
nem a bizonyitdst szolgdlja. (A régi kinai matematikai gondolko- // \
dés erdteljesen eldtérbe dllitotta a szdmszertiséget, a kiszdmithato- 1 TN \
sdgot.) T
Minthogy pedig ez a fajta ,,specidlis Pitagordsz-tétel” igen A - o
fontos mérfoldkd és ,,vizvélaszt6” a fogalom-fejlédés kdvetésében \ NS N
— akdr a matematika-torténeti, akdr a matematika-oktatdsi nézo- \ |
pontbdl (1. 1.7, 1.10, 1.11, 1.19) —, kiilon nevet adunk neki: legyen \N < | A

A tétel pontos megfogalmazasa (a mai matematika nyelvén)
ez: Ha egy derékszogii hdromszog négyzetrdcshoz illeszkedik, ak- 1.6¢ dbra
kor az dtfogo folotti négyzet dtdarabolhato annyi rdcsnégyzet
egyiittesébe, ahdnyat a két befogo folotti négyzetek dsszesen tartalmaznak.

¥ Ezen it azt fogjuk érteni, hogy a hdromszog csticsai rdacspontok és a befogdk racsvonalakra esnek.
(Egyébként masképpen is ,,illeszkedhet” egy derékszogli hdromszog egy négyzetracshoz.)
Ugyanez atvihetd téglalapricsokra illeszkedd derékszogli — sét tetszdleges paralelogramma-racsokra il-
leszked6 (tehat nem is okvetleniil derékszogii) — haromszogekre (1. az 1F.2 feladatot).
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(d) Ezeknek a konfiguracidknak a kovetkezd algebrai értelmezése lehetséges (és ténylegesen
meg is jelenik, amikor valahol a tételt kozlik, de most ezt is mai korrekt médon fogalmazzuk meg):
Ha a hdromszog a befogdja ill. b befogdja a ill. f szamu racs-szakaszbdl all és a < B, akkor az

af

atfogd folotti négyzet atdarabolhat6 (S — a)2 +4. 5 szamu racsnégyzet egylittesébe, ez pedig annyi

af

rdcsnégyzet, amennyit a befogdk folotti négyzetek egyiittesen tartalmaznak, hiszen (S — 05)2 +4. > =

- az + ,32 27

Lényeges, hogy ez az algebrai azonossag itt nincs — a mai értelemben — teljesen kihaszndlva, hi-
szen o, és [ csak pozitiv egész értékeket vehet fol. Ez a tétel és a bizonyitdsa egyarant a szintetikus
geometria keretében marad.

Itt o és f nem-negativ egész szamok. Ha a = f, akkor az dbrdbdl hidnyzik az atfogd folotti
négyzet k6zEépsd, négyzet alakd darabja, vagyis az 1.2 tipusi konfiguraciérdl van szé (1. az 1.6b dbrat
is), amelynek eszerint dltaldnosit4sa a kinai pitagordsz-tétel.

(e) A ,kinai” derékszogli hiromszogeken beliil tehat nyilvdnvaldan el kell kiiloniteniink az
egyenldszaruak osztalyat (1.6a és 1.6b abra). A geometriai konfiguracidban itt hidnyzik az atfogd fo-
16tti négyzet foldaraboldsandl a kozEpso kis négyzet. Ebben az esetben is érvényes, hogy a befogdk fo-
lotti négyzetekben 1évo racsnégyzetek darabjaibol kirakhat6 az atfogé folotti négyzet, de nem maguk-

bdl a racs-négyzetekbdl.
Ilyenkor a befogd és az atfogd torvényszerlien nem 6sszemérhetd (1. \

alabb 1.12, 1.24).

1.7 Ha a kinai pitagorasz-tétel abrdjabdl elhagyjuk a négyzetracsot, az h—a
dbra lényegében a 1.7a dbrara redukélddik, amely ,,a Pitagordsz-tétel” egyik — )
a matematika-torténet-ben sokszor visszatérd — ,bizonyitdsdnak™ kiséré 4b- g a

rdja. Példaul az indiai Vijaganita cimii dokumentumban™ ,,a Pitagordsz-tétel”
bizonyitdsa mindossze ebbdl az abrabol és a ,,LLasd!” szobdl all.

A hattérben csak ugyanaz az azonossag édllhat, amelyet a kinai Pitagordsz-tétellel kapcsolatban
mdr emlitettiink (1.6(d)). Mai mértékgeometriai tuddsunk alapjén ez korldtozds nélkiili, dltaldnos bizo-
nyitdsa a mértékgeometriai tételnek, de az indiai matematika 12. szdzadi szintjén ilyen médon — a mai
matematikdbol visszatekintve — csak a pitagordszi szdmhdrmasoknak megfeleld derékszogli harom-
szogekre adédik a tétel.”

1.7a abra

T A tulajdonképpen folosleges a<f foltevésnek itt az a szerepe, hogy a megfogalmazds olyan régi ko-

rok matematikusai szdmadra is ,,elviselhetd” legyen, akik az aritmetikdban és az algebrdban még nem fogadtak be
a negativ szamokat a ,,szamok” k6z¢ (és akiket egydltaldn nem nyugtatnd meg, hogy itt S—a a négyzeten szere-

pel). Az 6kori és az eurdpai kdzépkori matematikai kultirdk mind ilyen jellegiiek.

8 Szerz6je Bhaskara I (sz. 1114-ben); 1. még 1.5.

% Ezt a dolgot bonyolitja az 4tdarabolhatdsdg ,,szigord monotonitdsanak” problémdja. (Biztos-e, hogy egy
olyan négyzetnek, amely 25 egységnégyzet egyiittesébe atdarabolhatd, az oldala az 5 szakasz?) Lisd még
1.21(b,)-t és a 2. fiizetet.
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1.8 Igen nevezetes (€s igazan szép) a Pitagorasz-tétel Euklidész-féle bizonyitdsa a befogétételen
at. (Elemek I. 47). G

Abban az idében — s6t bizonydra mar a pitagoreusok ko-
rében — ismeretes volt (akar a mai iskolai matematikdban) a pita-
gorasz-tételnek az a bizonyitdsa, amely az eredeti derékszogli ha- F

romszognek (az atfogéhoz tartozé magassag dltal) két vele ha- T E:E::'. C
sonld derékszogli haromszogre bontdsdn és az ebbdl szarmazd L TR
oldalardny-egyenldségeken alapul. Ezek azonban mértékgeomet- ':E:E:E:: J

riai eszkozok. Euklidész taldn érezte, hogy az Elemek 1. konyvé- A '__'_ _________ =5

ben nem lenne helyénvalé az ilyen bizonyitds.”® Igaz, hogy az V. PRy Ayl
konyvben kovetkezett az Eudoxosz-féle — tisztdn geometriai, az
Osszemérhetdség—odsszemérhetetlenség silyos problémdjat meg-
keriild — zsenidlis ardnyelmélet kifejtése’’, de a pitagordsz-tételre
az . konyvben volt sziikség , és ezért itt Euklidész egy ,,ardny-
mentes” bizonyitdst hasznalt (1.8a dbra). P e

A bizonyités 6 eszkoze az a tétel (I. 41), hogy ha egy pa-
ralelogramma és egy hdromszog alapja is és magassdga is ugyan-
az, akkor a paralelogramma ,,egyenl¢” a haromszog kétszeresével (ui. azonos alapu €s ugyanakkor
azonos magassagu paralelogrammak ,.egyenlok™?). Igy a kozos AD alapi és kozos DE magassagi
ADC haromszog és ADEH téglalap kapcsolata: a téglalap ,.egyenld” a hdromszog ,.kétszeresével”.
Ugyanezen okbdl ugyanez mondhat6 az FACG négyzet és az ABF haromszdg kapcsolatardl. Minthogy
pedig ez a két haromszog egybevagé, a mondott téglalap és négyzet ,.,egyenld”.

Ez a befogététel az ABC derékszogti haromszog AC befogdjara vonatkoztatva. Ha ezt 6sszekap-
csoljuk a mésik befogéra vonatkoztatott befogététellel, adédik ABC-re ,,a” Pitagorédsz-tétel.

1.8a abra

30 Az akkori matematikdban (és még sok-sok évszdzadon 4t, az iskolai matematikaban pedig mind a mai
napig) — sem a fogalmi gondolkoddsban, sem nyelvileg — nem kiilonboztetik meg vildgosan és hatdrozottan a
szintetikus geometridt és a mértékgeometriat.

3! Ezzel egy késobbi fiizetben részletesen foglalkozunk majd.

32 1. 35, 36. Lasd ezzel kapcsolatban az 1F.1 feladatot.
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1.9 (a) Pitagordszi szamhdrmasoknak nevezziik az olyan a, b, ¢ természetes szam-harmasokat,
2

amelyekre a+b*=c , amelyek tehat ,,pitagordszi hdromszogek-nek” felelnek meg.33 Jolismerjiik az

Osszes ilyen szamhdrmas megtaldldsara szolgalo kovetkezd algo- [ Tx [y [ a b c
ritmust: Legyenek x, y,ke N és x> y. Ekkor . 12 1 3 4 5
a=k(x*—y?), b=2kxy, c=k(x* +y?) L3 |1 ] 8 |6 {10
az Osszes pitagordszi szdmharmas. A tablazatban szisztematikusan i i % 1: 1; i;
folsorolunk néhényat, a szdrmaztatdsukkal egyiitt. T T2 12 12 T16 20
Valgjdban a k tényezdt el is hagyhatjuk ezekbdl a formulak- 7173 3 7 124 | 25
bdl. Az 1 |5 |1 |24 [10 {26
a=x2—y2,b=2xy,c=x2+y2 1 |5 |2 |21 20 29

formuldk ugyanis biztosan szolgéltatjak az dsszes alaphdrmast. ™

(b) Vannak — és torténetileg relevansak — olyan formula-harmasok is, amelyek nem az Osszes,
hanem bizonyos pitagordszi szamharmasok elééllitdsara szolgélnak.

Egy nevezetes példa: Brahmagupta®™ a Brahma-sphuta-siddhanta c. asztronémiai miivében (i.
sz. 628) egy aritmetikai és egy algebrai fejezet is van. Ebbdl idézziik fol a kovetkezd algoritmust
pitagordszi szamharmasok megtaldldsdra. Legyen a tetszéleges természetes szam,

2
d<a,dm2,b=%~%;—d és c=b+d .

Konnyen ellendrizhetd, hogy ekkor a’+b*=c? Haittbhés c egész szamoknak adddnak, akkor
a, b, c egy pitagordszi szdmhdrmas; ellenkez6 esetben b és ¢ egyarant egész szam fele, ekkor pedig 2a,
2b, 2c lesz pitagordszi szamhdarmas.

Péld4ul, ha a =12,d =2, akkor b =35,c =37 adédik.”’. Minthogy Brahmagupta emlitett miive

»alapmiinek™ szdmitott, késébbi kommentatorok tovabbi példdkat szamitottak ki ezzel az eljardssal.

33 A pitagordsz-tétel megforditdsa szerint ekkor van olyan derékszogii hdromszog, amelynek mindhdrom
oldala 6sszemérhetd, és van olyan k6zos mértékiik, hogy a megfeleld mértékszamok a, b és c. ( Ezek a ,,pitago-
rdszi hdromszogek™.) A pitagordsz-tétel megforditdsit Euklidész az Elemekben bizonyitotta (I. 48.). Kordbban —
a kiilonboz6 matematikai kultirakban — a tétel €s a megforditasa gyakran 6sszefonddva, vilagos logikai megkii-
lonboztetés nélkiil jelent meg. A forditott tételnek a gyakorlati matematikat el6térbe helyezd kultirdkban kiilo-
nos jelentdsége az, hogy pitagordszi szdmharmasok felhaszndldsaval lehet6vé teszi derékszog kitlizését. A szdm-
elméleti érdekességen til taldn ez magyardzza a pitagordszi szimharmasok (nem okvetleniil mindegyik) megtalé-
laséra szolgélé algoritmusok népszertiségét ezekben a korai kultdrakban.

A pitagordszi haromszogek geometriai jelentésége nem meriil ki a derékszog kittizésének gyakorlati fela-
datdban. Elméletileg legalabb ilyen fontos a fogalomépitkezési szerepiik. Ezek ui. azok a specidlis derékszogii
haromszogek, amelyeknél az atdaraboldsos pitagordsz-tétel gy is realizdlhatd, hogy a ,,darabok” egyrészt négy-
zetek, masrészt egybevagok is. A tetszOleges derékszogli haromszogre vonatkozé dtdaraboldsos pitagordsz-tétel-
nél mindkét elényrdl le kell mondani. A matematika fejlddésének babiloni—gordg vonulatdban nem jelent meg
ez az éles fogalmi megkiilonboztetés, és ez a rossz hagyomdany tovabb €l ma is a matematika-oktatidsban.

* Ha egy pitagordszi szdmhdrmast végigszorzunk egy természetes szammal, djra pitagordszi szamhar-
mast kapunk. Ha egy pitagoraszi harmasnak van k6zos valédi osztdja, akkor ezzel végigosztva is tjra pitagoraszi
harmast kapunk. Alaphdrmasnak nevezziik az olyan pitagordszi szimharmast, amelyet nem lehet ,,egyszeriibb”-
re visszavezetni (vagyis a harom szamnak nincs k6zos valédi osztéja). Minden pitagordszi szamharmas szarmaz-
tathaté egy alapharmasboél egy természetes szammal valé végigosztassal.

% Tgen hires indiai csillagdsz és matematikus (sz. 598).

3% Brahmagupta nem emliti az elengedhetetlen d < a , d la® feltételeket.

7 Ez — és még tobb més példa — Bhaskara II Lilavéti c. miivében (1150) szerepel. Mas indiai kommenta-
torok is kozoltek konkrét példakat.
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(c) A kovetkezdkben olyan parhuzamos targyaldsban mutatunk be harom pitagordszi szamhar-
mas-képletrendszert (két részlegest és egy atfogét), amely jol idézi a gérog matematika — kdzelebbrol
a gorog geometriai algebra — szellemét.

Abban a kultirdban a legtermészetesebb dolog volt, hogy a széban forgd
harom négyzetszam koziil a legkisebbet és a legnagyobbat egy-egy geometriai
négyzet teriiletének tekintjiik™, és e négyzeteket tigy helyezziik el, ahogyan az
1.9a abra mutatja. Ekkor e két négyzet ,.kiilonbsége” az abran satirozassal jelzett
idom, amelyet a gorog matematikaban gnomon-nak neveztek. Ez ugyanis — mai
fogalmainkkal leirva — két olyan perspektivikusan hasonl6 sokszog "kiilonbsé-
gét” jelentette, amelyeknek egy kozos cstcsa a hasonldsdgi pont.

(A gnomo6nok fontos szerepérdl és leggyakrabban szerepld fajtdirdl lasd a
2. flizetet.)

(d) A kovetkezé harom véltozatban® a gnomén ,,szélessége” 1, 2 ill. tetsz6leges v természetes
szam. Ennek megfelelden az 1. és a 2. véltozat részleges, a 3. viszont 4tfogé megolddshoz vezet.

1.9a abra

1. 2. 3.
1 Y
1 1
v
n n n
n 1 n 11 n
1.9b dbra 1.9¢ abra 1.9d dbra
n?, 2n+1, (n+1)>% n%, 4n+4, (n+2)> n?, 2vn+v?, (n+v)?
gnomon gnomon gnomon

Ha azt akarjuk, hogy a gnomoén is ,,négyzet” legyen, n-et ugy kell valasztani, hogy valamely u
szamra

u? -1 u? —4 u® —v?
n= , n= , n= ,
2 4 2v
Legyen, amikor is ez a pitagordszi szdmhdrmas adddik:
u® -1 u® +1 u )\ "% u® —v? u® +v?
’ u’ — - 1, u, _ + 1 ’ ur
2 2 2 2 2v 2v
ill. (garantaltan egész szdmokban)
u’ —v2, 2uv, u? +v2,
amennyiben
u paratlan term. szam. ‘ u paros term. szam. ‘ u>v, u vterm. szamok.

¥ Ez akkor vilik teljesen vildgossd, ha meggondoljuk, hogy egy pitagordszi szimharmas barmely két sza-

ma kiilonbozé. Valéban: x2 + y2 = y2 nyilvén lehetetlen, de P +x%= zz sem fordulhat elé: geometrialag

azért, mert barmely egyenldszari derékszogli haromszog befogdja és atfogdja nem-6sszemérhetd; aritmetikailag
azért, mert négyzetszam kétszerese nem lehet négyzetszam (v. 6. aldbb (e)-vel).

° Ezt az egységes vezérfonald, de hdrmas tagoltsdgu 4ttekintést (amelynek vezeté gondolata teljesen a
pitagoreus szamelmélet szellemében fogant) H. G. Zeuthen klasszikus, Geschichte der Mathematik im Altertum
und Mittelalter (1896) c. miive nyoman (40-43 oldalak) idézziik fol, de a parhuzamossdgokat jobban kiemel6
tdblazatos elrendezésben.
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(Lasd az 1F.15(b), (c) feladatokat!)

(e) Proklosz™ az Elemek I. kényvéhez irt kommentérjaiban (a kommentarok 4. kényvében, az
Elemek I. 47 tételéhez — vagyis a Pitagorasz-tételhez — flizott elemzésben) a pitagordszi szamhdarma-
sokkal kapcsolatban mindenekel6tt azt emliti, hogy pitagoraszi haromszog nem lehet egyenldszara (ui.
egy négyzetszdm nem lehet egy négyzetszam kétszerese). A nem-egyenldszard derékszdgli haromszo-
gek kozott (amelyeknek tehat a két befogdja kiilonbdzd) azonban vannak pitagordszi haromszogek.
Ilyen pl. a 3, 4, 5 szamharmasnak megfelel$ haromszog*'. A tovabbiakban pedig két eljarast ismertet
pitagoraszi szamharmasok eldallitasara; az egyiket Platonnak, a masikat Pitagorasznak tulajdonitja.
Végiil Euklidésztdl folidéz egy harmadikat.

(ey) Pitagordsz a pératlan szdamokbdl indul ki. Ha a tetszb6leges pératlan (természetes) szdm (az

egyik ,,befogd”), akkor b = % (a2 —1) (a masik ,,befogd”) és c=b+1 (az ,,atfogd”) lesz a pitagordszi
szamharmas madsik két tagja. (Példaul a =3-bdl igy szarmazik a 3, 4, 5 szdmharmas.) Ez az eredmény
megegyezik a (d) alatti 1. vdltozattal.

(e2) Platon viszont a paros szdmokbdl indul ki. Ha a (az egyik ,befogd”) tetszdleges paros
2 2

szam, akkor b :%—1 (a maésik ,,befogd”), c :a?+1 (az ,,atfogd”) lesz a pitagoraszi szdmharmas
masik két tagja. (Példak: a =8 -bdl kiindulva a 15, 8, 17 pitagordszi szdmharmast nyerjiik Platon méd-
szeré-vel, a = 6-bél pedig a 6, 8, 10 hdrmast; v. 6. az ... alatti tablazattal)."* Ez megegyezik a (d) alatti
2. valtozattal.
(es) Euklidésznél megtaldljuk a 3. véltozat eredményét, a kdvetkezd geometriai kontdsbe burkol-
va (Elemek X. 29, 1. lemma).
Ha az 1.9e dbrdn C az AB szakasz kozéppontja, D egy tetszileges
pontja az AB B-ntiili meghosszabbitdsdnak, akkor M
IADHBDI =ICDP-ICBP K
Ugy is mondhatjuk ezt, hogy az AM téglalap teriiletegyenld a vastagabb
vonallal hatdrolt gnoménnal, vagy — az
|AD|= g, IBDI=h, ICBI=1ACl=x, ICDI=z
jelolésekkel —

A C B D

1.9¢ dbra

gh=zz—x2.

Ha azt akarjuk, hogy a szakaszok mértékszdmai mind egészek legyenek, akkor mindenekel6tt g-nek és
h-nak egyez0 parossagunak kell lennie (hogy g —h =2x pdros lehessen). Marmost a gnomén mértéke,
a gh szorzat pontosan akkor négyzetszam, ha

% Proklosz Diadokhosz (410-485) gorog filozéfus és asztronémus. Miiveinek — koztik Platonhoz és
Arisztotelészhez irt kommentdrjainak — egészen a Reneszdnszig jelentds befolydsa volt. Matematikatorténeti
szempontbdl igen jelentds az Euklidész Elemei 1. konyvéhez fiizott (és kb. tizszer akkora terjedelmil) kommen-
tarjait tartalmazé miive (latin cime: In primum Euclidis elementorum librum commentarii), amelyben az Eukli-
dész-konyvet nagyon részletesen, a filozéfiai-fogalmi-strukturalis-torténeti szempontok kiilonos figyelembe vé-
telével elemzi. (Ennek egészen a 20. szdzadig sziilettek kiilonb6z6 nyelvii kiaddsai; a hivatkozasaink egy 1945-
0s német nyelvll, a kommentdrokat is gazdagon kommentdld és a miivet tobb terjedelmes tanulmannyal kisérd
kiadasra utalnak).

*1 Ezt Proklosz Platon ,,Az dllam” c. miivébél (VIII, 546¢) idézi (bar az a szovegrész — egy példazat —
meglehetdsen homadlyos, nehezen értelmezhetd).

2 Proklosz idézett miive az Elemek I. konyvérél szol. Az Elemek X. konyvének 28a paragrafusa azonban
egy olyan lemmadt is tartalmaz, amely a pitagordszi szimhdrmasoknak egy &ltaldnos formuldjat tartalmazza, és
ennek specidlis eseteiként kaphatjuk a pitagoraszi és a platoni formulat.

Bz a tétel a gorog geometriai algebranak a , teriiletillesztésekkel” kapcsolatos dgdnak (amellyel a 2. fii-
zetben részletesen foglalkozunk majd) dgyszo6lvan a kiindulépontja.
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g= ku2, h=hk?
valamely u, v, k természetes szamokra*, vagyis
2.2 2,2

x=ICBI=k-* 2, y=kow, 2=ICDI=k- 2 v
a pitagoraszi szdmhdrmasok altaldnos képletrendszere (ahol k tetszdleges természetes szdm, u és v
egyez0 parossidguiak és u>v).

(f) A pitagordszi szamharmasok témakorében tehdt megjelenik a geometriai algebra mindkét
4ga; az is, amelynek tdrgya a poligondlis szamok — haromsziogszamok, négyzetszamok stb. — vildga®
(1. az 1F.15(d) feladatot), és az is, amely a médsodfoku egyenletek tipusok szerinti kezelésének megfe-
leld teriiletillesztési problémakon 4t a kipszeletek értelmezéséhez és elméletéhez vezetett (1. a 2. fiize-
tet).

(g) Pitagordszi szdmhdrmasokat mér a régi babiloni kultdraban — és mds antik kultdrdkban — is
ismertek, és ezeknek az ismereteknek a pitagoreusok is a birtokaban voltak. A pitagoreusok korszak-
fordité teljesitménye ezen a teriileten azonban az volt, hogy egyrészt

— folfedeztek akarhany ilyen szimhdrmas elééllitasra alkalmas algoritmusokat®,
masrészt

— folfedezték, hogy nem csak a pitagoraszi haromszogekre, sot nem csak a ,,kinai” haromszo-
gekre, hanem minden derékszogli hdromszogre érvényes a pitagorasz-tétel valamely — nem is egyféle
— geometriai értelemben.

A gorog matematika — egyebek mellett — ezzel is dontd 1€pést tett a mai értelemben vett mate-
matikai gondolkodas felé.

1.10 Az aldbbi tdblazat a , kinai hdromszogek™, az ,,dtdarabolés-kirakds” és a ,,pitagordszi harom-
szogek” témdk Osszefoglald, komplex attekintését nyujtja.

A , kinai” (derékszogii) hdromszogek (a befogok dsszemérhetok); A befogok folotti négyzetek kirakhatok a
rdcsnégyzet példdanyaival; az dtfogo folotti négyzet dtdarabolhato a befogok folottiek egyiittesébe
(A)) Egyenldszaruak (a befogdk egyenldk) | (B)) Az atfogé folotti négyzet nem rakhaté ki a racsnégyzet
példanyaival (*)
(B,) Az atfogé folotti négyzet is kirakhat6 a rdcsnégyzet
példanyaival (nem kell azokat féldarabolni);
Pitagordszi haromszogek ill. szimharmasok (**);
mindhdrom oldal 6sszemérhetd
(*) Lasd az 1.6a—1.6d abrakat; (**) lasd az 1.6e abrat.

(A,) Nem egyenldszariak (a befogék nem
egyenldk)

1.11 (a) A nem-egyenldszara ,.kinai” haromszogekre vonatkozé pitagordsz-tétel ,.kinai” bizo-
nyitdsa (1. 1.6) voltaképpen szintetikus geometriai (dtdaraboldsos) bizonyitds, amely négyzetracshoz
van kétve.”’ Az ilyen bizonyitds tehat nem 4ltaldnos érvényfi, hiszen csak akkor alkalmazhatd, ha vagy
elére megadott négyzetracshoz illesztiink derékszogii haromszoget, vagy a kérdéses derékszogl ha-
romszoghoz keresiink alkalmas négyzetracsot. Mindenképpen pontosan azokrdl a derékszogli harom-
szogekrdl van szd, amelyeknek a befogdi 0sszemérhetok. Ebben az esetben a pitagordsz-tétel allitdsa-
nak — a befogd-négyzetek egyiittese és az atfogd-négyzet ,.egyenloségének” — szamszerii kifejezést

# Lasd az 1F.15(e) feladatot!

# Itt a ,,négyzetszam” szénak a ,,négyzet” komponense a geometriai négyzetre utal, bar az ilyen szdmok
az aritmetikai értelemben is ,,négyzetszdmok™; ez az aritmetikai miisz6 éppen azt mutatja, hogy a fogalom fejl6-
dési ttvonala a geometridbdl indult ki.

4 A korabbi kultirdkban nem csak ez a folfedezés hidnyzott, de ennek igénye sem meriilhetett fol, hiszen
ezek a matematikai kultirdk gyakorlat-orientdltak voltak, és a gyakorlat szempontjdb6l nem volt jelentdsége,
hogy egyaltalan 1étezik-e végtelen sok ilyen szamharmas ill. hogy miként lehet az dsszeset ,,el6éllitani”.

* Emlitettiik mar (1. 1.7), hogy mértékgeometriai bizonyitds négyzetrics nélkiil is adédik ugyanabbdl az
abrabol (vagyis az atfogd-négyzetnek ugyanabbdl a folosztasabol).
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lehet adni (természetes szamokrdl van szd): A széban forgd hidrom négyzet mindegyikét egy olyan
négyzettel ill. annak darabjaival ,,mérhetjiik”, amelynek az oldala k&zos mértéke a két befogdnak.

(b) Szintetikus geometriai — dtdaraboldsos és kiegészitve-atdaraboldsos) bizonyitdsok viszont
tetszdleges derékszogli haromszogekre vannak.

(c) Ha (a)-t és (b)-t egybevetjiik, akkor a kdvetkez6 természetes kérdések meriilnek fol.

(cy) Léteznek-e egydltaldn olyan derékszogli haromszogek, amelyekre a kinai bizonyitds nem al-
kalmazhat6? Minthogy tetszdleges befogd-szakaszokhoz tartozik derékszogii hdromszog, a tulajdon-
képpeni — €s nem a pitagorasz-tétel gondolatkoréhez kotott, hanem nagyon altalanos — kérdés az, hogy
léteznek-e nem-dsszemérheté szakaszpdrok?

(c2) Amennyiben léteznek Osszemérhetetlen szakaszok, gy azt kell kérdezniink magunktdl,
hogy az ilyen befogokbdl épitett derékszogii hdromszdgekre is lehet-e valamilyen ,,szdmszerii” értel-
mezést adni a pitagordsz-tétel dllitasdnak?

1.12 (a) Az 1.11(c;) kérdés elddlt — mégpedig ,kedvezdtleniil” — az 6sszemérhetetlen szakasz-
parok 1étezésének a pitagoreusok dltali folfedezésével.

Lehetséges, hogy ez a négyzet oldala és atldja (mds szdéval: az egyen-
18szard derékszoglh haromszog befogéja és atfogdja) 6sszemérhetetlenségé- 4,
nek folismerése Utjdn tortént, de az is, hogy a szabdlyos 6tszog oldaldnak és
atl6janak 6sszemérhetetlensége volt az elso folismert konkrét forméja ennek
a megrendité folfedezésnek (1.15). Bemutatjuk az elébbinek egy — indirekt a .
— bizonyit4sit. Ez nem idézet valamely eredeti forrdsbol, hanem a részletei- Ha
ben korhii rekonstrukci6, amelyet H. Rademacher és O. Toeplitz Von Zah- %
len und Figuren (,,Szamokrdl és alakzatokrdl”) c. konyvébél vesziink at*®, 1.12a 4bra
de némileg 4talakitva, bévitve (azért, hogy bizonyitds minden egyes fdzisa a
gorog matematikdnak olyan integrans fogalmait, eljdrdsait, gondolkoddsi mintdit tiikrozze, amelyeket
amugy is be akarunk mutatni ebben a fiizetben).

(b) Az 1. fazis: A kiindul6 négyzet a oldalit levonva a d|, 4tl6bol, az a; maradék-szakasz fo-

1€ emelt kdvetkezd — a; oldald és d; atloju — négyzet
) . ) | do—ap=a ag do

az 1.12a édbra szerint helyezkedik el. Az a, oldald és ag—a, =d ap<—- d < o
d, atloju négyzetet ugyanigy szérmaztatjulf az 1 in- d—a =a, @ 4
dex(ib6l, mint az utébbit a 0 indexﬁt?('jl stb. Igy négy- aj—ay =d, ap < 5 dy < By
zeteknek egy végtelen sorozatit nyerjik.

(¢) A 2. fazis. Ha qy-nak és dgy-nak lenne m |———"———1+-—"—— 112
kozos mértéke (ez az indirekt foltevés), akkor az ko- dy =y =y Ay < In dyy <+
z6s mértéke lenne a;-nek és d -nek is (lasd a tabldzat U ~ A1 = s 2 2

elsé oszlopdnak els6 sordt), igy a O indexii négyzet
mellett az 1 index{i négyzet is olyan lenne, hogy az oldaldnak és az dtfogdjanak kozos mértéke ugyan-
az az m szakasz. Bzt az eljarast ismételve latszik, hogy a négyzet-sorozat minden eleme ugyanilyen.

(d) A 3. fazis. A sorozatban a négyzet-oldalak és az 4tlok egyarant egyre kisebbek; ha kisebbé
véalnak, mint m, akkor ellentmonddshoz jutunk, s ezzel az indirekt bizonyitas ,,befejez6dott”. (A bizo-
nyitds népszerlibb lefrasaiban olykor koriilbeliil itt szokds megallni.)

* Magyarul kénnyen hozzaférhet leirs talalhat6 B. L. van der Waerden magyarul Egy fudomdny ébre-
dése c. megjelent konyvében (206—209). Ez sziikebb, mint akar a Rademacher-Toeplitz-féle, akar az itteni; mas-
részt kiegésziil annak mély és részletes elemzésével, hogy miért lehet foltételezni a (b) alatti kiindulést a gorog
matematikaban. Sain Marton Nincs kirdlyi it! c. konyvében (98. 0.) szintén ismerteti ezt a bizonyitast, de dtugor-
va az (e)(f) fazist (és nem emliti, hogy ez a bizonyitds — Rademacher-Toeplitzt6l ered6 rekonstrukcid, amit a pi-
tagoreusoknak lehet tulajdonitani).
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Val6jaban azonban, minthogy nem tudjuk, hogy mekkora az m szakasz, azt kell még belatni,
hogy ebben a négyzet-sorozatban az 4tl6 és oldal kiilonbségébdl szarmazé maradék-szakaszok (mint a
kezd6 1€pésben a CE) tetszlegesen — vagyis bdrmely adott szakaszndl, igy a foltételezett m szakaszndl
is — kisebbé valnak."”

(e) A gordog matematika szellemében — mindenesetre mértékgeo-
metriai eszk6zok nélkiill — ez a kovetkezOképpen lathaté be. Minthogy

D C

a o dy . . . .
dy >ay, azért aq <70, amibdl d; <70 is kovetkezik™’; ez pedig ugyan-

igy ismétlodik a négyzet-sorozat minden elemére, vagyis a sorozatban a

masodik négyzettdl kezdve mindegyiknek az oldala ill. 4tl6ja kisebb, mint

az el6z6 négyzet oldaldnak ill. 4tl6janak a fele (1. a tablazat 2. és 3. oszlo-

pét).”! A B’ B
(f) Ma azt mondjuk erre, hogy a sorozat k-adik négyzetének oldala 1.12b 4bra

Lk-ao ill. L~do, és minthogy Lk—>0 (k = 00),
2 2 2
azért a négyzet-oldalak és az atlok egyarant tetszélegesen kicsivé vélnak.)

(g) A gorog gondolkoddsméd azonban itt természetesen az Eudoxosz-féle axiomdra valt ét, a-
mely — eredeti formdjaban — igy szél: Ha adva van két nem egyenlé mennyiség, és a nagyobbol levo-
nunk a felénél tobbet, és igy tovdabb, akkor egy olyan mennyiség fog megmaradni, mely kisebb az adott

mennyiségek kisebbikénél. fgy hét ag-ra és m-re ill. d-ra és m-re alkalmazva ezt az axiémat (d) értel-

ill. 4tl6ja kisebb mint

mében elérkeztiink a vart ellentmondashoz.

1.13 Az 1.12 alatti bizonyitas két fazisardl, (g)-rol és (c)-rdl, kiilon is szélnunk kell.

Ami (g)-t illeti. A dolt betiis szoveget az Elemek-bdl idéztiik, ahol tételként szerepel (X. konyv
1. tétel), mégpedig a ma (de csak a 19. szdzad 6ta) ,,arkhimédészi axiomdnak” nevezett allitdsbol leve-
zetve, amelyet ma igy fogalmazunk: Két mennyiség (két szakasz vagy két pozitiv szam) koziil barmely-
iknek van olyan — pozitiv-egész-szeres — tobbszordse, amely nagyobb a mdsikndl. (Valdjaban a két
4llitas ekvivalens.)*

Az eudoxoszi axiéma mai — pontosabb — fogalmazasban igy sz6l: Ha egy mennyiségnek lega-
ldbb a felét levonjuk, a maradékkal ugyanezt tessziik, és ezt eléggé sokszor ismételjiik, akkor tetszdle-
gesen kicsiny — vagyis bdrmely adott mennyiségnél kisebb — mennyiséghez jutunk.

Ez az euklidészi geometridnak az Euklidész utani logikai kitisztuldsi folyamatdban™ az axiéma-
rendszer integrans részévé valt (igaz, hogy inkdbb az ,,arkhimédészi axiéma” formajaban), de mar a
gorog matematika egész korszakdban a mai széval konvergencia- ill. folytonossdgi problémak kezelé-
sének f6 eszkoze volt.”

¥ Ezzel analég szerkezetii a szabalyos 6tszog oldala és 4tl6ja Gsszemérhetetlenségének bizonyitdsa.

1 4sd az 1.12b 4brat: Ha AB’ < A—ZB , akkor AC’ < A—ZC

>! Az emlitett Rademacher—Toeplitz-konyvbeli lefrdsban a bizonyitdsnak ez a fizisa elnagyolt; nem hasz-
naljak fel az Eudoxosz-axiomat (pedig, ha a gorog matematikusok igy bizonyitottak volna a négyzetatl6 és -oldal
Osszemérhetetlenségét — ami nincs kizarva! — akkor csakis azt hasznélhattak).

52 Mindkét axiéma természetével,szerepével és jelentéségével még tobbszor fogunk foglalkozni a kévet-
kezd fiizetekben is.

%3 Ez a folyamat a 19. szdzad végén Hilbert mar emlitett miivében az ,.euklidészi geometria” modern logi-
kai kovetelményeknek eleget tevd axiomarendszerének megalkotdsdban kulminalt.

* Budoxosz (i. e. 400-3477?) asztrondmus, matematikus, geografus, filozéfus, politikus. Csillagdszként az
elsd ismert geocentrikus vildgmodellt alkotta meg (koralakd bolygdpdlyakkal a Fold koriil); ez igen hosszu ideig
(a reneszansz kordig) mintaul szolgalt a hasonl6 modellekhez, amelyekben tobb tekintetben finomitottak és kor-
rigaltdk az eudoxoszi elképzelést. Eredeti miivei nem maradtak fenn, de matematikai eredményei méasok besza-
mol6ibol, hivatkozasaibdl (féleg Arkhimédész miiveiben és Euklidész Elemeihez fizott kommentarokban) rész-
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1.14 (a) Az 1.12(c) alatti eljarasrdl is kiilon sz6lunk, mert ez matematikailag és matematika-tor-
ténetileg is nagy jelentdségli. A matematikai tradicidban (és a mai iskolai matematikaban is) euklidészi
algoritmusnak nevezett eljardsoknak — az aritmetikdban két természetes szam legnagyobb k6z0s 0szté-
janak a megkeresésére ill. a geometridban két szakasz legnagyobb kozos mértékének az eldéllitasara,
ha ezek a szakaszok GsszemérhetSk™ — az irodalmi forrdsa az Elemek VII. konyvének eleje és a X.
konyv eleje (lasd 1.16). Euklidész — és a gorog matematika altaldban — azonban gyakran a vdltakozva
kivonds® algoritmusét haszndlja ezekre a célokra. (1.12(c)-ben is ezzel irtuk le a négyzetatlé és -oldal
Osszemérhetetlenségének bizonyitdsat, és alabb 1.15-ben egy madsik Osszemérhetetlenségi bizonyitas-
ban mutatjuk be az alkalmazdsat.) A valtakozva-kivonas bizonyosan tobb szaz évvel is megel6zi Eukli-
dész korit.

Ha ag > a; természetes szamok ill. szakaszok™', legyen ap—a; = a, , utdna az a; —a, = as ill.
a, —ay = asz kiilonbséget képezziik aszerint, hogy a; és a, koziil melyik a nagyobb®, és a tovabbiak-
ban minden 1épésben ezen a médon szarmazik két szdm kiilonbségébdl egy tjabb szdm ill. Gjabb sza-
kasz.

A modszer azutdn ezekre a principiumokra épiil:

(VK1) Ha x,y,ze N és x+y=_z vagy x—y =z, akkor a hdrom szdm koziil kettonek minden

ko6z0s osztdja a harmadiknak is osztdja.
(VK2) Ha x, y, z szakaszok és x+ y =z vagy x—y =z, akkor a hdrom szakasz koziil kettdnek

minden k6zos mértéke a harmadiknak is mértéke.
(VK1)-et és VK2)-t egyiitt a (VK)-principium-nak fogjuk nevezni.

(a;) Legyenek ag és a; természetes szimok. Konnyen lathatd, hogy ekkor az eljards mindig vé-
ges. Ha marmost ugy végzddik, hogy a,, . =0 valamely ne N-re, akkor a, az ay, a; szdmok legna-
gyobb kozos osztdja; ha ugy végzodik, hogy a, =1 valamely ne N-re, akkor a; és a, relativ prim;
mads eset nem lehetséges.

(ap) Ha viszont a() és a; szakaszok, az eljaras aszerint véges ill. végtelen, hogy aj €s a; Ossze-
mérhetd ill. nem 6sszemérhetd; az eldbbi esetben az utolsé ad6d6 szakasz az ay €s a; szakaszok leg-
nagyobb k6zos mértéke.

ben rekonstrudlhaték. Az ,.,eudoxoszi axiéma”, az ardnyelméleti folfedezései és a kimerités (exhaustio) médsze-
rének megalapozdsa (ezt az elnevezést a modszer csak a 17. szdzadban nyerte el) — egyebek mellett — mélyen és
struktdrdlisan belefvodtak a gérog matematikdba. Az Elemek XII. konyve, amely mély tételeket tartalmaz a terii-
let- és a kobtartalomszamitas teriiletén a kimerités modszerének alkalmazdsdval (koztiik azt a — valdsziniileg mér
kordbban is ismert vagy sejtett — tételt, hogy egy kip kobtartalma egyharmada azon henger kobtartalménak,
amelynek az alapja €s a magassdga megegyezik a kipéval), Eudoxosznak és részben az ¢ tanitvanyainak és ko-
vetdinek tulajdonithatd; ezekben tobbnyire indirekt bizonyitasok szerepelnek az eudoxoszi axiéma folhasznala-
saval. Az Elemek V. konyve Eudoxosz igen nagy jelentdségli aranyelméletének szisztematikus kifejtése. (Ezzel
a kovetkezd fiizetekben részletesen foglalkozunk majd.)

35 Két természetes szam mindig ,,0sszemérhetd”.

%% Erre a fogalomra a német szakirodalomban 4ltaldnosan ismert és hasznédlatos a Wechselwegnahme
(,,valtakozva elvétel”) kifejezés. Angolul nincs sztenderd elnevezés; magyarul az utébbi évtizedelben kezd meg-
honosodni a vdltakozo kivonds sz6.

>’ Euklidész az Elemek VII. konyvének elején foglalkozik a szdmokra, a X. konyv elején pedig a szaka-
szokra vonatkoztatott véltakozva kivondssal.

Igaz, hogy Euklidész — nem csak ebben a témakdrben, hanem az Elemek VII.—XI. kdnyveiben kovetke-
zetesen (a tételekben és a bizonyitdsokban egyarant) — szakaszokkal jeleniti meg a (természetes) szamokat is. Ez
a mai olvasé szamara meglehetdsen zavard, hiszen példaul éppen a véltakozva kivonds témakorében — és azutdn
az euklidészi algoritmusndl is — 1ényegesen masképpen alakul az algoritmus e két teriileten.

> Innen ered a vdltakozé kivonds megjelolés (gorogiil antanairészisz).
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1.15 A négyzetatld €s -oldal 6sszemérhetetlensége mellett a szabalyos 6tszog atlgjanak és olda-
lanak osszemérhetetlensége lehetett az az elsd folfedezés, amely megrenditette és egyben uj utakra
vezette a matematikdt a pitagoreusok koraban.” Nincs rd D
adat, de lehetséges, hogy ezt is a valtakozé kivonas médsze-
rével ismerték fel, mint a négyzetatld és -oldal dsszemérhe-
tetlenségét. A moddszert ui. — amely a szabdlyos 6tszognél
nagyon természetesen és egyszerlien haszndlhat6 fel — jol is- B
merték a pitagoreusok. E

Az ABCDE szabdlyos 6tszog (1.15a dbra) minden at- M

16ja (az s, szakasz egy példdnya) parhuzamos valamelyik

A

A
oldallal (az a( szakasz egy példdnydval ); igy hét pl. az ‘V‘
B

’ ’

a

ED'CD négyszodg: rombusz (és az abrdban még két ezzel D
egybevagé rombusz van). Az atlék egy ujabb, kisebb szaba-

lyos 6tszoget képeznek, az A'B'C'D’E’-t, és pl. A'/C’AD’ is A

rombusz stb. 1.15a 4bra

Ebbdl kovetkezik, hogy egy atlé nagyobbik szelete
egybevégé az oldallal (pl. CD” és DE), mig a kisebbik szelet a belsd 6tszog atléjaval (pl. D’A és
A’C’); nyilvénval6 tovdbbd, hogy a belsd 6tszog dtléja kisebb s; -val ill. dj, -val jeldlve az itt keletke-
76 végtelen szabalyos-6tszog-sorozat k-adik elemének oldalét és atléjat (k =0,1,2,...), a kdvetkezd
egyenldtlenségek adddnak:

di=dy—50<s5 s1=80—d; <d d
1=do =50 < 5o 1=So—d<d, 4 <%
L2
dr=dy—s51<s K Sh=851—dHr<d d
2 =dp—81<5] s < 2 =81—dy<d dy <4
2
d,.1=d,—s,<s S S,1=8,—d, . 1<d d
n+1 n n n 5, < n2—l n+l n n+l n+l dn+1<7

Maiarmost — hasonléan, mint 1.12-ben a négyzetre vonatkozdan — az 1. és a 3. oszlopbdl az lat-
szik a véltakozé kivonds elve alapjan, hogy ha s;-nak és d;-nak lenne k6z6s mértéke, az mértéke len-
ne az s, és d, szakaszok mindegyikének; ez viszont lehetetlen, mert a 2. és a 4. oszlop egyenldtlen-
ségei és az eudoxoszi axidma szerint mindkét szakasz-sorozat elemei tetszélegesen kicsivé valnak.

1.16 (a) Az euklidészi algoritmus aritmetikai és geometriai forméja egyarant a véltakozé kivo-
nés altalanositdsa.”* Ez a médszer a (VK) principium egy kiterjesztésének a maradékos osztdsokra
valé megszoritasara épiil:

A maradékos osztds formuldja:

a=q-b+r (r<b);
a az osztandd, b az 0sztd, q a hdnyados, r a maradék.

% Ezt a folfedezést Hippaszosznak tulajdonitjak, aki a pitagoreusok régebbi nemzedékéhez tartozott (i. e.
450 joril €élt) és akit a legenda szerint druldssal vadoltak, mert a pitagoreus titkos tanitdsnak ezt ,kényes” részét
kozismertté tette. (A szabdlyos 0tszog atl6i dltal alkotott csillag a pitagoreusok szent jelképe volt.)

%0 Az algoritmus lefrdsa az Elemek-ben (VIL. 1.=3. és X. 2, 3.) nem olyan akkuritus, ahogyan azt a mai
algebraizalt” stilusban megszoktuk: Teljesen hidnyzik az algebrai szimbolika, a szdmokat is szakaszok repre-
zentdljak, és a szoveges leiras zavardan keveri az ,,euklidészi” algoritmust a valtakozva-kivondassal.
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(EAT) A természetes szamok korében: Ha ux +vy = wz vagy ux —vy = wz — tehét specidlisan a
maradékos osztds a = g-b+r (r <b) formuldjanal is —, akkor x, y, z (ill. a, b, r) koziil
barmely kettének minden kozos osztdja a harmadiknak is osztéja.

(EA2) A szakaszok korében: Ha a, b és r szakaszok, ¢ nem-negativ egész szam, a=q-b+n
és a=gq-b+r (r<b) az a maradékos osztisa b-vel, akkor a, b és r ko b=qntn
ziil barmely kettdnek minden kozos mértéke a harmadiknak is mértéke. 0= 93773 T7a

(b) Konkrétan az euklidészi algoritmus — mind az aritmetikai mind a geometri- 1 =94 74t 75
ai formdjaban — maradékos osztdsok sorozata (lasd a jobb oldali keretben). Az &lta- --eeeeeeeeeeeeeenee
lanos formula ez:

Tl =qp Ty + gl a1 <h, 1=1,2,.), a=233, b=72
n=a, n=>b. VALTAKOZVA EUKLIDESZI
. . . KIVONAS ALGORITMUS

Ennek az algoritmusnak a funkcidja ugyanaz, mint a
valtakozva kivondsé (v. 6. (a;) és (a,)): 233-72 =161 | 233=3-72+17

(b)) Ha a és b természetes szdmok, akkor az eljards 161 -72 = 89
mindig véges. Ha mdrmost ugy végzddik, hogy r,,; =0 vala- 89 72 =17
mely ne N-re, akkor r, az a, b szdmok legnagyobb k6zos 72 =17=55 72=4-17+4

. PO _ 55 -17 = 38
osztdja; ha ugy végzddik, hogy r, =1 valamely ne N-re, 38 —17 = 21

akkor a és b relativ prim; més eset nem lehetséges. -
. , o S 21-17 = 4

(by) Ha viszont a és b szakaszok, az eljaras aszerint vé-

ges ill. végtelen, hogy a és b 6sszemérhetd ill. nem Osszemér- 17-4="9 17=4-4+1

het0; az elobbi esetben az utols6 ad6d6é maradékszakasz az a, 9-4=5

b szakaszok legnagyobb kozos mértéke. 5-4= 1

(c) Az euklidészi algoritmus a ,,hatdsfokaban” kiillonbo-
zik a véltakozva kivondstél: Ugyanazokat az eredményeket kevesebb 1épésben szolgéltatja.”' A jobb
oldali példdban a végkovetkeztetés ugyanaz: 233 és 72 relativ prim szdmok. Az euklidészi algoritmus-
ndl azonban olykor tdbb olyan kivonast végziink el 6sszevonva, amelyek a véltakozva kivonasndl egy-
madsutdn kiilon-kiilon szerepelnek. Példaul 72-bdl annyiszor vonjuk le 17-et, masszéval 72-t maradé-
kosan osztjuk 17-tel.

(d) 1.12(b) alatt egy olyan specidlis valtakozva-kivonas valésul meg, amely egyittal euklidészi
algoritmus (amelynek még az a specialitdsa is van, hogy mindegyik maradékos osztds hanyadosa 1): A
négyzet-sorozat minden elemének atfogdjdban az oldal egyszer van meg (és mindig van maradéksza-
kasz is).

1.17 Visszatériink az 1.12 alatti témdhoz. (a) Az ,,Elemek”-ben (X. 27, Fiiggelék) annak az indi-
rekt foltevésnek, hogy a négyzet atlgja és oldala 6sszemérhetd, az az ellentmondas a kovetkezménye —
a Pitagordsz-tétel (I. 47) felhaszndldsdval —, hogy egy bizonyos szdmnak egyszerre kellene parosnak
és paratlannak lennie. A bizonyités lefrisa egyébként — mai szemmel — tdl bonyolult.”

(b) Ez az euklidészi hagyoméany — a négyzet oldala és atldja 6sszemérhetetlenségének a Pitago-
rész-tételen és azon a szdmelméleti tényen alapul6 bizonyit4sa, hogy egy négyzetszdm kétszerese nem
lehet négyzetszdm — mdig fennmaradt az iskolai matematikdban. Ez azonban fogalmilag nem tiszta
eljaras, hacsak nem vagyunk a mértékgeometria birtokdban, hiszen itt a Pitagordsz-tételt mértékgeo-
metriai tételként kell alkalmazni (holott azt az iskolai matematikdbdl csak szintetikus geometriai tétel-
ként ismerjiik meg). Mindez 0sszekapcsolédik annak bizonyitasaval, hogy ,,a Pitagordsz-tételbdl leve-

1 A, kevesebb 1épés” természetesen nem vonatkozik a geometriai valtozat nem-6sszemérhetdségi eseté-
re.

62 Az 1983-as kiadds 513-514 oldalain, a I1.9-hez fiizott kommentarban, a négyzetoldal és —atl Gsszemér-
hetetlenségének egy masik olyan — szintén eléggé bonyolult — bizonyitasat olvashatjuk, amely a II. 9 tételbdl in-
dul ki.
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zethetOen az egységoldali négyzet 4tldjanak hossza V2 il hogy /2 (irraciondlis) szém”. A kovet-
kezdkben bévebben és mélyebben foglalkozunk a szamfogalom olyan zavarossdgaival az oktatdsban
és a népszerll irodalomban, amelyek szorosan dsszefonddnak a gorog matematikara val6é — ny{lt vagy
hallgatdlagos — rossz hivatkozasokkal.

1.18 Az 1.11(c,) kérdés és az 1.17(b)-ben leirt anomalia is aktudlissa teszi, hogy legalabb rovid
Osszefoglaldsban 4ttekintsiik a szdm fogalmdnak természetét a gorog matematikédban.

Mindenekeldtt fontos figyelembe venni, hogy a szdmolés gyakorlatdt megkiilonboztették a tudo-
manyos szamtant6l. Az elébbit, amely foleg konkrét (csillagaszati, kereskedelmi stb.) feladatok keze-
1ésére szolgdlt, és amelyben jelentdsen érvényesiilt a kordbbi nagy matematikai kultdrdk hatésa, logisz-
tikdnak nevezték. Az utébbinak, amely elméleti jellegli volt és — legféképpen a szdmfogalom tekinte-
tében — erdsen osszefonddott filozofiai-ismeretelméleti meggondolasokkal, aritmetika volt a megneve-
z€se. Ebben viszont a gorogok meghaladtdk az egyébként szivésan tovabb €16 0si hagyomanyokat és
gondolkoddsi paradigmaékat.

A szamfogalom a logisztikaban (a gyakorlati felhasznalds kovetelményeinek megfelelen) a ter-
mészetes szamok mellett a torteket is magaba foglalta. Az aritmetikai folfogds azonban mar a legko-
rébbi idészakokban (Thalész, pitagoreusok) eltért ettdl és ez az (j hagyomdany hosszu ideig uralkodé
maradt.

Euklidész Elemeinek VII. konyvében igy sz6l az elsd két definicié. 1. Az egység az, ami szerint
minden létez6t egynek mondunk. 2. Szdm az egységekbdl dsszetevodo sokasag.

Az ,.egy” ebben a felfogdsban nem szdm.”® Nem szamok a tortek sem, ezeket szamok kozotti vi-
szonyoknak tekintették; pl. Euklidésznél a tortek szdmtana a természetes szamokra vonatkozé aranyel-
méletként jelenik meg.

1.19 (a) Az 1.11(c,) kérdés ,torténelmietlen”, ugyanis a gérog matematika szemszogébdl és a
mai matematika szemsz6gébdl mas-mds a vélasz. Minthogy pedig a mai iskolai matematika a gorog
matematikdéval anal6g helyzetben van (azaltal, hogy a pitagorasz-tétellel valé foglalkozas fazisdban —
sOt valéjdban az egész iskolai matematika folyamdn — nincsenek meg a mértékgeometria feltételei),
indokolt, hogy a kérdést a gorog matematika és annak elterjedt matematika-torténeti bemutatdsa szem-
sz0gébdl elemezziik.

(b) Az olyan specidlis ,,kinai” haromszogeknél, amelyeknek mindhdrom oldala 6sszemérhetd
(ezek az Un. pitagordszi haromszogek), a hdrom oldal f61é emelt négyzetek is (trividlisan) 6sszemérhe-
tok (vagyis egyazon négyzet példanyaival kirakhatok); ezekben az esetekben a pitagorasz-tétel szam-
szertien (egész szdmokkal) kifejezhetd a szintetikus geometridn beliil is. Ez a hdrom négyzet marmost
akkor is ,,0sszemérhetOnek™ tinik (igaz, nem a kirakhatésag, csak az dtdarabolhat6sdg vagy akar csak
a kiegészitve-dtdarabolhatdsdg értelmében), ha csak a befogdk dsszemérhetdk, a hdrom oldal nem az.
Ez azonban egy bizonyos fogalmi feliiletességgel mondhaté csak, amely a matematika-torténeti — tob-
bé-kevésbé népszerli — irodalomban és az iskolai matematikdban egyardnt gyakori.

%3 Lasd az 1F.8 feladatot!
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(c) Szokas pl. ilyesfélét mondani (a gorog matematika ismertetése ke-
retében): ,,Bar végtelen sok pitagordszi haromszdg van, a pitagordsz-tétel

mégsem csak ezekre az esetekre vonatkozik. Példdul az 1.19a dbra esetében

az atfogé folotti négyzet 13 egységnyi, de magat

meg egész vagy tort szimmal®.” A kérdéjelekkel mi bdvitettiik az egyéb-
ként szokvanyos dbrat (éppen az emlitett fogalmi zavarra akarunk ezzel utal-
ni); azt jelezziik, hogy nem csak az atfogéhoz rendelt J13 problematikus,
hanem az atfogd geometriai négyzetéhez rendelt 13 is.

(d) Mit is jelenthet az, hogy ,,az dtfogd folétti négyzet 13 egységnyi” ?

Attekintiink néhany lehetdséget:

137?
4 2 132

az atfogét nem adhatjuk

1.19a abra

A konkrét példaban: a c atmérd folotti geometriai

négyzetet ¢ -tel, a mindenkori egységnégyzetet 1° -
tel fogjuk jelolni®; ebben az Osszefiiggésben az 1
szimb6lum az egységszakaszt is jeloli.

Altaldnosan (nem okvetleniil derékszogii harom-
szogre vonatkoztatva): C és E négyzetek, E kisebb,
mint C, C oldala a ¢ szakasz, E oldala az e szakasz,
ne N.

A. Szintetikus geometriai lehetdségek.

(ag) ¢ kirakhaté 17 13 példanyaval. (Ez csak elvi
lehet3ség; a konkrét példa nem engedi meg®, mert
13 nem négyzetszdm).

(Ay) C kirakhat6 az E négyzet n példanydval.

(a) ¢" 4tdarabolhaté 17 13 példnydnak egyiitte-

sébe.%’

(A)) C atdarabolhat6 E n példdnydnak egyiittesébe.

(ay) " kiegészitve-dtdarabolhaté 17 13 példanyé-
nak egyiittesébe.*

(A,) C kiegészitve-atdarabolhaté E n példdnyanak
egyiittesébe.

B. Mértékgeometriai

lehetdségek.

(by) Egy definidlt szamszeri-teriilet-fiiggvény értel-

mében ¢" teriilete 17 -vel mérve 13 .

(B;) Egy definidlt szdmszerti-teriilet-fiiggvény ér-

telmében C teriilete E -vel mérve n .

(by) Egy definidlt szamszerl-szakaszhossz-fiiggvény

értelmében ¢ hossza az 1 szakasszal mérve /13 .

(B,) Egy definialt szdmszeri-szakaszhossz-fiiggvény

értelmében ¢ hossza az e szakasszal mérve \/; .

(A szokasos mértékfiiggvények esetében (B;) ekvivalens (B,)-vel.)
(e) Implikacios kapcsolatok e valtozatok kozott.

Trividlisan (Ag) = (A]) = (A,).

4 : Py P S z 2 z s 2
% Mai mértékgeometriai észjarassal azért, mert az 4tfogé mértékszama /13 (ha ugyanazzal a szakasszal

mérjiik, amelyre nézve a befogék mértékszamai 2 és 3), és ez irraciondlis szam. A gorog matematika észjarasa-
val — amikor is nem léteztek ,,irracionalis szdmok”, a ,,szdm” fogalma a természetes szamokra (olykor az 1 kivé-
telével) vagy legfeljebb a pozitiv tortszdmokra terjedt ki — azért, mert nincs olyan ,,szdim”, amelynek aritmetikai
négyzete 13.

% Ez nem sztenderd jelslés. Az olvasasban nem okvetleniil kell megkiilosnboztetni a? -8l (de ha logikai-
lag kovetkezetesek akarunk lenni, megkiilonboztetésiil esetleg ,,az a szakasz folotti négyzet”-nek mondhatjuk).
Az iskolai matematikdban azonban nagy fogalmi zavar megjelenési formdja, sot jelentdés mértékben okozéja is,
hogy egy fontos geometriai objektumnak nincs olyan jele, amely vildgosan elhatdrolja 6t a mértékgeometriai ér-
telmezéstol.

81 Bzt ,,szivesen elhiszi mindenki”, mégis ajanlatos (bar nem nehéz) geometriailag belétni.

82 Ez akkor kovetkezik ,,a Pitagordsz-tételbdl”, ha azon az dtdaraboldsos tételt értjiik.

63 Ez akkor kovetkezik ,,a Pitagordsz-tételbS1”, ha azon a kiegészitve-dtdarabolésos tételt értjiik.
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(A)) £ (Ag), hacsak nem négyzetszdm az n.

(A,)=(A;). Ez konnyen beldthat6, ha a mértékgeometridn at bizonyitjuk, ami a gérég mate-
matikdban nem — vagy csak megalapozatlanul, tehat logikailag nem helyesen — volt lehetséges; igaz,
hogy a szintetikus geometridn beliil is bizonyithat6, de sokkal nehezebben, €s ilyen bizonyitasok csak
a 20. szdzad elejétdl sziilettek® (a bizonyitds igénye sem sokkal régebbi). A gérog matematikaban ol
sem meriilt, hogy ez egyéltalan kérdéses lehet — vagyis, hogy a kiegészitve-dtdarabolhatésdg nem von-
ja maga utdn kozvetleniil ldthatoan az 4tdarabolhatdsdgot, hanem ezt matematikai problémaként kell
kezelni —, és a mai iskolai matematika fenntartja ezt a — ma mar, s6t mar régéta — rossznak mondhat6
orokséget: A pitagordsz-tétellel kapcsolatban biztosan folmeriil ez a két geometriai ekvivalencia-foga-
lom (hiszen a tételt hol igy, hol dgy, hol meg mindkét értelemben bizonyitjdk), de még csak meg sem
emlitik e fogalmak egyenértékiiségének a problémdjdt (nem a bizonyitasat hianyoljuk).”

1.20 Mit is jelenthet — ijra az 1.19a dbrdra utalva — az, hogy ,,a hdromszog dtfogoja J13 72
A gordg matematika talajdn — szigordan aritmetikailag tekintve — sem-

mit! (V. . 1.19(c)-vel.) “1
Lehetne azonban a \/; (ne N) szimbolumot a kdvetkezé moédon hasz- )\

ndlni: Minthogy van olyan négyzet, amelyhez az n szdmot rendelhetjiik (mint 1

Hteriiletet”, de nem a mértékgeometria, hanem a szintetikus geometria kereté- J5 v

ben, pl. az atdaraboldsos pitagordsz-tétel alapjan, v. 6. 1.19(d)), legyen Jn é\/z =2
ezen négyzet oldaldnak, tehdt egy szakasznak, mint geometriai objektumnak, a

jele. Az 1.20a dbra egy mddszert mutat a Jn szakasz megszerkesztésére tet-

sz6leges ne N-re, kozvetleniil a pitagordsz-tétel folhaszndlasaval.”' Bizonyos L_ l/
esetekben azutdn ezek a szakaszok szamszerlien is viszonyithatok a kiinduld- 1

sul vdlasztott ,,1” alapszakaszhoz; pl. a J4 szakasz az alapszakasz két példa-

. o . 1.20a dbra
nyanak az osszeillesztésével is nyerhet6.”

1.21 (a) Itt kozbe kell iktatnunk bizonyos meggondoldsokat a négyzetnek egybevagd négyzetek-
kel valé kirakhat6sagéarol és a Jn szakasz el8bbi értelmezésérél. Ezek a meggondoldsok egy Ossze-
fiiggd problémamezdt alkotnak.

(b) A\/n szakasz a fenti médon akkor értelmezhetd egyértelmlien, ha egyértelmiien 1étezik

olyan N négyzet, amelyhez az n szamot rendelhetjiik. Ezzel kapcsolatban pedig két olyan (rejtett) pro-
bléma van, amelyeket tudatositanunk kellene. (A kovetkezé meggondolasokban mindvégig egy egyér-

% Az elsd ilyen bizonyitds taldn Hilberté (az 1901-ben megjelent korszakfordit6 ,,Grundlagen der Geo-
metrie” c. miivében, amellyel még tobbszor és bévebben fogunk foglalkozni). Azéta tobb, a Hilberténél elemibb
bizonyitas is sziiletett.

" Ez még akkor is sdlyos gondolkoddsi hiba lenne, ha a valés szamtest és a j61 megalapozott mértékgeo-
metria birtokaban lennénk az oktatds ama fazisaban (1. a kovetkez0 fiizetet); mégis hallgatélagosan mértékelmé-
leti érvet haszndlnak, ami mar abban is megnyilvanul, hogy a , teriilet”, , teriiletegyenldség” szavak eleve a szam-
szerli teriilet-elképzelést sugalljak, nem pedig egy tisztdn geometriai viszonyt. Erdekes, hogy ez az ,.4thallds” a
pitagoreusokndl és éltaldban a gorog matematikdban sem volt ritka. Taldn a pitagordszi haromszogek ,,varazsla-
tos hatdsdnak” is tulajdonithaté ez (ami azonban nagyon félrevezetd, hiszen ezek az egyediili derékszogti harom-
szogek, amelyeknél a pitagordsz-tétel eredetileg geometriai tartalma kozvetleniil racionalis-szdm-szer(i formaban
jelenitheté meg).

"I Nincs egyértelmiien tisztiazva, de lehetséges, hogy éppen ezt a szerkesztési folyamatot képzelték el an-

nak idején az egymads utdni Jn szakaszok megjelenitésére.
> Tanulsdgos tapasztalat (minthogy ebben a szerkesztésben a J4 értelmezése nem 2-1 volt) és tanuldk-

nak — de taldn a tandroknak is — oromteli élményt nytjt, ha valéban ,,megmérik” a /4 szakaszt az ,,1” alapsza-
kasszal.
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telmtien rogzitett M alapnégyzetet — ,,egységnégyzetet” — ill. m alapszakaszt — ,,egységszakaszt” —
képzeliink el.)

(by) Tobb kiilonbdz6 mddon is rendelhetjiik bizonyos N négyzethez az n szamot. Pl. ha

(0) az N kirakhat6 az M n példanyaval;

(1) az N éatdarabolhat6 az M n példanyanak egyiittesébe;

(2) az N kiegészitve-atdarabolhaté az M n példanyanak egyiittesébe.

Marmost van-e erre garancia, hogy ezek a feltételek egyenértékiiek (vagyis hogy ha egy négyzet eleget
tesz e feltételek egyikének, akkor a tobbinek is) ? (L. fent 1.19(e)).

(by) De még ha megdllapodndnk abban, hogy egy bizonyos mddot hasznilunk az n ,teriileti”
négyzet definidldsara, pl. az (1)-et, fonnmarad ez a kérdés: nem lehetséges-e, hogy két kiilonbozd
(nem egybevigd) négyzet is van, amelyek dtdarabolhaték az M n példanyénak egyiittesébe? ™

Ha figyelembe vessziik az 4tdarabolhatésdg tranzitivitasat’’, ez azt is jelentené, hogy valamely
négyzet dtdarabolhato lenne egy vele nem egybevdgo négyzetbe (tehit nem is definidlhatnank a Jn
szakaszt” az 1.20(a) alatti médon). Egydltaldn nem magdtol értodo, hogy ez nem lehetséges, de a go-
ro6g matematikdban a kérdés folvetése is abszurd lett volna.”

(c) Az iskolai matematikdba suttyomban sziirddik be ez a probléma (nem szokds észrevenni).
Mindnydjan ismerjiik az ilyen mondatokat: ,,A Pitagordsz-tételbdl kovetkezik, hogy egy olyan derék-
sz6gli hdromszognek, amelynek a befogéi 3 és 4 egységnyiek, az atfogdja 5 egységnyi.”’

Mairmost a Pitagordsz-tétel — akdr a gérog matematika vonatkozdsaban, akar dltalanosan a szin-
tetikus geometria szemszogébodl, akar az iskolai megismerési folyamat aktudlis szintjén (amikor az
ilyen mondat elhangzik vagy tankdnyvekben szerepel) — nem is sz6l ilyesmirdl. Csupan azt mondja ki,
hogy a kérdéses haromszog atfogéjara emelt négyzet dtdarabolhaté’’ 3x3+4x4 =25 egységnégyzet
egyiittesébe. Persze, ismeriink ilyen négyzetet: ez éppen az 5 egységnyi oldali négyzet (amely egyéb-
ként ,,annyira nyilvanvaléan” 4tdarabolhat6 25 egységnégyzetbe, hogy még ki is rakhat6 ezekkel, va-
gyis nem kell 6ket feldarabolni). Ez azonban még nem zdrja ki evidens mdédon, hogy mas — az 5x5 -
0s négyzetnél kisebb vagy nagyobb — négyzet is dtdarabolhat6 legyen (netdn valamilyen sokkal bo-
nyolultabb médon).

(d) Altaldnosabb formajaban a kérdés — a derékszogli haromszogektdl fiiggetleniil — igy szol:
Igaz-e, hogy két kiilonboz6 négyzet nem lehet dtdarabolhatdan egyenld? A legédltalanosabban pedig a
probléma ez: Igaz-e, hogy egy sokszog nem lehet dtdarabolhatéan egyenld egy valodi rész-sokszoggel?

Azt az allitast, hogy ez valéban igy van, fogjuk az dtdarabolhatosdg szigorii monotonitdsi téte-
lének nevezni.”

7 Ez azt jelentené, hogy Euklidész Elemeinek széhasznalataval élve ,.egyenl$”-nek kellene mondanunk
két nem egybevagd négyzetet. A kovetkez0 flizetben részletesebben foglalkozunk majd ezzel.

™ A gorog matematikdban 4ltalanos volt, hogy az dtdarabolds tranzitivitasat és a kiegészitve-atdarabolés
tranzitivitasat is hallgatélagosan foltételezték és a bizonyitasokban hallgatélagosan folhasznéltdk. A bizonyitas-
nak a sziikségessége egyaltalan nem meriilt f6l.

> Azt, hogy ez nem lehetséges, a megalapozottan csak sokkal kés6bb kiépitett mértékgeometridn at kony-
nyen bizonyithatjuk, bar a tény maga a szintetikus geometria keretébe tartozik. Szintetikus geometriai bizonyitas
azonban csak Hilbert mar emlitett 1901-es konyvében jelent meg el6szor, mégpedig ebben a formdban: Ha egy
trianguldlt — hdromszdgekre bontott — sokszogbdl elvessziik legaldbb az egyik hdromszoget, akkor a maradék
hdromszogekkel nem lehet az eredeti sokszoget kitolteni. (Valéjaban Hilbert nem sokszogekre, hanem téglala-
pokra mondta ki a tételt, de a bizonyitds nyilvdnvaléan ugyanigy miikodik tetszdleges sokszogekre is. Lasd az
1F.18 feladatot!)

76 Mindaz, amit erré] mondunk, tigyantigy elmondhaté barmely pitagoraszi szimhdrmasra.

" Vagy kiegészitve-dtdarabolhaté, ha a tételt igy bizonyitottuk; a probléma lényege ugyanaz.

™ Lasd még az 1.7, 1F.13(by)(c,), 1F.18 részeket és a csatlakozo ldbjegyzeteket!
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1.22 (a) A gorog matematikdban ténylegesen volt helye az 1.20 alatti értelmezésnek (persze nem

a — sokkal késébbi — v/ jelet’” hasznalva).
Euklidész az Elemek nagy terjedelmil 10. kdnyvében ilyen — részben n

hallgat6lagos vagy nehezen kiolvashat6 — értelmezések alapjan épiti fol ,,az n
irraciondlisok” elméletét; k b lult tartalmat (eltekint ,,epi- n
irraciondlisok” elméletét; ennek bonyolult tartalmat (eltekintve egyes ,.epi ﬂﬁ Jn
|
1

z6dokté1”™) tomoren igy lehetne lefrni: a ,,skatulydzott négyzet-gyokos™ ki-

fejezések — mint pl. Jn+Jm - kozotti Osszemérhetdségi viszonyok

vizsgélata. 1.22a édbra

(b) Ehhez persze Jn -nek a szakaszként val6 értelmezése mellett sziikség van a ,,négyzet-terii-
let”-ként val6 — szintetikus geometriai — értelmezésére is. Az 1.22a dbra egy — konstruktiv — lehetdsé-
get mutat erre. Ez azonban ,,utdnaérzés” a gordg geometriai algebra szellemében. Az Elemek 10.
konyvét a megfogalmazast illetden az teszi igen nehezen olvashatova, hogy csak széveggel — képletek
nélkiil és nagyon kevés igazan értelmezd dbraval — irja le a nagyon komplex viszonyokat, tartalmilag
pedig az, hogy az ,,irracionalitisok” tizenkét kiilonboz6 — a mai matematika nyelvén ilyesféle gyokos
kifejezésekkel reprezentalhat6 — osztdlya kozotti kapcsolatokat vizsgalja.

1.23 (a) Magat az osszemérhetdséget is meglehetésen bonyolultan értelmezi Euklidész. Sz van
ui. 0sszemérhetetlenségrél mind a szakaszok, mind a négyzetek korében. Az eldbbi vilagos (a kovet-
kez6 fiizetben tovabb foglalkozunk vele), az utébbi azonban nem, mert az egybevagd négyzetekkel
val6 kirakhatsdg és a nem-négyzetekké darabolds szerinti egyenldség nincsenek fogalmilag elkiilonit-
ve (V. 0.1.21.)

(b) Még a szakaszok korében is nehézséget okoz, hogy meg kell kiilonboztetni a kovetkezo o6t
allitast: az a, b szakaszok

— linedrisan osszemérhetdk (vagyis osszemérhetdk és ennek kovetkeztében a és b° is Ossze-
mérhetd);

— linedrisan nem-dsszemérhetdk (vagyis nem dsszemérhetdk, amikor is a” és b° lehet 6ssze-
mérhetd és nem Gsszemérheto);

— négyzetesen osszemérhetSk (vagyis a® és b° dsszemérhetd, ekkor a és b lehet dsszemérhetd
és nem 0sszemérhetd);

— négyzetesen nem OsszemérhetSk (vagyis a” és b” nem 6sszemérhetd, amikor is a és b sem
0sszemérhetd);

— csak négyzetesen dsszemérhetk (vagyis a” és b° 6sszemérhetd, a és b nem 6sszemérhetd).
(L. az Elemek X. konyvében a 2. definiciét és a 9. tételt.) 8l

" A ma hasznalatos négyzetgyok-jelet — a négyzetgyok kiilonboz6 més jelolései utin — az eurépai mate-
matikdban féleg Michael Stifel és Adam Ries honositotta meg a 16. szdzadban (igaz, hogy a felsd, osszefoglalo-

kijelold vizszintes vonal nélkiil; ezt még Gauss is zdrdjellel oldotta meg, a 19. szazadban, pl. \ (b2 —4ac).

Ries algebrista és nagyon hires ,,szdmolémester” volt; pedagdgiailag is kitind szamtan-konyveket irt. (A
neve mind a mai napig fennmaradt egy a német nyelvteriileten kozismert sz6lds-mondasban.)

Stifel a kordanak egyik vezetd matematikusa volt; a logaritmusrél sz616 fiizetben részletesebben fogunk ré-
la sz6lni. Itt csak azt emlitjilk meg (ami e fiizet témdjahoz kapcsolddik), hogy taldn 6 volt az els6 matematikus a
gorog matematika korszaka utdn, aki az Elemek — nagyon bonyolult, még ma is igen nehezen olvashaté — 10.
konyvének alapgondolatait igazdn megértette és jelentésen hozzdjarult az irracionalitds problémadinak tudatosita-
séhoz.

%0 Ezek tobbnyire val6sziniileg késébbi betolddsok, s bar snmagukban nem érdektelenek, késGbbi kiada-
sok, kiilonbozo forditasok mai szemmel nézve rendszerteleniil valogatnak beldliik.

81 Az g szimbSlumot ,hazi haszndlatra” vezettiik be; sem Euklidész, sem mds gorog matematikusok,
sem a rengeteg kiilonboz6 nyelvi Elemek-kiadas nem jeloli egyedi mdédon az a oldald négyzetet mind a mai
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(c) Az ,,0sszemérhetd” szt szakaszparra vagy idom-pdrra lehet alkalmazni. Ha egy-egy a sza-
kaszt mérhetének mondtak, akkor ez egy kimonva vagy hallgatélagosan rogzitett e ,,egységszakasz’-ra
vonatkoztatva azt jelentette, hogy az a, e par 6sszemérhetd. Hasonldan lehetett egy teriiletet mérhe-
tonek nevezni egy rogzitett teriilettel valé osszemérhetdség kifejezésére. Euklidész a mérhetd idomo-
kat kimondhaté-nak vagy raciondlisok-nak is nevezte, és ezt az elnevezést kiterjesztette azokra a sza-
ka-szokra, amelyekre épitett négyzetek mérhetdk. A tobbi szakaszok kimondhatatlanok vagy irracio-
ndlisok.

SZAKASZOK FOGALMI OSZTALYOZASA
egy (tetszllegesen rogzitett) e ,,egység’”- sza-
kaszra vonatkoztatva

e-vel 6sszemérhetd . raciondlis
e-vel csak négyzetesen dsszemérhetd raciondlis

A GOROG A MAI
MATEMATIKABAN MATEMATIKABAN

irraciondlis

e-vel nem 6sszemérhetd irraciondlis %

Ezzel a tablazattal két dolgot kivanunk vildgossa tenni.

1. A ,raciondlis”—"irraciondlis” osztdlyozds a gordg matematikdban nem aritmetikai, hanem
geometriai tartalmd: Nem szdmokr6l van sz6>, hanem szakaszokrdl, mégpedig a valds szdmok nélkii-
li, szintetikus geometridban.

2. A gorog osztilyozds még a mai mértékgeometriat visszavetitve a gorog geometridra (vagyis a
szakaszokhoz az 6 — valamely egységszakaszra vonatkoztatott — mértékszadmait rendelve) sem felel
meg a valés szdmok halmaza ,,raciondlis”—"irraciondlis” folosztdsanak.

1.24 (a) Lattuk tehét, hogy Euklidész — és vele az egész gordog matematika — a ,,raciondlis”, ,,ir-
raciondlis” szavakat (itt természetesen az ezen latin szavaknak gorog megfeleldirdl van sz6), amelyek
a mai matematikai nyelvben a valds szdm fogalmdhoz kotddnek, kétszeresen is mds értelemben hasz-
ndlja. Ez az iskolai matematikaban és a népszertsité irodalom kiilonbozo rétegeiben a mai napig haté
félreértelmezések forrdsa. A félreértés lehetdségét noveli, hogy a mai matematikaban a ,,gérog” és a
»mai” értelmezés kapcsolatba hozhat6 (ami azért nem sziinteti meg a kiilonb6z6 voltukat).

Stlyos hiba elhallgatni az ilyen fontos terminusoknak a torténeti jelentésvaltozasat.

(b) Igaz-e hogy ,,A pitagoreusok folfedezték, hogy a V2 irraciondlis szdm” ? Ez a mondat ui. —
kiilonbdzd valtozatokban — gyakori a kiilénb6zé mértékben népszeriisité matematika-torténeti iroda-
lomban, és az iskolai matematikdban kimondva-kimondatlanul jelen van. Fontosnak tartjuk rdirdnyita-
ni a figyelmet ennek a mondatnak az anakronisztikus és abszurd voltdra, hiszen matematikai és mate-
matika-torténeti szempontbdl egyardnt stilyosan félrevezetd.

(by) A szdm fogalma a pitagoreus aritmetika folfogdsidban nem terjed tdl azon, amit ma termé-

szetes szamnak neveziink (1. 1.18). A V2 -16l tehdt a pitagoreusok nem mondhattik, hogy ilyen-olyan
szam, mert egyaltaldn nem szam.
(b,) A mondatnak azonban az a — feliiletesen fogalmazott, de szintén gyakori — véltozata, hogy

,»A pitagoreusok folfedezték, hogy a \/5 irracionalis”, is abszurd, mert akkor csak a \/5 szimb6lum-
mal reprezentalt szakaszra gondolhatunk (ez tényleg létezik, 1. 1.20), de ez a gbrog matematikdban ép-
pen hogy ,,raciondlis” (ui. négyzetesen 0sszemérhetd az 1 szakasszal, 1. az 1.23(c) alatti tablazatot).

(bs) Nem csak arrél van tehdt sz6, hogy az 4llitds nem igaz®*, hanem arrél, hogy nem is lehetne
igaz, mert értelmetlen!

napig; a legnevesebb kommentétorok is az a’ szimbélumot haszndljak, ami a nem eléggé értd vagy figyelmes
olvasénadl stilyos, az iskolai matematikdban pedig végzetes félreértelmezések forrdsa.

82 Bzt az osztalyt az irracionalis szakaszoknak az 1.20(c)-ben emlitett tovébbi osztdlyozdsa finomitja.

8 Ottez az osztalyozas értelmetlen is lenne, hiszen a ,,szdm” azt jelentette, amit ma ,természetes szam’-
nak neveziink, és ennek a szdm-tartomanynak barmely két eleme ,,6sszemérhetd”.

8 Ez ui. még nem zdrn4 ki azt, hogy ez a folfedezés megtorténhetett volna, csak éppen nem tortént meg.
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(c) Mindez az egyik megnyilvanuldsa annak az altalanos és éltalanosan elterjedt tendencidnak,
hogy a valds szdm fogalmi problémait nemlétezének allitsdk be. Az iskolai matematika ugyanis ebben
a tekintetben hasonlé helyzetben van, mint a gor6g matematika, azzal az eltéréssel, hogy amikor az
ilyen témak egyaltalan eldkeriilnek, akkor a szamfogalom mar atfogja a raciondlis szdimokat (a sz6t a
mai értelemben véve), de csakis azokat. Ebben a fazisban nem igaz tehat az, amit az iskolai matema-
tika a kezdetektdl sugall, hogy ti. minden szakasznak van szdmszerii hossza, és értelmetlen azt monda-
ni, hogy ha még sincs (mint pl. az egyenld és egységnyi szaru derékszogli hdromszog 4tfogdja eseté-
ben), akkor mégis van, csak éppen ,,irraciondlis szdm”. Ennek a szénak ebben a helyzetben semmiféle
jelentése sincs.*

Ennek a rossz tendencidnak évezredes, igen erds hagyomanyai vannak, amelyek egyértelmiien
visszavezethetok az emlitett torténeti szituaciokra.

(d) Az inkriminélt mondat rendszerint a kovetkezd tételek tematikdjadba bedgyazva jelenik meg
az oktatdsban.

Az eredeti — pitagoreus (szintetikus geometriai) — ill.
raciondlis” aritmetikai tételek

(1) A négyzet 4tl6ja és oldala nem 6sszemérhetd.

A mai mértékgeometriai ill. ,valos” aritmetikai
megfeleldik

(1*) A négyzet atl6jat az oldalaval mérve a mérték-
szam irracionalis.

(2) Négyzetszam nem lehet négyzetszdm 2-szerese.®

(2*%) /2 valds szamként 1étezik és irraciondlis.

(3) Az egyenl6szari derékszogli haromszog atfogdja
folotti négyzet ,egyenld” a befogd folotti négyzet
kétszeresével. (Itt pl. dtdarabolhat6sdagrol lehet sz6.)

(3*) Ha egy egyenlOszari derékszogli haromszog
oldalanak mértékszama 1, akkor az atfogéra emelt
négyzet szdmszert teriilete 2.

A=Y

GHYA Q= ).

A tablazat utolsé sordban jeleztiink egy — a t€émank szempontjabdl relevans — implikacids kap-
csolatot e tételek kozott.

Mindhdrom bal oldali tétel pitagoreus 6rokség a mi kultirdnkban. Az oktatdsban azonban ezek a
tételek sokszor (megalapozatlanul) mértékgeometriai kontosben tlinnek f6l, és végsd soron a hat tétel
és ezek kapcsolatai logikailag és torténetileg nehezen kibogozhatd szovevényt alkotnak (aminek sem a
tanuldk, sem a tanitok nincsenek tudataban).

1.25 Végiil meg kell emliteni azokat a zavarokat is, amely a szavak kiilonb6z6 nyelvsikokbeli —
filozéfiai vagy koznyelvi ill. matematikai szaknyelvi — jelentéseinek Osszekeverésébdl fakadnak (ami-
re még rarakddik a szavak torténeti jelentésvaltozasa is mindegyik kategéridban).

8 Az érzékletesség érdekében érdemes ezt karikirozva is megfogalmazni: Akinek ,,szdm” az, amit a mate-
matika-tudomany ,,raciondlis szdm”-nak nevez, annak egyrészt zavard, ha teljesen foloslegesen az utébbi sz6t
kell hasznélnia, masrészt nyilvanvald, hogy bar pl. a siindiszn6 nem ,,raciondlis szdm”, abbdl nem kovetkezik,
hogy ,.irraciondlis szdm” (ami egyébként abban a helyzetben nem is jelent semmit).

% 1t persze természetes szamokrél van sz6. (A tétel a mai matematikdban egyenértékii azzal, hogy nincs
olyan raciondlis szdm, amelynek a négyzete 2, de a megismerési folyamatok ,,valds szam eldtti” fazisaiban ma

sem jelenti azt, hogy ,,a +/2 irraciondlis szdm”, hiszen ennek nincs is értelme.)

87 Ennek bizonyitdsdhoz azonban (mai folfogds szerint) még tovdbbi — nem is egyszertien bizonyithaté —
Osszefiiggéseket kell tisztazni, amelyekkel a gorog matematika nem foglalkozott, sét a sziikségességiiket sem is-
merte fol (pl. a Bolyai Farkas—Gerwien-tételt, amellyel egy késobbi fiizetben foglalkozunk, és amely a valds
szam fogalmat feltételezi).
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Jracionalis”, ,racionalitas” Lirracionalis”, ,,irracionalitas”
Koznyelvi és filozdfiai | (1)) Esszerﬁ(ség), értelemmel fel- | (i;) képtelen(ség), ésszeriitlen(ség), meg-
értelemben foghat6(sag) kozelithetetlen(ség) a gondolkodds szé-
mara), felfoghatatlan(sig)

Modern matematikai
miuszoként

(r;) egy valés szdm P (»,qeN) | (i,) egy valés szdm P (»,qeN) alak-
q q

alakban val6 reprezentdlhatésdga | ban valé nem-reprezentdlhatésdga

Matematikai miszoként

- iy Lasd az 1.23 alatti tablazatot
a gorog matematikdban

Amikor ti. matematika-torténeti szerzok azt irjak, hogy ,,a pitagoreusok folfedezték az els¢ irra-
cionalitast”, akkor ez ellen semmi kifogdsunk nem lehet, ha foltételezziik, hogy itt az ,,irracionalitds”
sz6t nem az (i), hanem az (i)) értelemben hasznaltak:

Nem azt akartdk mondani, hogy folfedezték egy szdmukra nem létezo objektumnak — a +/2 -nek
— egy tulajdonsdgdt (azt, amelynek a valds szimok mai elméletében, ahol ez az objektum létezik™,
tehat lehetnek tulajdonsdgai is, irracionalitds a neve),

hanem azt, hogy ,.irraciondlis”, vagyis abszurd az a helyzet (koriilmény, tény), hogy nincs olyan
egész szam, amelynek 6nmagéval valé szorzata 2 *.

1F Feladatok.

1F.1 (a) Tanulméanyozza az Elemek 1. konyvének 35.—41. tételeit!

(b) frja le, hogy milyen értelemben haszndlja itt Euklidész az ,.,egyenld”, , kétszeres”, ,.fele, fele-
zi” szavakat (konkrétan, minden egyes el6forduldsnal)!

(c) Lehet-e az egyes bizonyitdsokbol rekonstrudlni, hogy a megfeleld térelek szovegében mit
jelentenek ezek a szavak?

(V.5.1.8) \ J/\N\ \\

F.2 Mit lehet leolvasni a 1.6d dbraval anal6g \ \ O\ N\
1F.2 dbrabol \ | =

(a) a paralelogramma-riacshoz illeszkedd vasta- \ \ N T LA
gon rajzolt hdromszog oldalai folé 4llitott paralelo- \ \) NS
grammakrol ill.

(b) a hdromszdog oldalair6l? 1F.2 dbra

1F.3 A ,kinai bizonyitashoz” tartoz6 1.6e dbran az egyik négyzetracs bizonyos racspontjai egy-
beesnek a masik — vele azonos 1éptékii — négyzetrics egy-egy racspontjaval. Bizonyitsa be, hogy ez
nem csak az dbrén tiinik i{gy (vagyis nem csak arrdél van sz6, hogy két pont ,,nagyon kozel” esik egy-
madshoz), hanem torvényszerlien, pontosan igy van.
e@th) 4.
I-tga-tgf
dicids képletét. 2. Haszndlja fol az origd koriili forgatés transzformacids egyenletrendszerét:
X' =cos@-x—sin@-y, y=sin@-x+cos@-y.

Utmutatasok két kiilsnbozé bizonyitashoz. 1. Hasznalja ol a tangens-fiiggvény

8 Erre visszatériink majd a kovetkezé fiizetben, a valds szdmtest fogalmanak Dedekind-féle folépitésével
kapcsolatban

% Amibél az is kovetkezik (amint azt a mai iskolai tanuléknak is tudniuk lehet és kell, ,.egy pitagoreus”
azonban nem mondhatja), hogy olyan tort-szam — vagyis végso soron olyan raciondlis szdm, az (r,) értelemben —
sincs.
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1F.4 Az Elemek 1. konyvében hol szerepel bizonyitasi eszkozként az ,.egyenldség” tranzitivita-
tasa? (Keressen meg €s elemezzen két-harom eléfordulast.) Részletezze, hogy milyen konkrét geomet-
riai reldcidk tranzitivitasat takarja ez az egyes esetekben!

1F.5 Az 1F.5a dbra és az 1F.5b dbra a pitagorasz-tétel egy-egy kiegészitve-atdarabolasos bizo-
nyitasahoz tartozik.”” Rekonstrudlja ezeket a bizo-
nyitisokat!

- - - - - —FH

o

1F.5a abra 1F.5b abra

1F.6 Az 1F.6a abra ugyanabbdl a — Chou-pei
Suan-king nevii — régi kinai dokumentumbdl valo, A N
mint az 1.6(c) alatt folidézett ,kinai” pitagorasz-té- 4 N
tel-bizonyitds. Ez is a 3, 4, 5-0s derékszdgili hdrom-
szogre demonstrdlja a pitagorasz-tételt, de maskép-
pen: Mig amaz atdaraboldsos bizonyitds, emez a kie- N 7
gészitve-atdaraboldson alapul.”’ N /

(a) Rekonstrudlja ennek a bizonyitdsnak a szo-
vegét (amelyet eredetileg le sem irtak)! )

(b) Mutassa meg, hogy ez a bizonyitds atvihe- 1F.6a. dbra
t6 barmely olyan derékszogli haromszdgre, amelynek a befogéi 6sszemérhetdk!

(c) Hogyan alakul a konfiguracid, ha egyenldszard derékszogli haromszogrdl van szé? (V. 6.
1.6(e).)

(d) Mutassa meg, hogy a (b) alatti feltétel folosleges! >

1F.7 Ertelmezze geometriailag vVa” —b" -t, ahol a és b szakaszok, a > b, és adjon meg hozzé
egy euklidészi szerkesztést.

1F.8 Tanulmanyozza az Elemek VII. 1., VIL. 2 szakaszait, és fogalmazza meg: Hogyan jelenik
meg itt az a tény, hogy a gorog matematika az egységet nem tekintette ,,szim”-nak (holott a szamokat
— értsd a természetes szdmokat — az egységbdl folépiilonek gondoltak)! (V. 6. 1.18.)

1F.9 (a) Olvassa 4t jbol az 1.21 szakaszt!

(b) Bizonyitsa be, hogy ha egy négyzet egyaltalan kirakhaté egy masik négy-
zettel, akkor csak egyféleképpen, az 1F.9a dbran jelzett ,természetes” modon!

(Az 1.21(b)) alatti (0) médon eszerint egyértelmiien rendelhetd hozza egy bizo- | | ..
nyos négyzethez az n szam. (Igaz persze, hogy n-nek négyzetszamnak kell lennie.)

1F.9a abra

% A masodik példa forrasa Bayreuther, P.: Demonstration des Satzes von Pythagoras. In: Math. Unt. Pra-
xis 1982, Heft 2, p. 41 f.

°! ValGjaban tehét — az akkori kinai matematika szintjén — nem ugyanarrél a tételr6l van sz6!

%2 A (b), (c), (d) alatti kérdések olyanok, amelyek a mai matematikai gondolkoddsnak obligat elemei, de
amelyek a folidézett régi kultirdkban fol sem meriiltek.
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1F.10 (a) Olvassa at Gjbdl az 1.13 szakaszt!
(b) Bizonyitsa be, hogy az ott ,,eudoxoszi axiémanak™ és ,,arkhimédészi axidmanak™ nevezett
allitasok — szakaszokra és pozitiv valds szdmokra egyarant — ekvivalensek.

1F.11 Az 1F.11b,c,d 4brdk az euklidészi befogd-tételnek (amelybdl a
Pitagorasz-tétel kozvetleniil levezethetd, 1. 1F.11a dbra) harom bizonyitdsat il-
lusztraljak; az elsé az Euklidész-féle bizonyitds (Elemek 1.47)”, a masodik an-
nak egyszeriibb folépitése (de szintén teljesen Euklidész szellemében), a har- L
madik pedig a masodiknak csak formailag kiilonb6zo valtozata. 2%

Irja le ezeket a bizonyitasokat és elemezze Gket a felhasznalt bizonyitasi
eszkozok tekintetében! 1F.11a dbra

/
T
Q Y

IF.11b 1F.11c 1F.11d ébra
(Példaul a masodikban és a harmadikban az Elemek 1.35 tételére kell hivatkozni, ugyanolyan
logikai szerepben, ahogyan az elsében az 1.41 tételre. Mi ez a logikai szerep?)

1F.12 1.16-ban emlitettiik, hogy az Elemek VII.1-3, X.2,3 tételeinek a szovegében nem vilagos,
hogy a valtakozva-kivonasrol vagy az ,.euklidészi algoritmus”-rél van szé. (A cél — szimoknal a leg-
nagyobb kozos osztd ill. 6sszemérhetd szakaszokndl a legnagyobb kozos mérték elddllitdsa — szem-
pontjabdl egyarant lehet ezekre gondolni.)

Tanulmanyozza gondosan e tételek bizonyitdsait is; vajon azokbodl kideriil-e egyértelmiien, hogy
mire gondolt Euklidész?

1F.13 (a) ,,Ellendrizze” zsebszdmoldgépen:
V242 =8, J1B=4, 248 =\iE,
(by) Bizonyitsa be ezeket (aritmetikailag)!
(by) Mi ebben a szerepe az x > x? fliggvény (x >0) szigord monotonitdsanak?
(c1) Legyen Jn (ne N) annak a négyzetnek az oldal-szakasza, amely dtdarabolhat6 n db egy-
ségnégyzetbe™, tovabbd a, b szakaszokra a ® b az a és b Ssszeillesztésével keletkezd szakasz, a ® b

az a és b téglalapja, végiil a” az a oldald négyzet (vagyis a” =a®a).
Bizonyitsa geometriailag:
V2@2=48, 2084, 208118

(c,) Mi ebben a szerepe az dtdarabolhatésdg szigorii monotonitdsi tételének?””

(d ) Bizonyitsa be (geometriailag), hogy '\/n2 =n !

% Az 1F.11b 4bra az Elemek-beli bizonyitds eredeti braja; ldsd 1.8.

% Tlyen négyzet létezik 1.20 szerint.

% A tétel megfogalmazasat 1asd 1F.18(M) alatt. A tételnek nincs sztenderd elnevezése (pedig alapvetéen
fontos tételrdl van szo; a ,,szigord monotonitds™ kifejezést azért valasztottuk, mert az érzékletesen utal a dolog

Iényegére.



28

Dedk Ervin: Kiséro fiizetek a ,,A matematika-tudomdny torténete” c. kurzushoz 1. fiizet
Kézirat, 2., javitott és bovitett vdltozat (2010)

(e) Bizonyitsa be (geometriailag), hogy n-~m =\n*-m (m,ne N). (Ha a egy szakasz és
ke N, akkor k-a az a szakasz k példanyanak Osszeillesztésével nyert szakasz.)

1F.14 Az 1F.14a abra annak egy bizonyitasat kiséri,
hogy egy olyan derékszdgli haromszog befogdi, amelynek
hegyesszogei 60 és 30 fokosak, nem 8sszemérhetok.

(a) Rekonstrudlja ezt a bizonyitast! (Olvassa at 4jbol
az 1.12, 1.15 szakaszokat, és hasznaljon fel azokbdl bizo-
nyitési elemeket!)

(b) Mutassa meg az (a) eredményének felhasznila-

1F.14a abra

sdval, hogy \/3 irracionalis!

1F.15 (a) Tanulmdnyozza az 1.9 szakaszt!

(b) Konnyti latni, hogy az 1.9(d)-beli mindhdrom véltozatban adédé szamharmasok valéban pi-
tagordszi szdmhdrmasok.

(c) Mutassa meg, hogy a 3. valtozatban ennek a forditottja is igaz, legaldbb is abban az értelem-
ben, hogy a formuldk az alaphdrmasok mindegyikét szolgéltatjak!

(d) Bizonyitsa be az 1.9b abrabdl kiindulva, hogy

14345+..4+Qn-D=n* (n=1,2,.). E aass
(e) Bizonyitsa be, hogy a természetes szamok koré-
ben egy gh szorzat pontosan akkor négyzetszam, ha
2 2
g=ku”, h=kv
valamely u, v, k természetes szdmokra. (V. 6. 1.9(e).)

1F.16 Az 1F.16a abra ugy épiil {6l az ABC derékszo-

gli haromszogbdl, hogy 90° -kal elforgatjuk azt; ezzel kije-
I6lhetjiik a nagy téglalap még hidnyz6é G, H, E cstcsait, I
(4gy, hogy pl. az EF szakasz valdéban egybeviagd a ¢, sza- m!
kasszal). | |

(a) Bizonyitsa be a szintetikus geometria keretében, A ;
hogy a sraffozott idomok ,,egyenlok”! (Tekintsiik tigy, hogy
Htudjuk”: a sokszogek korében a kiegészitve-atdarabolhat6-
sdg ekvivalens az dtdarabolhatésdggal.”®) A bizonyitandé té-
tel tehét valdjéban ez:

Bdrmely derékszogii hdromszog dtfogojahoz tartozé magassag-szakaszra emelt négyzet ,,egyen-
167 az dtfogo két szakasza alkotta téglalappal.

(b) Tanulmanyozza az 1.20-1.22 szakaszokat és az 1F.13 alatti feladatokat!

(c) Ertelmezze: Ha (a)-ban ¢, tetszOleges természetes szdm és c¢; =1, akkor az m szakaszt

Jei -el jelolhetjiik.

v

!

F ot 1

1F.16a abra

% (a) Ezt valéban tudhatjuk, mégpedig tobb kiilonbozé forrasbol:

1. A mértékgeometridbdl visszatekintve konnyl latni, hogy a kiegészitve-atdarabolhatésdg implikélja az
atdarabolhatdsagot.

2. A 20. szdzadban ennek tiszta szintetikus geometriai bizonyitdsait dolgoztak ki.

(b) A gorog matematikdban ezt az implik4cidt trividlisan igaznak tartottdk, a bizonyitds igénye nem me-
riilt fol, sot: ezt a két kiilonbozo relaciot fogalmilag nem is kiilonboztették meg, még elnevezésben sem (mind-
kettot ,,egyenloség’-nek nevezték).

(c) Ez a feladat azt kivanja, hogy a gorog matematika szellemében dolgozzunk.
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1F.17 Ennek a feladatnak az a targya, hogy bebizonyitsuk (a szintetikus geometria keretein be-
liill): Annak harom kiilonbdzd értelmezése, hogy az egységszakasz megvalasztdsa utdn bizonyos szaka-

szokhoz a \/n szimbdlumot rendelhetjiik (n=1,2,...), paronként ekvivalens.
Ezek az értelmezések a kovetkezdk (az 1F.17a,b,c dbrdkon a hdromszogek mind derékszogliek):

n=12,.. I\\/E l\\/— n=273..

i AN |_\/7>

1F.17a abra 1F.17b abra 1F.17¢c abra

Egy s szakaszhoz a Jn szimbélumot rendeljik (n=1,2,...), ha

(A) s annak a derékszogli haromszdgnek az atfogdhoz tartozé magassaga, ahol az 4tfogé szele-
tei az 1, n szakaszok (1F.17a 4bra);

(B) s annak a négyzetnek az oldala, amely atdarabolhat6 n db egységnégyzetbe (1F.17b dbra)’’;

(C) s annak a derékszogli haromszognek az atfogdja, amelynek a befogéi az 1, Jn—1 szaka-
szok (1F.17b abra).

A (C) esetben a definicié n értéke szerinti rekurzidval torténik, amelynek kiindulépontja a V2
szakasz meghatarozasa azon egyenldszard derékszogli haromszog atfogdjaként, amelynek a befogéi az

egységszakasz példanyai. A 1 ittis az egységszakasz masik jele legyen.
(A), (B) és (C) egyenértékiisége tobb kiillonbozd logikai séma szerint bizonyithatd; a kovetke-
z6kben egy bizonyos implikacios diagram l1épéseit tlizziik ki feladatul.
(a) Bizonyitsa be, hogy (A) = (B)!
(Utmutatds: Hasznalja fol az 1F.16 tételnek azt a specidlis véltozatat, amelyben =1
(b) Bizonyitsa be, hogy (B) = (A)!
(Utmutatds: Lasd az el6z6t.)
(c) Bizonyitsa be, hogy (B) = (C) !
(Utmutatds: Hasznalja fol a pitagordsz-tétel megforditdsat!)
(d) Bizonyitsa be, hogy (C) = (B) !

(Utmutatds: A V2 esetében hasznélja fol a pitagordsz-tételt, a tovabbiakban pedig teljes indukcidval
jéarjon el!)

(e) Az (a), (b), (c) és (d) feladatok koziil az egyikben 6nkénteleniil — hallgatélagosan —, de kike-
riilhetetleniil folhasznaljuk azt is, hogy egyetlen sokszdg sem lehet dtdarabolhatéan egyenld egy valddi
részével. (,,Az dtdarabolhatosdg szigori monotonitdsa”; 1. pl. az 1F.18 feladatot!)

Melyik az a feladat? Miért és hogyan sziikséges ott ezt a tételt hasznalni?

(f) Gondolja 4t és fogalmazza meg pontosan, hogy milyen viszonyban van a (B) ill. a (C) értel-

mezés a v/n 1.20 alatti szintetikus geometriai értelmezésével!

1F.18 Bizonyitsa be, hogy az dtdarabolhatdsdg ..szigori monotonitdsa” ekvivalens Hilbertnek a
75. 1abjegyzetben (1,21(b,)) idézett tételének altaldnos valtozataval. Részletesen:

(M) allitas. Ha egy A sokszdg valddi részként tartalmaz egy &5 sokszoget, akkor A és 5 nem

lehet dtdarabolhatéan egyenld.”

°7 Ilyen négyzet egyrészt létezik (1asd 1.20), masrészt egyértelmiien létezik (1asd az 1F.18 feladatot!).

Ez is azon elengedhetetleniil fontos tételek kozé tartozik, amelyeknek bizonyitdsa a gordég matematika-
ban széba sem johetett, hiszen Euklidész az Elemek I. konyvében axiémaként mondja ki, hogy ,,az egész na-
gyobb a résznél”. Igaz, hogy nehéz lett volna (Euklidész azonban elmulasztotta ellendrizni, hogy a haszndlt rela-
ciok — koztiik az dtdarabolhatésdg — teljesitik-e az axidomdkat; lasd bovebben a 2. fiizetben). A mértékgeometria-
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(H) allitas. Ha egy trianguldlt — azaz hdromszogekre bontott — sokszogbol elvesziink egy
vagy tobb részhdromszoget, akkor a maradék haromszogekkel nem toltheto ki az eredeti sok-
szb‘g.99

A bizonyitand9 4llitas tehat: (M) < (H).

ban a széban forg6 tétel ,,nyilvanvaléan” igaz: Jeloljik Cvel az A4 és a & idomok ,kiilonbség-idomat™; ekkor
mindhdrom idomnak van szdmszeri teriilete — egy-egy pozitiv szdm—, és |.41=151+1C1>15].

% Hilbert téglalapra mondta ki ezt a tételt (Grundlagen der Geometrie §21, 52. tétel, 79. o. az 1999-es,
14. kiadasban, §21, 32. tétel, 66. o. az 1909-es, 3. kiadasban), de a bizonyités tetszéleges sokszogre érvényes.



