Elemi matematika

Msc levelez6 matematika tanarszak
A tantargy célja:
- A magyarorszagi feladatorientalt matematikatanitasi tradicionak megfeleléen az

altalanos ¢s kozépiskolai matematika tananyag jelent0sebb témakoreibdl valogatott
tipikus feladatok jellegzetes megoldasainak attekintése és a kiilonb6z6 megoldasi

modok 6sszehasonlitasa,
- a feladatmegoldo rutin fejlesztése;
- a problémaérzékenység fejlesztése;
- feladatmegoldasok tanitasi szempontokat figyelembe vevo leirdsanak gyakorlésa.
Modszer:
Feladatok megoldésa és a megoldasok elemzése.

Kovetelmények:

- a foglalkozasokon valo részvétel,

- a kitlizott feladatok megoldasa és bekiildése a megadott hataridéig az
msclevelemi@gmail.com cimre,

- egy KoMaL feladat elemzésének bekiildése december 17-ig az
msclevelemi@gmail.com cimre.

A kurzus zarthelyi dolgozattal zarul.

A gyakorlati jegy:

A gyakorlati jegy alapja a félév végén irt zarthelyi eredménye. A legaldbb elégséges
gyakorlati jegy feltétele a kovetelmények teljesitése €s a zarthelyi dolgozat legalabb elégséges
szinten vald megirasa.

A dolgozat hat feladatbol fog allni, melyekkel a kozépiskolai legfeljebb érettségi szintii
feladatok ¢és az altalanos iskolai egyszerlibb versenyfeladatok megoldasanak és a megoldasok
tanari szempontokat figyelembe vev0 leirdsanak képességét kérjiik szamon.

A hat feladat koziil legalabb hadrom az aldbbiakban talalhaté gyakorld feladatok koziil fog
kikertilni.

A zarthelyi dolgozat eredményét — legalabb elégséges dolgozat megirdsa esetén — a bekiildott
feladatok €s az o6rai munka legfeljebb egy jeggyel modosithatja, felfelé vagy lefelé egyarant.

Az aldbbiakban az egyes témakorokhoz a gyakorlasra szant és a bekiildendd feladatokat
kovetden a feladatelemzés szempontjai talalhatok.

1. témakor: aritmetika, elemi szamelmélet, algebra
1.a Gyakorlo feladatok

Aritmetika, elemi szamelmélet

1. Béla egy papirlapot tetszdleges modon felosztott 7 részre. Az igy kapott részek koziil az
egyik részt felosztotta 13 részre, majd a kapott részek egyikét ismét 7 részre, és igy
folytatta, arra sem iigyelve, hogy a 7, illetve a 13 részre osztast valtogatva végezze.
Bizonyos szamu osztads utan megszamolta a kapott részeket, és azt allitotta, hogy 2007
részt kapott. Lehet-e, hogy jol szdmolt?

2. Helyezz a szamok kozé (ahol sziikséges) muveleti jeleket, zarojeleket gy, hogy az
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eredmény 2009 legyen.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 = 2007
3. Eléall-e a 2007 szomszédos természetes szdmok dsszegeként?
Hényféleképpen?

El6all-e szomszédos paros szdmok dsszegeként?
Eldall-e szomszédos paratlan szamok 6sszegeként?

4. Egy téablara felirtuk az 1, 2, 3, ... , 2006, 2007 szamokat (az els6 2007 darab pozitiv
egészet). Ezek koziil két tetszdleges szamot letoroltiink, €s helyettiik a kiillonbségiiket irtuk
fel. Ezt az eljarast addig ismételjiik, amig egyetlen szam marad. Paros ez, vagy paratlan?

5. Allapitsd meg, hogy az aldbbi kovetkeztetések koziil melyik helyes!
a) 6|x és 5|x és 1l|x = 330]|x
b) 6|x és 20|x = 120|x

c) 13|120x = 13|x

d) 7|x2 = 7|x = 49|x2

e) 15|x* = 15|x = 225|x%°

f) 12| = 12|x = 144|%

g 1l|xyz = 11|x vagy 11|y vagy 11|z

hy 15|xy = 15|x vagy 15|y
6. Keress olyan négyzetszamot, amelyben a szamjegyek 6sszege 150.

7. Tartalmaz-e a mindig eggyel tobb kettes szamjegyet tartalmazo6 szamok 2, 22, 222, 2222,
... sorozata végtelen sok
a) harommal
b) héttel
c) kilenccel
d) 111-gyel oszthatd szamot?
Figyeld meg ugyanezt, mas szammal val6 oszthatosagokra is!

8. Hany 0-ra végzddik a 100!?

9. Add meg primtényezds alakban azt a legkisebb szamot, melyre igaz az allitas:
a) 5-tel oszthatd négyzetszam
b) 10-zel oszthatd négyzetszam
C) 21-gyel oszthatd négyzetszam
d) 3-mal oszthat6 paros négyzetszam
e) 5-tel oszthatd 0-ra végz6do négyzetszam
f) 12-vel oszthat6 kobszam
g) 27-tel és 24-gyel oszthatd négyzetszam
h) paros, 3-mal oszthat6, de 18-cal nem oszthatd négyzetszam
1) 20-szal oszthato és a duplaja négyzetszam
10. Keress megfelelé m, n, k szamokat, amelyekre az alabbi valamelyik feltétel teljesiil!
a) (m;n) =12, (m;k)=80¢és (n;k) =77
b) (m;n)=21¢és[m;n] =3689
) (m;n) =120 és 5mn négyzetszam.
11. Bizonyitsd be, hogy ha egy 6tjegyli szdm oszthatd 271-gyel, akkor, ha néhdny szamjegyet
levagunk a végérol és a szam elejére tessziik, az igy kapott szam is oszthat6 lesz 271-gyel.
12. Keressiik meg 59-nek azt a legkisebb tobbszordsét, amely 4 darab 1-es szamjegyre
veégzodik!



13. Hat kosarban tojasok voltak. Némelyikben tyuktojasok, masokban kacsatojasok. Az egyes
kosarakban sorra 5, 6, 12, 13, 23 és 29 tojas volt. "Ha eladom ezt a kosar tojast, akkor
kétszer annyi tytiktojasom marad, mint kacsatojasom." Melyik kosarra gondolt?

14. Milyen p primszamokra igaz az, hogy akarmilyen egész szam a,
(@a+1)°+(a+2)%+... + (a+p)° oszthato p-vel?
15. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy szdm paros osztoinak Osszege
kisebb legyen a paratlan osztok dsszegénél?

16. Hany olyan kiilonb6zd szampar van, amelyeknek legnagyobb ko6zds osztdja 7 és
legkisebb kozds tobbese 186 3407
17. a) lgaz-e az az egyiptomi észrevétel, hogy minden 0 és 1 kozotti tortszam kifejezhetd
kiilonbozd véges sok torzstort dsszegeként, ahol a torzstort alatt 1 szamlaloju tortet
értiink? Legfeljebb hany tagu 6sszeget kapunk, amikor ez sikeriil?
b) Mutassa meg, hogy a k/n tort barmely k < n esetén elballithatdo pontosan n darab
kiilonb6z6 torzstort osszegeként.

Az egységes érettségi feladatgyiijtemény
433, 437, 450, 460, 490, 495 sorszamu feladatai.

Algebra

Az egységes érettségi feladatgyiijtemény
566, 570, 641, 646, 650, 686, 707, 717, 724, 739, 744, 844, 850, 864, 875, 878, 908,
909, 582, 586b, 609, 611, 613, 699, 736, 745, 786, 787, 788, 819 sorszamu feladatai.

Szoveges feladatok:

1. Minden délben ¢és ¢jfélkor egy-egy hajoé indul el New Yorkbol Lisszabonba s egy masik,
ugyanazon az Utvonalon, Lisszabonbdl New Yorkba. A hajout pontosan nyolc napig tart.
Multkoriban ezzel a hajdjarattal mentem New Yorkbol Lisszabonba. Hany szembejovo
hajot szdmolhattam meg? (Az indulaskor érkezd és az érkezéskor induld hajot is
szembejovOnek tekintettem.)

(Grdtzer Gyorgy: Elmesport egy esztendore)

2. Budapestt6l Debrecen kozelitéleg 200 km-re fekszik. Budapestrél Debrecenbe és vissza-
utazunk repiilével. A repiilogép sebessége 150 km/6. Azt észleltiik, hogy az utazas egész
id6tartama alatt egyenletesen erés, 30 km/6 gyorsasagli szél fujt Budapest- Debrecen
iranyban. Amig Budapestrdl repiiltiink Debrecenbe, addig a szél eldsegitette a repiilést,
sebességiinket novelte. Visszafelé természetesen ugyanennyivel csokkentette a szél a
sebessegiinket. Végeredményben tehat az utazis idOtartamat nem véaltoztatta meg a szél
sebessége. Helyes a végkovetkeztetésiink?

(Grdtzer Gyorgy: Elmesport egy esztendore)

3. Egy felderitd repiildgép szélcsendes idében oranként 220 mérfoldet repiil. Uzemanyaga 4
oranyi repiiléshez elegend6. Milyen messze repiilhet, hogy kockazat nélkiil vissza is
térhessen,

a) ha oranként 20 mérfold sebességii ellenszélben indul?
(Polya Gyorgy: A probléemamegoldas iskoldja)
b) ha o6ranként 20 mérfold sebességli hatszélben indul?
c)** ha oOranként 20 mérfold sebességli, tetszéleges iranyud, szélben indul? Melyik
esetben jut legmesszebb?

4. Egy éllasra harom fiatalember palyazott. A felvételt intéz6 tesztviseld csak egy kérdést tett
fel nekik. - Mint tudjak, a kezd6 fizetés havi 1000 forint, amit félhavi részletekben fizetiink
Ki; ha azonban munkajuk megfelel, fizetésiiket minden honapban emeljiik. Mit kivannak



Onok inkabb? Azt, hogy fizetésiiket havi 15 forinttal, vagy azt, hogy félhavonkénti 5
forinttal emeljiik? Két palyazo rogton az elsé lehetdséget valasztotta, mig a harmadik kis
gondolkodas utan a masodik lehetdség mellett dontott. Ot vették fel. Miért?

(Grdtzer Gyorgy: Elmesport egy esztendore)

5. Megérkezvén a szallodaba, harom amerikai kényelmes szallast kér a tulajdonostol; egy
haromszobas lakosztalyt rendeltek. 30 dollarért felkinaltak nekik egy gyonyorii lakosztalyt,
s a turistak felmentek, hogy megnézzék. Megfeleldnek talaltak mindent, s igy fejenként 10-
10 dollart dsszeadtak, s atnyujtottadk az Oket felkisérd haziszolganak. Mikor a haziszolga
atadta a tulajdonosnak a 30 dollart, az akkor jott ra, hogy tévedett; a haromszobas
lakosztaly ara csak 25 dollar. Igy a héziszolgaval visszakiildstt 5 db egydollarost. A
haziszolga felfelé menet arra gondolt, hogy nehéz volna az 5 egydollarost harom ember
kozott szétosztani, s ezért kettdt zsebre vagott s a harom turistanak 1-1 dollart adott vissza.
gy mindenki 9 dollart fizetett. Mivel 3 - 9 = 27 dollar; két dollar a haziszolga zsebében
maradt, s ez Osszesen 27 + 2 = 29 dollar, pedig eredetileg harman 30 dollart adtak Ossze.
Hova tlint a harmincadik dollar?

(Grdtzer Gyorgy: Elmesport egy esztendore)

6. a) Az asztalon all két egyforma pohdr. Az egyikben tiszta viz, a masikban pontosan
ugyanolyan mennyiségli bor van. Egy kiskandl bort attesziink a masikba, jol
Osszekeverjiik, majd ugyanazzal a kiskanallal egy kiskanalnyi keveréket visszatesziink a
borospoharba. Az a kérdés, hogy a vizespoharban lesz t6bb bor, vagy a borospohdrban
lesz tobb viz?

b) Az asztalon all egy pohar, sziniiltig tele narancslével. A folyadék tetején jégkockak
usznak, mint tudjuk, korilbeliil egy tized résziik a viz felett van. Ebbdl természetesen
kovetkezik, hogy ha hagyjuk elolvadni a jégkockakat, akkor az ital mar nem fog
beleférni a poharba, kicsordul beldle. Vagy mégsem?

c) Egy csonakban nagy ko van. A haldsz beevez a toba, majd a t6 kozepén kidobja a kovet
a csonakbol a tavacskaba. Vajon valtozik-e ettdl — akar csak kicsi mértékben is — a to
szintjének magassaga?

7. Amikor Mr. és Mrs. Smith repiilre szalltak, csomagjaik 6sszstilya 94 font volt. A férj 1,50
$-t, a feleség 2 $-t fizetett a tulsulyért. Ha Mr. Smith egyediil repiilt volna kett6jiik
csomagjaval, akkor 13,50 $-t kellett volna fizetnie. Hany font stilyt csomagot vihetett ezen
a jaraton egy szemeély magaval rafizetés nélkiil?

(Polya Gyorgy: A problémamegoldas iskolaja)

8. Egy apa vagyona négy fidra maradt. Fiai a kovetkezOképp osztottdk el egymas kozt a
vagyont: Az els6é legyen 3000 livres-rel kevesebb, mint a vagyon fele. A masodiké legyen
1000 livres-rel kevesebb, mint a vagyon harmada. A harmadiké legyen épp a vagyon
negyede. A negyediké legyen 600 livres-rel tobb a vagyon 6todénél. Mekkora volt a
vagyon, és mennyi jutott egy fitra?

(Polya Gyorgy: A problémamegoldas iskoldja)

** Fszreveheted, hogy a végén mindenki éppen ugyanannyi pénzt kapott. Altalanositsd a
feladatot!

9. Egy apa szamos gyermeket hagyott hatra, ¢s igy végrendelkezett a vagyonarol: Az els6é
legyen 100 korona és a maradék tizede, a masodiké legyen 200 korona és a maradék
tizede, a harmadiké legyen 300 korona és a maradék tizede, a negyediké legyen 400 korona
¢s a maradék tizede, és igy tovabb. A végén kideriilt, hogy mindegyik gyermekének
ugyanannyi jutott. Mekkora volt a vagyon, hany gyermeke volt, és mindegyiknek mennyi
jutott?

(Polya Gyorgy: A probléemamegoldas iskolaja)
** Altaldnositsd a feladatot!



10. A sakktablam mellett voltam, oldalamnal fiam
¢s lanyom {ltek. A kisldny szdmtan hazi Iy ps 1
feladatan dolgozott, irasbeli osztasokat kellett ;Sti
gyakorldsul elvégeznie. Mig par pillanatra bst:
kiment a szobabdl, kis dcese nagy szolgalommal —

Pv Pv Pv Pv Pv Py pv i hyhy =Dy £ 8 £ by

D Ps Ps
kezdte az osztds szemjegyeit sakkfiguradkkal i; L__ };
lefedni. Mire odanéztem, mar csak két szamjegy g—’f

maradt szabadon. A kovetkezd abrat lattam:
(A pv hv bv fv kv ns fs bs jelek a vilagos, illetve sotét paraszt, huszar, bastya, futar, kiraly,
kirdlyn6 helyét jelzik. Semmi jelentdségiik nincs, azon kiviil, hogy eltakarjak az alattuk
allo szamot.) Ha lesdprom az asztalrol a figurdkat, a fiam kezd el bombdlni, ha
rajtahagyom, lednyom méltatlankodik majd a megzavart hazi feladat miatt. Mit tehettem
mast, nekifogtam, hogy a figurdk elmozditasa nélkiil kitalaljam, mi volt az osztds. Mire
leanyom visszajott, egy masik papirra leirtam neki, meddig jutott el az osztdsban. Mint
latjak, Sanyi, ha nem is biztos, hogy j6 pedagdgus, de jo rejtvényfejtd s ez hozzasegitette
egy csaladi vihar elkertiléséhez. Vajon mi is meg tudtuk volna ezt tenni helyében?
(Grdtzer Gyorgy: Elmesport egy esztendore)

11. — Nos — mondta a szallitmanyvezetd a helyettesének —, mint tudja, a szallitmanyt 1000
mérfoldre kell elvinniink. Mibe fog ez keriilni?
— Ez sokban fligg a szallitasi sebességtdl — szolt a valasz. — Az alapdij mérfoldenként 1
font s a potdij, 10 mérfold/ora felett a sebesség minden mérfold/oraja utan, természetesen
szintén mérfoldenként, egy shilling. Igy pl. ha 20 mérfold/ éraval megyiink, akkor 1 font
10 shillinget kell fizetniink egy-egy mérfold utért. (20 shilling 1 font).
— Tehat akkor legjobb, ha 10 mérfold/oraval megylink?
— Nem egészen, elfelejti, hogy minden 20 6ran feliili 6rdért, ameddig a szallitas tart, 25
font banatpénzt kell fizetnlink. Mi a szallitmany optimalis sebessége?
(Grdtzer Gyorgy: Elmesport egy esztendore)

12. Cambridge-bol Northyba két mérfoldes szerpentin autdit vezet; az ut elsé mérfoldje nehéz
hegyi uton a Northy feletti magas hegy tetejére vezet s a masodik mérfoldon ereszkedik ala
Northyba. Egy neves autdversenyzd vallalkozott arra, hogy a rendkiviil nehéz terep
ellenére 30 mérfold/ora atlagsebességgel jut el Cambridbe-bdl Northyba. A felfelé vezetd
uton, mint ahogy azt a hegy tetején elhelyezkedd megfigyelOk konstataltak, csak 15
mérfold/ora sebességgel tudott haladni, mégis csak alig néhdny mésodperces késéssel ért
Northy varosaba. Harmadnap temették. Ugyan miért halt meg?

(Grdtzer Gyorgy: Elmesport egy esztendodre)

13. Caius és Sempronius k6zos lakomat rendeztek. Erre Caius 7, Sempronius pedig 8 tal ételt
hozott. Varatlan vendégként megérkezett Titus is, s egyenlden megosztottak az ételt
egymas kozt. A Titus altal elfogyasztott étel 30 dendrius értékii volt, s igy Titus ezt
mondta: — A hozott ételmennyiség aranya 7 : 8, ebben az aranyban osztom el a pénzem. S
fizetett Caiusnak 14 és Semproniusnak 16 dendriust. Sempronius azonban tiltakozott a
pénz ilyen feléllasa ellen, s mivel tarsai nem hallgattak ra, a birésaghoz fordult. Mi volt a
birdsag helyes itélete?

(Grdtzer Gyorgy: Elmesport egy esztendore)
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14. Tomi — ismervén gyongémet a kevés szamot megado
szorzéas-rejtvények irant — sziiletésnapomon az abran
lathato rejtvénnyel lepett meg.

. . . . QOXX0OXXO0
— Az o betli mindeniitt ugyanazt a szamjegyet jeloli, s X XOXXXO
egyetlen x sem lehet o betli. Nem nehéz a rejtvény, ha XXXXXXXX
igyekszel, talan a kovetkezd sziiletésnapodra kész is leszel. XOXXXXXX
Hat azért olyan sokdig nem tartott. Remélem, 6ndk iS oxxXxoxXXXX0XXXX
hamarabb elkésziilnek vele!

(Grdtzer Gyorgy: Elmesport egy esztendore)

15. Edison hires volt elmés technikai megoldésairdl. Egyszer egy vendége azonban igy
panaszkodott neki.

— Nehezen nyilik a kapud. Te, aki egy technikai zseni vagy, miért nem javitod meg?

Edison igy vélaszolt:

— A kapum nem véletleniil nyilik nehezen. Ugyanis minden ember, aki kinyitja, 15 liter

vizet pumpal fel a ciszternamba. Eppen ellenkezéleg, azt tervezem, hogy a jelenlegi

pumpat kicserélem, ugy, hogy minden ajtonyitaskor 20 liter viz jusson a ciszterndba. Ha

ezt megtenném, akkor hattal kevesebb vendég elég lenne a ciszterna feltoltéséhez.

a) Hany literes Edison ciszternaja?

b) A feladat szamadatai: 15, 20 és 6. Diszkutald a feladatot, allapitsd meg, hogyan lehet
ezeket az adatokat megvalasztani, hogy a feladatnak legyen megoldasa.

C) A rendszerbe természetesen egy tulfolyé is bele volt épitve, tehat ha mar tele volt,
akkor a pumpa kikapcsolodott. Tegyiik fel, hogy a ciszterna 500 literes volt, hogyan
lehet a feladatban szerepld adatokat megadni tigy, hogy legyen megoldas.

16. Ha kilenc kalyhéban 6t és fél nap alatt tizenkét kobméter biikkfa ég el, mennyi nap alatt ég
el tizenkét kalyhdban kilenc kobméter biikkfa?
(Karinthy Frigyes: Tanitom a kisfiamat)

17. Egy asszony a piacon az elsé vevOnek eladta a tojasai felét meg egy fél tojast, a
masodiknak a megmaradt tojasok felét meg egy fél tojast, a harmadiknak az ezutan
megmaradt tojasok felét meg egy fél tojast. Ezek utdn a megmaradt egy tojéssal
hazaballagott. Hany tojast vitt a piacra, ha tudjuk, hogy ehhez egyetlen tojast sem kellett
feltornie?

18. Egy asszony a piacon az elsé vevOnek eladta a tojasai felét meg egy fél tojast, a
masodiknak a megmaradt tojasok harmadit meg egy harmad tojast, a harmadiknak az
ezutdn megmaradt tojasok negyedét meg egy negyed tojast. Ezek utan a megmaradt ...
tojassal hazaballagott. Mi allhat a harom pont helyén, ha mindekdzben egyetlen tojast sem
kellett feltornie?

19. Hét ember elmegy kokuszdiot gylijteni. Talalnak is jo sokat, de rajuk esteledik, igy az
osztozkodast reggelre hagyva lefekszenek aludni. Ejszaka egyikiik felébred, s nem bizvan
a tarsaiban, egymaga kivanja 7 részre osztani a dio-kupacot. Ezt 1 maradékkal meg is tudja
tenni. Az "egy heted" részt eldugja, a maradékot a fa tetején figyel6 majomnak dobja, s
visszafekszik aludni. Az éjszaka sordan mind a 6 tarsa egymas utdn ugyanigy jar el (mindig
1 di6 marad), s reggel — mintha éjszaka mi sem tortént volna — kozosen is elosztjak a
kupacot (s az 1 maradékot a majomnak adjék). Legalabb hany diot gyiijtottek Gsszesen?

20. Egy vandor szallast kér egy fogadoban. Nincs pénze, csak egy aranylanca, amely 100
lancszembdl all. A fogados minden ott toltott éjszakaért egy lancszemet kér. A vandor
beleegyezik azzal, hogy minden ¢&jszakat masnap reggel fizet ki, és nem fizet eldre.
Legkevesebb hany lancszemet €s melyeket kell elvagni ahhoz, hogy a vandor mind a 100
napot pontosan ki tudja fizetni. (A fogadods visszaadhat lancszemeket, és az elvagott
lancszemek is teljes értékiiek.)



21. Helyezd el az 1, 2, 3, 4, 5 feliratt kartydkat a kijelolt OO0:00 helyekre ugy, hogy a

hanyados — a lehetd legkisebb legyen

— a lehet6 legnagyobb legyen

— a lehetd legkdzelebb legyen a 30-hoz

— a lehetd legkisebb kétjegyli szam legyen

— az osztasnak ne legyen maradéka

(Apaczai Kiado Matematika tankonyv 5. osztaly)

22. Ezekben a miiveletsorokban valaki kiradirozta a zardjeleket, ezért majdnem

mindegyiknek rossz az eredménye. ird vissza a zarojeleket — ahol sziikséges — ugy, hogy
igazak legyenek az egyenldségek!

546:-3:11+7=10 546-3:11+7=6
27+18:9+36-2=77 27+18:9+36-2=101
27+18:9+36-2=2 27+ 18:9+36-2=130
27+18:9+36-2=062 39-27:3:3+1=1

(Apdczai Kiado Matematika tankonyv 5. osztaly)

23. Melyek azok a haromjegyii szamok, melyekben a jegyek 0sszege 18, szdzasokra kerekitett
értékiik 900 és a jegyeik kozott vannak egyformak?
(Apdczai Kiado Matematika tankonyv 5. osztaly)

24. Szinezd be a koordinatasik azon pontjait, melyek koordinataira:
=yl x| =yl x+X=y+lyl y=I[x] x=hl  [XI=[V

x=[XI=y-D x-[XI>y-[Iyl (x-y)x-2y)=0
(Gelfand et al.: Koordinatamodszer)
25. Egy egységnyi oldalu négyzet oldalait 2, 3, 4 illetve 6t egyenld részre osztottuk fel és a
csticsokhoz legkozelebbi osztopontokat dsszekotve, levagtuk a négyzet sarkait. Mekkora a
maradék tertilete?

(Apaczai Kiado Matematika tankonyv 7. osztaly)
** Altalanositsd a feladatot!

26. Egy kétjegyli szambol kivontuk a jegyek felcserélésével kapott szamot, és igy 27-et
kaptunk. Azt is elaruljuk, hogy a szam jegyeinek kiilonbsége 3. Melyik ez a szam?
**Milyen mas szamok allhatnak 27 és 3 helyén, hogy a feladatnak legyen megoldasa?

27. A 26 - 93 szorzat kiilonleges. Ha a szorzotényezOkon beliil a szamjegyeket felcseréljik,
akkor a 62 - 39 szorzatot kapjuk, amelynek értéke meglepd méddon megegyezik az
eredetiével, 26 - 93 = 62 - 39. Mi a ,titka” ezeknek a szamoknak? Keress mas ilyen
szorzatokat!

(Apaczai Kiado Matematika tankonyv 8. osztaly)

28. Gordgorszagi nyaralaskor egy 86 fOs turistacsoport két részre oszlott aszerint, hogy ki
melyik programot valasztotta. Az egyik csoport meglatogatta a hires Meteora kolostorokat,
a masik csoport a tengerparti fiird6zést valasztotta. A Meteordkhoz ment a tarsasag
nagyobbik fele. A kovetkezo allitasok mindegyike igaz, de nem aruljuk el, hogy a
flird6z6krél, vagy a kirandulokrol szol-e. frj melléjiik F vagy K betiit aszerint, hogy melyik
sz6l a fiird6z8s csoportrol, és melyik a kirandulos tarsasagrol!

' | Ehhez a tarsasaghoz tartoz6 emberek szamanak a negyedrésze is tobb mint a masik
tarsasag létszama.

] Ebben a tarsasagban 6-szor annyi nd van, mint férfi.
| Ebben a tarsasagban csak hazasparok vannak.



| Ennek a tarsasagnak a létszama oszthat6 4-gyel.
| Ennek a csoportnak a létszama 9-cel oszthatd szam.
] Ebben a tarsasagban az emberek szama 7 tobbszorose.

| Ebben a tarsasagban 8-szor annyian vannak az 50 év alattiak, mint az 50 évnél
idésebbek. Tudod-e, hogy melyik csoportban hanyan vannak?
(Korgyemszkij: Matematikai fejtérok)
29. Két motorkerékpar egy idoben indult el kirandulni. Egyenld tavolsagot tettek meg, és egy
iddben is érkeztek haza. Az uton mindketten megpihentek. Annyit tudunk, hogy az egyik
kétszer annyi ideig volt Gton, mint amennyit a masik pihent, a masik pedig haromszor
annyit volt uton, mint amennyit az els6 pihent. Melyik haladt gyorsabban?
(Korgyemszkij: Matematikai fejtordk)
30. Egy tartalyba egy kék, egy piros és egy zold csapon at engedhetilink vizet. A piros csap
egyediil 3 4ra alatt tolti meg a tartalyt. A piros és a kék csap egylitt 2 ora alatt, a harom
csap egylittesen 1 Ora alatt tolti meg a tartalyt. Hany ora alatt toltik meg ezek a csapok
kiilon-kiilon a tartalyt?
(Apaczai Kiado Matematika tankonyv 8. osztaly)
31. Valaki 5 6ran keresztiil gyalogolt. El6szor sik Gton, majd hegynek fel, aztan megfordult
€s ugyanazon az Uton tért vissza kiindulasi pontjadhoz. Sik talajon 4, hegynek fel 3,
volgynek le 6 km-t tett meg oranként. Mekkora utat jart be? Elegenddk az adatok a
megoldashoz? Miért? Elemezd a kérdést.
(Polya: Problémamegoldas iskolaja I)
32. Néhany kereskeddnek 8240 korona kozos tékéje van; mindegyikiik negyvenszer annyi
koronat ad az iizletbe, mint ahdnyan tarsultak, és az egész Osszeghez annyi szazalékot
nyernek, mint ahdnyan vannak. Ha a hasznot felosztjak, mindegyikiik tizszer annyi koronat

kap, mint ahdnyan vannak, és még megmarad 224 korona. Szamitsuk ki hanyan tarsultak!
(Euler)

33. Egy 3 km hosszu villamos-vonal két végallomasardl 5 percenként egyszerre inditanak
egy-egy villamost. A villamosok menetideje 10 perc. Az egyik villamos inditasa utan 2
perccel egy gyalogos elindul a sinek mentén és 45 perc mulva ér a masik végallomasra.

a) Utkézben hany szembejovo villamossal talalkozik?
b) Hany vele egy irdnyba halad6 el6zi meg?

34. Oldd meg az alabbi egyenleteket:

a) V2x+20+41-x=5; b) Vx+5=x>=5; ¢) x° —24x+142 =/x - 10+ /14— x ;

d) Nr—3-2Jx—d +x—aSx—d=1: e Jx+dp+16=2Jx+2p+4—x aholp
valds paraméter. Milyen p értékekre van megoldas?

35. Milyen a paraméter érték esetén teljesiilnek minden x-re a kdvetkez6 egyenldtlenségek?
aQ)@-3)x*-(a+2)x+a+5>0
b)(a+3)x*-6x+a—-5<0
36. Mely valos szamharmasok elégitik ki a kovetkezd egyenletrendszert?
Xy Xy VI

——=0; ——=§; ——=6 (x.y.2#0
Sx+4y 3x+2z 3v+5z (x.) )

37. Hatérozd meg “*7 értékét, ha 2a%+ 2b?—5ab és b>a > 0!

38. Az X3+ px + =0 egyenletben p és g valos szamok, g # 0. Ennek az egyenletnek a gyokei
legyenek a, b, c. Irja fel azt az egyenletet, amelynek gydkei: (a— b)? (b —c)®és (c — a)?!



39. A k paraméter mely értékei mellett lesz az x° — (3k — 11) x + 2k* — 19k + 40 = 0 egyenlet
valos gyokeinek négyzetosszege minimalis?

40. Van két edényiink. Az egyik 8 literes ¢€s tele van 87,5 %-os alkohollal; a masik 10 literes
¢és lires. Az elsé edénybdl attoltiink valamennyi alkoholt a masodikba, majd feltdltjiik
vizzel. Ezzel a keverékkel tjra teletoltjik az elsé edényt. igy ott 70 %-o0s alkohol
keletkezik. Hatarozza meg, hogy el6szor mennyi alkoholt 6ntottiink at a méasodik edénybe!

41. 50 csavar annyiba kertil, ahany csavart 7200 Ft-ért kapunk. Mennyibe keriil egy csavar?

42. Egy munka elvégzésére harom gépet hasznalnak. Ezt a munkat az els6é és a masodik
egylitt 7,2 nap; az elsO €s a harmadik egyiitt 9 nap; a masodik és a harmadik gép egyiitt 12
nap alatt végezné el. Hany nap alatt végeznék el a munkat kiilon-kiilon?

43. Egy apa oly mddon kivanja gyermekét biztositani, hogy az 25 éves koratol kezdve 15
éven at évi eldleges 1500 Ft-ban részesiiljon. Mekkora dsszeget kell evégbdl a gyermek
szliletésekor a takarékpénztarba tenni, ha az 0sszetett kamatok kamatlaba 4%?

(érettségi feladat 1893 budapesti V. keriileti allami féredliskola)

44. A pedagogus szakszervezet azért kiizd, hogy a kovetkezd 6t évben a tandrok fizetése
egyenletesen évente 5%-kal novekedjen.
a) Ha ma valakinek 50 000 Ft a fizetése, akkor mennyi lesz harom, illetve 6t év mulva, ha
a kormanyzat teljesiti a kdvetelést?
b) Mennyi id6 alatt dupldzodna meg a pedagdgusfizetés, ha ez a novekedési tendencia
allandé maradna?

45. Az ¢él6 szervezetek anyagcseréjiik soran folyamatosan vesznek fel a kornyezetiikbol — €s
aztan le is adnak — kiilonb6z6é szénvegyiileteket. A 1égkorben — és igy minden €16
szervezetben — alland6 a radioaktiv Ci14 szénizotop aranya, amelynek felezési ideje 5760
¢v. Egy szervezet haldla utdn a benne levd Ci4 izotop exponencidlisan csokken. Egy
babiloni véros &satdsakor, amelyet Hammurabi kirdly idejében épitettek, taldltak egy
fadarabot, amelyben mar csak 64%-a talalhato az eredeti (dlland6) Ci4 izotopnak. Ennek
alapjan mikor élhetett koriilbeliill Hammurabbi kiraly?

(Egységes érettségi feladatgyiijtemény)

46. A légnyomas a magassaggal exponencialisan csokken, és koriilbeliil 5500 m magasan éri
el a tengerszinten levd légnyomas felét. a) Adja meg a 1égnyomads értékét h a tengerszint
feletti magassag fliggvényében. b) Ha a tengerszinten a légnyomas egységnyi (kb. 10° Pa,
vagy régies mértékegységekkel 1000 mbar, 1 atmoszféra, 760 Hgmm), akkor mennyi a
nyomas a Mountblanc, a Kilimandzsaro, illetve a Mount Everest csticsan? A fenti hegyek
tengerszint feletti magassaga rendre: 4807 m, 5895 m, illetve 8848 m.

47. A 137-es cézium felezési ideje kb. 30 év.
a) Adja meg a bomlasi képletet N(t) = N0-e™ alakban!
b) Mikorra fog a csernobili baleset okozta cézium szennyezddés a maximalis értek 10%-
ara csokkenni?

48. Manapsag egyre gyakrabban hasznalnak informacioatvitelre tivegszalbol késziilt kabeleket
a koréabbi drotkabel és arammal torténd informacidatvitel helyett. A fény intenzitasa az
livegszalon torténd haladas kozben exponencidlisan csokken. Egy kiilonlegesen tiszta
iivegszalon 100 m haladas alatt a fény intenzitasa 0,2%-kal csokken.

a) Adja meg a forrastol d tavolsagra az livegszalban a fényintenzitas, ha d-t km-ben
mérjiik.

b) 12 km hosszan hany szazalékdra csokken az intenzitds? c) Mekkora tavolsagra kell
fényerdsitoket beépiteni az iivegszalas kabelbe, ha a besugarzott fényintenzitasanak
legalabb 20%-a el kell hogy érje az erdsitdt, ahhoz, hogy a hibakat elkeriiljik?

(Egységes érettségi feladatgyiijtemény)



49. Kolcsont szeretnék felvenni lakasvéasarlashoz. Sziikségem lenne 1 000 000 Ft-ra. Két ban-
kot kerestem fel. Az egyik azt hirdeti, hogy kiilondsen kedvezd, minddssze 9%-os évi ka-
matra ad kolesont és legfeljebb 5 év futamidével. A masik bank évi 19%-0s kamat mellett
ad kolcsont, ugyanakkora 5 éves futamiddvel. A beszélgetés soran kideriil azonban, hogy a
két bank masként szdmol. Az els6 bank szamitési eljarasa a kovetkezd: Kiszamitja, hogy
az 1 000 000 Ft mennyit érne 5 év mulva a 9%-os kamatos kamatszdmitassal. Ezt az
Osszeget fizetteti vissza 60 honap alatt, tehat a kamatos kamattal kapott 6sszeg 60-adrésze
a havi torleszt6 részlet. A masik bank eljarasa a szokésos: Az évi kamatbdl kiszamitjak a
havi kamatot, s minden hé végén megnézik a mérleget, az aktudlis tartozdsomat
felszorozzak a havi kamattal, s levonjak az aktualis havi torlesztd részletet. Ez az eljaras 60
honap alatt kell, hogy 0-ra fusson, tehat elfogyjon a tartozasom.

a) Mekkora havi részletet fizetnék az elsé banknal?
b) Mekkora a havi részlet a masodik banknal?
c) Tényleg kiilondsen kedvezd az elsé bank? Mi a véleménye a két eljarasrol?

1.b Bekiildendo feladatok:

1.b 1. Melyik a legkisebb pozitiv egész szam, amely csak 0 ¢és 1-es szamjegyet tartalmaz és
oszthatd 792-vel?

1.b 2. a) Hatarozza meg a k valos paraméter értékét ugy, hogy a 3x% — 5x + k = 0 mésodfoku
egyenlet valos gyokeinek aranya 3 : 4 legyen!

b) Hatarozza meg a X2 —4x—1=0 egyenlet gyokeinek négyzetdsszegét a gyokok
kiszamolésa nélkiil!

1.b 3. Az aritmetikai-szamelméleti gyakorlo feladatok koziil a 3-as sorszamul.
1.b 4,5,6. A szoveges feladatok koziil a 7-es, 16-0s és 42-es sorszamtiak

Hatarido: szeptember 27.

2. témakor: A matematikai analizis elemei, fiiggvényvizsgalat

elemi eszkozokkel és differencialszamitas segitségével
2.a Gyakorlo feladatok

1. a) Abréazolja az f: x — 2, illetve a g: x — 2* fliggvényeket, az 0 < x < 6 intervallumon.
b) Hax =1, 2, 3, 4, ..., akkor milyen sorozatot alkotnak az (1), f(2), ... f(10), illetve a g(1),
a(2), ..., g(10) szamok?
c) Mennyi az 0sszege az els6 10 elemnek (x = 10-ig) az elsd, illetve a masodik esetben?
d) Megbecsiilhetd a grafikonrol a két 6sszeg viszonya?

2. Egy szinhazteremben, amelyik feliilr6l nézve egy korgytirti-cikk, a kdvetkezdket tudjuk az
iiléhelyekrdl. Az els6 sorban 18 hely van, utana minden sorban 3-mal tébb, €s 24 sor van.
Minden sor 20 cm-rel magasabban van, mint az el6z6.

a) Hany férdhelyes a szinhaz?
b) Mennyivel van magasabban az utols6 sor, mint az els6?

3. Egy négyzet alapu piramis épitéséhez egyforma kétomboket hasznaltak. Felfelé haladva
minden sorba eggyel kevesebb kétomb kertil.

a) Hany sor van egymas f6lott, ha egy kétdomb magassaga 80 cm, és a piramis egyetlen
zarokove a tetején 42,4 méter magasan van?
b) Hany k6tomb hatarolja a piramis feliiletét?



2x P +6x+6 L. , .. L . "
=—— fiiggvény minimumat és maximumat!
x> +4x+5

5. Szeretnénk egy 80 x 80 cm-es kartonbol dobozt késziteni. Mekkora lehet a legnagyobb
térfogatu doboz? Mi a helyzet, ha a karton mérete 80 x 120 cm?

4. Allapitsuk meg az y-

6. Henger alaku, adott vastagsagu fémdobozba pl. liditéitalt akarunk tolteni. Milyen méret
hengert valasszunk,
a) ha éppen 1 liter térfogatat akarunk?
b) ha kornyezetvédelmi okokbdl a legkevesebb hulladékra toreksziink és a legkevesebb
fémet akarjuk felhasznalni?
c) ha csak fél literes az ital (pl. Coca Cola)?
d) Ilyenek a ,,valésagban” ezek az liditok? Ha nem, vajon miért nem?

7. Adott keriiletli haromszogek koziil melyiknek a legnagyobb a teriilete? Mi a helyzet négy-
szO0gek esetén?

8. Bizonyitsa be, hogy ha az a, b, ¢ valés szamokra fennall az a +2b +3c > 14
egyenldtlenség, akkor érvényes az a’+b®* +c?>14 egyenldtlenség is. Mikor all fenn
egyenldség?

9. Bizonyitsa be, hogy ha a + b =1, és a, b pozitivak, akkor (n +i}_ +(b +é] z% :
a ', )

10. Igazolja, hogy (1 + l)n ~ 2 fennall minden pozitiv egész n-re.
', 7

a b c

11. Hatarozza meg az S=
& a+b+d+a+b+c+b+c+d+a+c+d

kifejezés értékkészletét, ha a,
b, ¢, d pozitiv szamok!

(xl' +3,7 A X

1/
12. Vizsgélja meg az f(z)= ] fiiggvény monotonitdsat, ha Xi, Xz, ....Xn

\ n y
pozitiv szamok, z pedig tetszéleges nullatol kiilonbozo valos szam. Mivel egyenl6 f(-1),
f(1), f(2)? Mennyi lim f(z)értéke? Mit jelent a fiiggvény monotonitasa?
z—=0

13. Adja meg az alabbi fliggvények szélsdértékeit:

1 1 v’ +1
— . b) G(x) =———: H(x)=
X +2x+3 ) G() x’ ©) H(x)

F(x) = : .
3) Fx) T2x-3’ 1

14. Hatdrozza meg az alabbi fiiggvény minimumat: 7 (x) = Jat et \,-"'(b —x)? +¢%, ahol a, b,
¢ adott pozitiv szdmok.

15. Mekkora az a° + b® kifejezés legkisebb és legnagyobb értéke, ha a és b olyan valés
szamok, amelyekre a? + b? = 1 ?

16. Adott felszinli téglatestek (dobozok) koziil melyikbe fér a legtobb ,.toltelek”, azaz
melyiknek van legnagyobb térfogata?

17. Egy kartonbol késziilt, harmonikaszertien mozgathat6 tartot hasznalunk
novények felnevelésére. Egy ,.cella” hatszog alakt, minden oldala 3 cm.
Szimmetria miatt, mindossze egyetlen szogtol fiigg a cella teriilete (lasd
az abrat).

a) Hany fokos az a szdg, ha a BE tavolsag 4 cm?

b) lgazolja, hogy a cella teriiletét az alabbi formula adja:
T =18-sina + 18- sinacosa.

c) Milyen a. értékre maximalis a teriilet?
Milyen hatszdget kapunk ekkor?




18. Valaki szeretne az abran lathaté A pontbol B-be eljutni. Az elvélaszto
vonaltdl balra a sebessége: 6 km/h, jobbra 3 km/h. Milyen utvonalon
menjen, hogy a legrovidebb id6 alatt érjen A-bol B-be? AC = 4km, .
BD = 3km, CD = 2km. :

Az egységes érettségi feladatgyiijtemény
1069, 1079, 1298, 1303, 1304, 1364, 1368, 1369 sorszamu feladatai.

2.b Bekiildendo feladatok:

2.b 1. Egy patak partjan el akarunk keriteni egy téglalap alakt részt. A keritésb6l 400
méternyi anyagunk van. Hogyan kell az elkeritett téglalap oldalait megvalasztani, hogy
a teriilet maximalis legyen

a) ha a part mentén is szeretnénk keritést,
b) ha a part mentén nem kell kerités?

2.b 2. a) Lehet-¢ egy minden valds szamon értelmezett szigortian monoton fliggvény paros,
illetve paratlan?

b) Lehet-e egy minden valds szamon értelmezett pozitiv értéki fliggvény paros, illetve
paratlan?

c) Lehet-e egy paros, illetve paratlan fiiggvénynek pontosan 1, 2, 3... szélsdértékhelye?
2.b 3. A gyakorlo feladatok koziil a 4-es sorszamu.

Hatarido: oktober 30.

3. témakor: elemi geometria
3.a Gyakorlo feladatok

1. Az ABC derékszogli haromszog AB atfogojan vegylik fel a D és az E pontokat gy, hogy
AC = AD ¢és BC = BE legyen. Mekkora az ECD szo6g?

2. Egy ABD haromszog szogei rendre a, f3, y. Mekkora szdget zar be egymassal
a) az A és B csticsokbol indul6 szogfelezok
b) az A és B csticsokbodl induldo magassagvonalak
) Az A csucsbol induld szogfelez6 és magassagvonal.

3. Egy ABC haromszognek adott az AB oldala, valamint tudjuk, hogy a haromszog A illetve
B csticsabdl induld szogfelezOk 120°-os szdget zarnak be egymassal. Szerkesztendd a
haromszog koriilirt kore!

4. Adott egy ABC haromszog K koriilirt kore és ezen rogzitve az A és B csucsok.
Szerkesztendo a) a beirt korok kozéppontjainak mértani helye,
b) a magassagpontok mértani helye,
c) a sulypontok mértani helye,
ha a C csucs korbefut a kor kertiletén.

5. Mutassa meg, hogy a haromsz6g ugyanazon oldalhoz tartoz6 szakaszfelezé merélegese és
szogfelezdje a kortlirt koron metszi egymast.

6. Az ABC szabalyos haromszog koriilirt korén felvesziink egy D pontot a C-t nem tartalmazé
AB koriven. Mutassa meg, hogy a DC = DA + DB!

7. ABC haromszog koriilirt kdrének kdzéppontjat jelolje O. Mutassa meg, hogy az A csticsbol
indulo6 szogfelezo felezi a magassagvonal €s az AO sugar altal bezart szoget!



8. Az ABC haromszog A csucsabol induld belsé szogfelezé a BC oldalt a D pontban, az AD
szakasz felezmerdlegese az AC oldalt az E pontban metszi. Az E pontra illeszked6 és az
AD-vel parhuzamos egyenes a BC oldalt az F pontban metszi.

a) Bizonyitsa be, hogy az ED parhuzamos az AB-vel!
b) lgaz-e, hogy az EF felezi a CED szdget?

9. Egy ABC haromszog C csticsabol merdlegeseket bocsatunk az A illetve B cstcsokbol
indulo kiils6 és bels6 szogfelezokre. Mutassuk meg, hogy az igy nyert négy merdleges
talppontjai egy egyenesen vannak!

10. a) lgaz-e, hogy ha két haromszdgben van két-két azonos hosszusagi oldal és van egy-egy
azonos nagysagu sz0g, akkor egybevagoak?
b) lgaz-e, hogy ha két haromszogben van két azonos hosszusagu oldal és két azonos
nagysagu sz0g, akkor egybevagoak?
c) Lehet-e egy ponthalmaz egybevagé a részhalmazaval?
11. Adott egy AB szakasz. Szinezd a sik azon pontjait pirosra azokat a pontokat, melyekre
ABC haromszog derékszogli, kékre azokat a pontokat, melyekre ABC haromszog
hegyesszogl és zoldre azokat a pontokat, melyekre ABC haromszog tompaszogi.

12. a) Egy egyenl6szart haromszog alapjan felvett tetszdleges P pontbol parhuzamosokat hii-
zunk, melyek a szarakat X és Y pontokban metszik. Mutassa meg, hogy PX + PY nem
fiigg a P pont megvalasztasatol.

b) Egy egyenlészaru haromszog alapjanak meghosszabbitasan felvett tetszéleges P pontbol
parhuzamosokat hiizunk, melyek a szarak egyeneseit X és Y pontokban metszik.
Mutassa meg, hogy | PX -PY | nem fiigg a P pont megvalasztasatol.

13. a) Mi azon pontok halmaza, melyek egy félegyenest6l adott d tavolsagra vannak?
b) Mi azon pontok halmaza, melyek egy szakasztol adott d tavolsagra vannak?
¢) Mi azon pontok halmaza, melyek szogvonaltol adott d tavolsagra vannak?
d) Mi azon pontok halmaza, melyek egy két pontbo6l 4ll6 alakzattdl adott d tadvolsagra
vannak?
¢) Mi azon pontok halmaza, melyek egy két félegyenesbdl allo alakzattol adott d
tavolsagra vannak?
f) Mi azon pontok halmaza, melyek egy két szakaszbol allo alakzattol adott d tdvolsagra
vannak?
14. Egy ABCD rombusz AB oldalat rogzitjiik, az A csucsnal levé szogét 0-tol 180 fokig
valtoztatjuk. Mi lesz az atlok metszéspontjanak a halmaza?
15. Szerkesztendd haromszog, ha adott két oldalanak a kiilonbsége, a harmadik oldala és egy
szoge. Hany megoldasa lehet a feladatnak?
16. Szerkesztendd a haromszog, ha adott az oldalak, szogek, magassagvonalak és sulyvonalak
koziil harom adat.
17. Egy ABC haromszog AC és BC oldaléra kifele ACB’ és BCA’ szabalyos haromszdgeket
rajzolunk. Mutassa meg, hogy AA’ = BB’ és hogy ezek 60°-0S szoget zarnak be egymassal.
18. Egy hatszog minden szdge 120°. Mutassa meg, hogy két szomszédos oldal 6sszege
megegyezik a szemben fekvé szomszédos oldalak dsszegével.

19. Egy trapéz hosszabbik alapja a, rovidebbik alapja b hosszasagu. Szarai derékszdget zarnak
be egymassal. Mutassa meg, hogy az alapok felezOpontjat Osszekotd szakasz hossza
(a-b)2.

20. Mutassa meg, hogy egy a és b oldalu parallelogramma szdgfelezoi téglalapot hataroznak
meg, melyben az atlok hossza éppen a — b.



21. Egy ABCD négyszog belsejében felvett P pontot kossiink dssze a négyszog cstcsaival.
a) Keressiik meg azt a pontot, melyre az AP + BP +CP + DP 0sszeg minimalis.
b) Bizonyitsuk be, hogy ez az §sszeg nagyobb a négyszog kerliletének felénél.

22. Egy ABC haromszdg belsejében felvett P pontot kdssiink dssze a haromszdg csucsaival.
a) Bizonyitando, hogy az AP + BP +CP 6sszeg nagyobb a haromszog keriiletének felénél,
de kisebb a hdromszog keriileténél.
b) (nehéz ***) Keresse meg azt a pontot, melyre az AP + BP +CP 6sszeg minimalis.

23. Mutassa meg, hogy minden négyszdgben van olyan oldal, amely kisebb valamelyik
atlonal.

24. Egy sokszog belsejében felvesziink egy tetszéleges P pontot. Bizonyitsa be, hogy ha ebbdl
a pontbdl merdlegest allitunk a sokszognek a P-hez legkdzelebbi oldalara, a merdleges
talppontja ennek az oldalnak a belsejébe esik.

25. Egy ABC haromszdg valamely belsd P pontjat tiikr6zziik az oldalakra, majd a kapott
képet Osszekotjiik ennek az oldalnak a végpontjaival. Az igy nyert P1, P2 és P3 pontok és a
haromszog cstcsai tehat kifeszitenek egy hatszoget. Mi a feltétele annak, hogy ez a
hatsz6g konvex legyen?

26. Adott egy egyenes és rajta kiviil két kiilonb6z6 pont, A és B.
a) Az egyenes mely P pontjara minimalis az AP + BP 6sszeg?
b) Az egyenes mely Q pontjara maximalis az AQ - BQ kiilonbség abszolut értéke?

27. Adott egy szogtartomany belsejében egy R rogzitett ponttal. Szerkessziink minimalis
keriiletti haromszoget, melynek egyik csucsa R, masik két csticsa pedig a szog szarain van.

28. (nehéz*) Mutassa meg, hogy egy hegyesszogii haromszdgbe beirhaté haromszdgek koziil
a legkisebb kertiletlinek a csticsai a magassagtalppontok.

29. Mutassa meg, hogy egy haromszog
a) a kozépvonalak altal alkotott haromszog sulypontja megegyezik az eredeti hdromszog
sulypontjaval,
b) a kézépvonalak altal alkotott haromszog magassagpontja megegyezik az eredeti
haromszog koriilirt korének kdzéppontjaval,
c) hozzairt koreinek kdzéppontjai altal alkotott haromszog magassagpontja megegyezik az
eredeti haromszog beirt korének kdzéppontjaval.

30. a) Ha egy hegyesszogili haromszogben Osszekotjiik a magassagtalppontokat, kozépen a
talpponti haromszoget kapjuk, és a csticsoknal még harom darab haromszog keletkezik.
Mutassuk meg, hogy a cstcsoknal keletkezd haromszogek hasonlok az eredeti
haromszoghoz.

b) Bizonyitsuk be, hogy a talpponti haromszog koriilirt korének kozéppontja megegyezik
az eredeti haromszdg magassagpontjaval.

31. Egy kornek AB atmérdjén ugy valasztjuk a C és D pontokat, hogy azok a kor
kozéppontjatol egyenld tavolsagra legyenek. Mutassuk meg, hogy ha e két 2pontot a kor
keriiletének egy tetszés szerinti P pontjaval 6sszekatjiik, akkor a CP?+ DP 0sszeg allando.

32. Bizonyitsa be, hogy egy parallelogramma atloinak né%yzetésszege megegyezik az 0sszes
oldalai négyzetének 0sszegével. Tehat 23>+ 2b* = e® + .

33. Bizonyitsa be, hogy egy ,.térbeli parallelogramma”, vagyis egy paralelepipedon atloinak
négyzetéssze ¢ megegyezik az élek hosszanak négyzetosszegével. Tehat
4a° +4b* + Act =e® + P + g2

34. Mutassa meg, hogy egy haromszdg oldalai és stlyvonalai kozott fennall a kdvetkezd
osszefliggés: a° + 4sa = 2(b” + ¢?).

Az egységes érettségi feladatgyiijtemény



1671, 1686, 1687, 1761, 1784, 1833, 1834, 1840, 1863, 1874, 1877
2083, 2098, 2099, 2388, 2443, 2554 sorszamu feladatai.

3.b Bekiildendo
3.b 1. Adottak: A(-1,8; 0,2), B(-0,8; -4,8), C(9,2; -2,8).
a) Igazolja, hogy a haromszog derékszogii!
b) Mekkorak az ABC haromszog szogei?
¢) Irja fel a haromszog koriilirt korének egyenletét!

3.b 2. Egy egyenl6 szaru haromszog két cstcsa: A(-3; 6) és B(-7; 4); harmadik csucsa pedig
az y -2 =0 egyenletii egyenesen van. Hatarozza meg ennek a csucspontnak a
koordinatait!

3.b 3. A gyakorlo feladatok koziil a 32-es sorszama.
Hatarid6: november 1.

4. témakor: Kombinatorika, grafok, valdszinliségszamitas és
matematikai statisztika
4.a Gyakorlo feladatok

1. Legalabb hany 13 tippes totoszelvény kitoltésével biztosithato, hogy legyen legalabb 5-6s
talalatunk?

2. Hany lottészelvényt kell kitolteniink a biztos telitalalathoz?

3. Majus 35-¢én a lottot ugy jatsszak, hogy az 1, 2, 3, ..., 20 szamokbol 18-at huznak ki.
a) Hany szelvényt kell kitolteniink a biztos telitalalathoz?
b) Hany kell ahhoz, hogy biztosan legyen legalabb 15 talalatunk?

4. Két iskola legjobb sakkozdi versenyeztek egymassal. Mindenki mindenkivel egy jatszmat
jatszott. El8szor az egy-egy iskolan beliili jatszmakra: 6sszesen 66 jatszmara kertilt sor. Az
egész kormérkdzeés 136 jatszmabol allt. Hany versenyzd indult az egyik és hany a masik
iskolabo1?

5. Hany olyan egymashoz nem hasonlé haromszdg van, amely tompaszogli, tovabba nem
egyenld szart és mindegyik szoge fokokban mérve egész szamot ad?

6. Egy egyfordulos futballbajnoksdgon a csapatok sorrendjét a golaranyok figyelembevétele
nélkiill egyértelmlien meg lehetett hatarozni. A bajnoksagon volt olyan csapat, amelyet a
nala jobb helyezést elért csapatok valamelyike nem gy6zott le. Bizonyitsuk be, hogy a
bajnoksag folyaman volt dontetlen mérkdzés is. (Egyfordulds futballbajnoksagon minden
csapat minden csapattal egyszer jatszik. Minden egyes mérkdzés utan a gydztes csapat két
pontot, dontetlen esetén mindkét csapat egy-egy pontot kap.)

7. Hany téglalapot lehet kijeldlni egy 6 x 10-es négyzetracsban ugy, hogy oldalaik
racsegyenesek legyenek?

8. A sakktabla bal als6 sarkabol a jobb felsé sarokba hanyféle utvonalon juthat el a bastya, ha
a bastyat csak jobbra és folfelé lehet tolni?

9. Az 1,2,3,4,5, 6 szamjegyekbdl hany olyan hatjegyli szamot készithetiink, amely
oszthato
a) 2-vel,
b) 3-mal,



c) 4-gyel,
d) 5-tel,
e) 6-tal,
feltéve, hogy mindegyik szamot csak egyszer hasznaljuk fel.

10. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl hany olyan hatjegyli szamot készithetiink, amely
oszthatd 3-mal, feltéve, hogy egy-egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk? Mennyi
ezeknek a szdmoknak az 6sszege?

11. Mi a valoszinlibb: két dobokockaval legalabb egy 6-ost vagy négy dobdkockaval legalabb
két 6-ost dobni?

12. lgaz-e, ha egy szobaban véletlenszerlien 0sszegyllik 5 ember, akkor valdszintibb, hogy
van koztiik két olyan, aki a hét ugyanazon napjan sziiletett, mint az hogy nincs két ilyen
ember? Miért?

Az egységes érettségi feladatgyiijtemény
129, 140, 157, 172, 205, 208, 227, 232, 237, 242, 2584, 2586, 2612, 2615, 2619. 2609, 2604,
2658, 2662, 2667, 2677, 2710, 2727, 2729, 2739, 2747, 2761, 2777, 2770, 2779, 2894, 2927,
2918, 2912, 2809, 2863, 2957, 2958, 2960, 2949 sorszamu feladatai.

4.b Bekiildendo

4.b 1. Egy osztalyban az egyik matematika-dolgozat atlaga 3,25, a jegyek Gsszege 78 volt.
Tudjuk, hogy senki nem irt elégtelen dolgozatot. Legfeljebb hany jeles dolgozat
lehetett?

4.b 2. Egy bizonyos virus jelenlétének kimutatasara vértesztet alkalmaznak. A teszt elézetes
vizsgalatok alapjan 1000 fert6zottbol 998 esetben mutat pozitiv eredményt. Kiillonb6zo
okokbol azonban 100 nem fert6zottbdl is 5 esetben pozitivat mutat, azaz tévesen
,riaszt”. Becslések szerint egy nagyvaros lakoi kozott legfeljebb egy ezrelék lehet az
adott virussal fertdzott. Valakin elvégzik a tesztet és pozitivnak talaljak. Mekkora az
esélye, hogy az illetd tényleg fertdzott?

4.0 3,4,5,6. A gyakorl6 feladatok koziil a 4-es, 7-es 9-es és 12-es sorszamu.

Hatarido: december 10.

Szempontok a feladatelemzéshez

I. Afeladat megértése

Adatok, ismeretlenek azonositasa. Feladatok reprezenticidja: abra, tablazat, véazlat. Allitas
szimbolumokkal valo leirdsa. A feladatban el6forduld fogalmakkal kapcsolatos definiciok,
tételek felelevenitése, mobilizalasa.

Elokészitd feladatsorozat tervezése.

II. A megoldas étletének megtalalasa, megoldasi terv készitése

Mirdl is van sz6 a feladatban? ( Sajat probléma megfogalmazas)

Hogyan tudnam sajat szavaimmal megfogalmazni a problémat?

Hogyan tudom a problémat ismert fogalmak segitségével érthetObben esetleg egyszeriibben
megfogalmazni? Hogyan szemléltetheté a probléma, illetve hogyan vazolhatd, abrazolhato
masképpen? (heurisztikus segédeszk6zok)

Oldottam mar meg hasonl6 probléma(ka)t? Hogyan? (Analdgia elve)

Milyen részproblémaékra bonthat6 a probléma? (Felosztas elve)



Milyen mar megoldott problémara tudom a probléma egyes részeit visszavezetni?
(Visszavezetés elve)

Lehetséges a problémat specializalni? (Redukalas elve)

Milyen feladattipusrol van sz6?

Mire lehet a megadott adatokbol kovetkeztetni? (Céliranyos okoskodas)

Mibdl lehet a keresett mennyiséget meghatarozni? Mibdl kovetkezik a bizonyitand6 allitas?
Hogyan néznek ki a tovabbi lépéseim?

III. A megoldasi terv végrehajtasa

Varhaté tanuloi hibak (tipushibdk) az alkalmazott algoritmusok, eljardsok végrehajtasaval
kapcsolatban. Lépések jogossaganak ellendrzése. (Indoklasok)

IV. Visszatekintés, reflexio

Diszkusszio, megoldasok szama.

Az eredmények interpretalasa, értelmessége.

Milyen 11j dolgot tanultam? A megoldasi stratégia kiemelése.

Milyen hianyossagokat fedeztem fel a tudasomban?

Milyen ) megoldasi eljarast lehetett felismerni a megoldott probléméaval kapcsolatban?
Tobbféle megoldas Iehetdsége, megoldasok Osszehasonlitdsa. (Felhasznalt ismeretek
mennyisége, bonyolultsaga, az 6tlet szokatlansadga, mesterkéltsége)

Melyik megoldasi mod illik legjobban a problémahoz?

A feladat megoldasaval kapcsolatos személyes élményei, nehézségei. Hogyan jutott az
AHA élményhez?

Az elemzéshez minta a http://mathdid.elte.hu/pic/elemzes.pdf cimen talalhato.
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