Elemi matematika 4.
Tampontok az beadando feladatok elkészitéséhez

Feladat: Egy KOMAL vagy ABACUS versenyfeladat kivalasztasa és elemzése a kovetkezd szempontok

Példa:

alapjan.

A feladatot ugy valasszuk meg, hogy abban valamely kdzponti fogalom jellemz6i
hangsulyozodjanak! Adjunk is meg egy, az emlitett tulajdonsagokra épiilé megoldast!

Foglaljuk 6ssze, milyen elézmények sziikségesek az adott fogalom fenti tulajdonsagainak
megismeréséhez!

Allitsunk 6ssze egy feladatsorozatot, amely az adott fogalom fenti tulajdonsagainak
megismerését segiti!

Fogalmazzunk meg olyan feladatokat, melyekben az adott fogalom kiilénboz6 tulajdonsagai ill. a
fogalomnak mas kapcsolodd fogalmakhoz valo viszonya jelenik meg!

Az eddigiek segitségével fogalmazzunk meg egy-egy az 5-8. osztdlyban, 9-12. osztalyban ¢és a

felsdoktatasban tanulok szdmara kitlizhet6 feladatot, amely az eredeti versenyfeladathoz
hasonloan az adott fogalomra épiil!

A fenti feladatokat természetesen megoldva kell beadni, a megoldasban mutassunk ra, miért felel
meg a feladat az adott kritériumoknak!

Az Osszetett fliggvény fogalménak egyik alapvet6 tulajdonsaga, hogy legbdvebb értelmezési
tartomanyat a belsé fiiggvény értelmezési tartomanya mellett a kiilsé fiiggvény értelmezési
tartomanyanak és a belso fiiggvény értékkészletének metszetét vizsgalva kapjuk.

A kovetkezOkben egy erre épiilo feladatmegoldast lathatunk.

e Komal 2004/6.) B. 3751. Legyen f(x) = —*— . Hatdrozzuk meg a valos szamok halmazdnak

I-x
azt a részhalmazat, ahol minden pozitiv egész n esetén az f(") (x) = f(f((f(x)))), n
db fiiggvenybdl képzett osszetett fiiggvény értelmezheto!

Megoldas: A fenti tulajdonsagot ebben a specialis esetben a kovetkezoképpen értelmezhetjiik.
Az " (x)=f ( A (x)) fiiggvény akkor értelmes, ha /""" (x) fiiggvény értelmes és
lehetséges értékei kdzt nem szerepel a kiilsé 1 (x) fiiggvény értelmezési tartomanyabol kizart
» =1 értek. Mivel azonban £ (x) = £ (/" (x)), ezért ") (x) értékkészletében nem

1 .
szerepelhet az y, érték, ha f(y,)=1, azaz 22— tehataz y, = 5 Hasonléan adodik,

1=y,

hogy /" (x) nem veheti fel az y, :% értéket, végiil pedig, hogy

flrte) (x)=f(x)= Ll , amibdl x # 1 kovetkezik. Mivel az n tagbol allé sszetett
n- n

figgvénynek minden n-re értelmesnek kell lennie, ezért a valoés szamok halmazabdl az

{l,l,l,...,l,..} halmazt kell kizarnunk.
23 'n

e Az emlitett tulajdonsag megértéséhez sziikséges elézmények:
- szamhalmazok, miveletek szamhalmazokkal

- fliggvény, értelmezési tartomany, értékkészlet fogalma

- miveletek fliggvényekkel

- fliggvények hanyadosanak értelmezési tartomanya

- az Osszetett fiiggvény fogalma



e Az emlitett tulajdonsag megértését segito feladatsorozat:

1. Harom jo6 barat Andras, Béla és Csaba sajat 3 fos vallalkozasukban, mas-mas
idébeosztasban dolgozik. Andras reggel 10-14-ig, Béla 10-13-ig és 14-15-ig, Csaba

pedig 11-15-ig végzi ugyanazt a munkat. Mindhadrman egyenletesen, egyforma
sebességgel dolgoznak.

a. A nap mely iddszakdban végzi a cég a legintenzivebb munkat?
b. A napi munkanak mekkora része késziil el ebben az idészakban?
c. Abrazold grafikonon az éranként végzett munka mennyiségét!

d. A cég elvallalt egy 0j feladatot, melyet csak pontosan két emberrel lehet végezni.
Legteljebb napi hany orat tud a cég az 1j feladattal foglalkozni?

2. A fenti cég 6rankénti keresete az (1j munkaval a munkavégzok személyétdl fligg. Andras
oranként 5000, Béla 8000, Csaba 7000 Ft bevételt termel, méghozza ugy, hogy az adott
oraban a bevétel egyenletesen novekszik.

a. Abrazoljuk grafikonon a cég e munkabol szarmazé bevételét az id6 fiiggvényében!
b. Olvassuk le a grafikonrdl, mekkora napi bevételre tesz szert a cég az 1j munkéaval!

c. Adjunk meg képlettel egy linearis fiiggvényt, amely gy irja le a pillanatnyi
Osszbevételt, hogy az egész napi bevétel valtozatlan marad!

d. Fogalmazzunk meg, egy a feladatbelihez hasonld szituéciot, ahol ez az elséfoku
fliggvény irja le a pillanatnyi dsszbevételt!

3. A cég napi kiadasa 13000 Ft, az ezen feliil keresett 6sszegbdl 20% add levonasaval
kapjuk a hasznot.

a. Adjunk meg egy olyan fiiggvényt, amely a bevételhez a hasznot rendeli! Mi ennek a
fliggvénynek az értelmezési tartomanya?

b. E fliggvény ¢€s a 2.e. feladatbeli egyszeriisitett bevételfiiggvény segitségével irjuk fel
a hasznot az id6 fliggvényében!

c. Hatarozzuk meg az igy kapott id6-haszon fiiggvény értékkészletét és értelmezési
tartomanyat!
e Néhany az osszetett fiiggvények tulajdonsagaira, a koztiik levé kapcsolatok

vizsgalatara vezeto feladat:

1. Legyen f:R — Rfiiggvény értelmezési tartomanya a [0;2] intervallum,
hozzéarendelési szabalya az f (x) = x+1. Hatarozzuk meg az
£ (x)=r ( f (( f (x)))), n db fiiggvénybdl képzett dsszetett fliggvény értelmezési
tartomanyat!

2. Igazoljuk, hogy haegy f:R — R fliggvény inverze dnmaga, akkor az
7 (x) = f( 1 (- f(x))...)), n db fiigevénybdl képzett dsszetett fiiggvény értelmezési

tartomanya megegyezik az eredeti fliggvény értelmezési tartomanyaval!
3. Adjuk meg az Gsszes olyan f : R — R injektiv fliggvényt, amelyre teljesiil az

f(f((f(x)))) = f(x) minden pozitiv egész n esetén!
4. Alkossunk kétféleképpen osszetett fliggvényt az f(x)=x" ésa g(x)=3x+2

fiiggvényekbdl! Mit mondhatunk a négy fliggvény parossagarol? Van-e valamilyen
kapcsolat az dsszetett fiiggvények €s 0sszetevoik parossaga kozott?

5. Mely fiiggvények osszetett fliggvénye lehet az f(x) =

fliggvény? Mit
-2x
mondhatunk a monotonitasukr6l? Milyen 0sszefliggés van a részek és az Osszetett



fliggvény monotonitasa kozt? Igazoljuk allitasunkat a fliggvények derivaltjainak
vizsgalataval is!

e Az eredeti fogalomra épiilé feladatok kiilonb6zo szinteken:

5-8. osztaly: Nyaron a 7. a osztaly a 280m tengerszint feletti magassagban talalhato erdei
iskolabdl indulva egy 600m magasan fekvd kilatohoz kirandult. Odafelé egy 6ran
keresztiil, egyenletes emelkeddn, 3 km/h sebességgel jutottak 400m magasra, majd egy
kicsit meredekebbé valt az Ut és egy ujabb ora alatt 2 km-t tettek meg a kilatoig. A
visszafelé tton egy masik 6svényt valasztottak, amely enyhén lejtett, igy 2 6ra alatt 8
km-t megtéve értek haza.

a. Abrazoljuk kiilon koordinata-rendszerben, a megtett utat az id6 fiiggvényében és a
magassagot a megtett ut fiiggvényében!

b. A két grafikon segitségével allapitsuk meg, milyen magasan jartak a tirazok 1.5 6ra
elteltével! Olvassuk le a grafikonokrdl a magassdgot minden 0.5 6rdban, majd
készitsiink értektablazatot!

c. A feladat szovege alapjan abrazoljuk a magassagot az id6 fliggvényében, majd
ugyanabban a koordinata-rendszerben abrazoljuk az el6bb kapott szamparokat! Mit
tapasztalunk? Mi lehet ennek az oka?

9-12. osztaly: Legyen f(x)= Ji-x2, g(x)=x"+ px+1, h(x)=sinx. Hatarozzuk meg p
értékét tigy, hogy az f ( g (h (x))) fliggvény minden valods x esetén értelmezhetd
legyen!

Felséoktatas: Legyenek f(x) és g (x) monoton nové fiiggvények melyekre f(x)< g(x)

teljesiil az értelmezési tartomanyok metszetén. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

f(f(x))ﬁg(g(x)) is teljesiil!



