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1. Hatarozd meg az alabbi kifejezés pontos értékét!
1-2-3+4+5-6-7+8+9-10-11+...-2003

Megoldas
Eredmény: -2004.
Az elejétdl kezdve, négyesével csoportositva mindig 0 az dsszeg (az elsd kettéé minusz 1, a
masodik kettdé plusz 1 stb). Még a (+ 2004) hianyzik, hogy teljes négyes legyen a végén is,
tehat igy (-2004) az Osszeg.
Sok dolgozat alapjan

Variaciok
1.1. Szamold ki

1+2+3+4+..+2003
értékét!
Megoldas

Eredmény: 2007006.
Irjuk le az 6sszeget 6nmaga ala forditott sorrendben, és adjuk eldszor 0ssze az egymas ala
keriil6 parokat:

1 + 2 + 3 + + 2000 + 2002 + 2003
2003 + 2002 + 2001 @+ + 3 + 2 + 1
2004 + 2004 + 2004 @+ + 2004 + 2004 + 2004
Tehat a keresett 6sszeg kétszerese 2003-2004, ebbdl adddik a fenti eredmény.

Sok dolgozat alapjan
A diakok altal javasolt variaciok
111 -1+2+3-4-546+7-8-9+10+11-..+ 2003
Petz Tamds
112, -1+2-3+4-5+6-7+...-2003
Blazsik Zoltan
1.13. 1+2-3+4+5-6+7+8-9+10+ ...+ 2003
Grosz Daniel

Megoldasaik

1.1.1. 2004; 1.1.2.-1002;

1.13. (1+2-3)+(4+5-6)+(7+8-9)+ ...+ (1999 + 2000 - 2001) + 2002 + 2003 =
0+3+6+..+1998 +4005=3-(1+2 + ... + 666) + 4005 = 4005+(3:666-667/2) = 670338

Kapcsolodo feladatok, folytatas
5,8.

Tovabbi variaciok
1.2.

1 2 3 4 5 6 7 8
Ketten jatszanak. Felvaltva irnak be egy-egy eldjelet minden szdm elé (az 1-es elé is
tehetnek). "Kezdd" azt szeretné, hogy a legvégiil kapott eldjeles 0sszeg ne legyen nulla, mig
"Mésodik" azt szeretné, hogy nullat kapjanak. Hogyan érdemes jatszani? Kinek kedvez6 a
Jaték?
Megoldas
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Kezd6 el tudja érni, hogy az 0sszeg pozitiv legyen: ehhez mindig a lehetd legnagyobb
abszolut értékli szadmot valasztja, €s annak eldjelét pozitivra allitja.

1.2.1. Kezd¢ azt szeretné, hogy paros legyen az 6sszeg, mig Masodik azt, hogy paratlan. Most
hogyan érdemes jatszaniuk?

Megoldas

Kezd6 nyer. Mindegy mit csinalnak, az eldjeles 0sszeg mindig paros.
Ennek az az oka, hogy két paratlan szam Osszege, kiilonbsége is paros, igy négy paratlan szam
elojeles Gsszege is mindig paros, a paros dsszeadandok pedig nem valtoztatnak a paritason.

1.2.1.1. Gondoljuk meg miként modosul az 1.2.1.-ben leirt jatékra vonatkozo6 eredmény, ha
nem az 1-t6l 8-ig, hanem 1-t61 valamely mas szamig (n) vannak felirva a szamok a tablara!

Eredmény: n=1,2,5,6,9, 10, 13, 14, 17, 18, ... esetén barmely eldjelezésnél paratlan lesz az
Osszeg, mign=3,4,7,8,11, 12,15, 16, 19, 20, ... esetén mindig paros lesz.

Kapcsolodo feladatok, folytatas

10.

2. Helyezz 15 piros pontot egy hatszog oldalaira ugy, hogy minden oldalon ugyanannyi piros
pont legyen!

I. megoldas
Ha minden oldalon 2 pont van, az csak 6:2=12 pont. Ha minden oldalon 3 pont van, az 6:3=18
pont, ez tobb 15-nél. De ez lehet, ha 3 pontot kétszer szamolunk. Ugy kell csinalni, hogy a
hatsz6g minden masodik csticsaba tesziink egy piros pontot (ez 3 pont) és minden oldalra 2
pontot. Ekkor minden oldalon 3 pont lesz, mert 2 pont az oldalon van, 1 pont az egyik végén.
Az oldalakra nem lehet 4-4 pontot feltenni.

Roka Péter
Megjegyzés
Nem kell feltétlentil minden masodik csucsot valasztanunk, hanem akarmelyik harom
kiilonbozd csucson lehet a harom piros pont. Hairom lényegesen kiillonboz6 elrendezés lathatd
az alabbi dbrakon.

Horvath Aniko
Variacio
2.1. Hétszogre is el tudnad megfeleléen helyezni a 15 piros pontot?
Megoldas
15-ben nincs meg a 7 maradéktalanul. 21-ben viszont megvan 3-szor. 21-15=6 ezért 6 cstcsra
kell pontot rakni €s a tobbit ugy elhelyezni, hogy mindegyik oldalon harom pont legyen. Ez
valoban megtehetd: 1-1 pontot tesziink minden olyan oldalra, amelynek mindkét végpontja-
ban van piros pont, és 2-2 pontot tesziink arra a két oldalra, amelyeknek egyik végpontjaban
nincs piros pont.

Selmeczy Péter
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Kapcsolodo feladatok, folytatas
7., 13.

3. Anna, Bori, Cili kirandulni mentek. Anna két, Bori harom szendvicset vitt magéaval, mig
Cili elfelejtett titravalot hozni. A tdra soran egyenlden osztoztak a szendvicseken és Cili
ragaszkodott hozza, hogy fizessen azért, amit kapott. Igy 6sszesen 140 Ft-ot fizetett. Ebbl
mennyit kapott Anna, és mennyit Bori?

I. megoldas
A 140 Ft-ot Anna és Bori szendvicsei szamanak megfelelden, 2:3 aranyban kell elosztani.
140/5 = 28, tehat Anna 2-28 = 56, mig Bori 3-28=84 Ft-ot kap Cilitdl.

Megjegyzés: Ez a megoldas hibas. Lasd a kovetkez6 megoldast!
1. megoldas

Osszesen 5 szendvics és 3 gyerek van, Ezért minden gyerek §:1§ szendvicset kap. Anna
. . . 1 e 5_1 : . . .1
két szendvicset vitt, ezért 3 -ot kell adnia Cilinek (2- 3 = 3 ). Bori 3 szendvicset vitt, ezért 1 3
e 5,1, ... . 5 . .1 .
kell adnia Cilinek (3- 3 =1 g) Cili 140 Ft fizetett 3 szendvicsért, vagyis 3 szendvicsért

140:5= 28 Ft-ot fizetett. Annatol %szendvicset kapott Cili, ezért 28 Ft-ot fizet neki. Bori 1%

szendvicset adott Cilinek, ezért 28-4=112 Ft-ot kapott.
Selmeczy Péter

4. Az alabbi abran lathat6 O és R kozéppontu korok sugara 3 cvimedli, mig az ABCD
négyszog kertilete 32 cvimedli. Hatarozd meg a PQ szakasz hosszat! (Bergengdcidban
cvimedliben mérik a tavolsagot. Vigyazat! Lehet, hogy a rajz nem pontos, de az biztos, hogy a
két kor sugara egyforma, és a téglalap mindegyiket harom oldalaval is érinti.)

D, C

A B

Megoldas

A kor atmérdje 6 cvimedli vagyis ennyi a téglalap szélessége: BC és DA 6 cvimedli hossztak.
32-(6+6)=20, azaz AB+CD=20, AB és CD ugyanolyan hosszu, igy 20:2=10=AB=CD. A két
kor egymas mellett 12 cvimedli hosszu lenne, de 10 cvimedli helyre be kell férnie, ezért 2
cvimedli "6sszekapcsolodas" van: PQ = 2 cvimedli.

Selmeczy Péter
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Megjegyzés
Legyen az egyik kor és AD, illetve a masik kor és CB érintési pontja X, illetve Y. A gondolat-
menetben kimondatlanul felhasznaltuk, hogy az X, Y, O, P, Q, R pontok egy egyenesbe esnek,
¢és az XY szakasz hossza is 10 cvimedli. Ezt be is bizonyithatjuk: észrevehetd, hogy az O pont
¢s az AB egyenes tavolsaga az O kozépponti kor sugaraval egyezik meg, és ugyanekkora az
O pontnak a CD, valamint az R pontnak az AB illetve CD egyenesektdl valo tavolsaga is.
Ezért az O, R (és az OR szakaszon lev6 P, Q) pontok az AB, CD egyenesektdl egyenld
tavolsagra vannak, egy azokkal parhuzamos egyenesen. Az AD, CB szakaszokon O-hoz,
illetve R-hez legko6zelebbi pont a korok X, illetve Y érintési pontja, ezek a szakaszok
felezOpontjai, szintén az elobb emlitett egyenesen vannak rajta.

Blazsik Zoltan dolgozata alapjan

5. Egy buli végén mindenki mindenkivel kezet fogott. Ekkor érkezett meg az egyik vendég
baratja, hogy egylitt menjenek majd el moziba, és kezet fogott azokkal, akiket ismert. Igy
Osszesen 68 kézfogas tortént. A buli résztvevoi koziil hanyan ismerték ezt az embert?

|. Megoldas
Irjunk fel adott szamokat, amelyek az emberszamot jelolik és melléjiik azt, hogy ha mindenki
mindenkivel kezet fog, akkor hany kézfogas esik meg.

Ha 2 ember van jelen, akkor — 1 kézfogas
3 ember... - 3 kézfogas
4 ember... - 6 kézfogés
5 ember... - 10 kézfogés
6 ember... - 15 kézfogas
7 ember... - 21 kézfogés
8 ember... - 28 kézfogas
9 ember... - 36 kézfogés

10 ember... - 45 kézfogas
11 ember... - 55 kézfogas
12 ember... - 66 kézfogas

Tovabb mar nem kell menni, hiszen akkor mar 6sszesen tobb mint 68 kézfogas torténne meg.
Hamar ra lehet jonni, hogy csak az lehet, hogy 12 ember van a tarsasagban, mert ha 11 ember
lenne, akkor, ha a beérkezett barat ismer mindenkit, akkor is csak 66 kézfogas, ami még tal
kevés.(ugyanez érvényes, ha 11 embernél is kevesebb ember van jelen.)

Tehat a bulin 12 ember lehetett (66 kézfogas) emiatt a buli résztvevoi koziil ketten ismerik az
egyik résztveve baratjat.
Blazsik Zoltan

I1. megoldas
Hogyha 11 ember van a buliban, akkor az els6 ember 10 emberrel fog kezet, a méasodik 9
emberrel fog kezet, mert az elsével mar fogott kezet €s igy tovabb, az utolsé emberig, aki mar
csak egy emberrel fog kezet. Altalaban, a kézfogasok szamat az
n(n+1)

2
képlet adja meg, ahol n az emberek szdma minusz 1. Tegyiik fel, hogy 11 ember van. Ekkor a
kézfogasok szama 55, ezutan megérkezett az egyik vendég baratja, de hogyha mindenkit

1+424+3+..+n=
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ismert volna, akkor is csak 10+55=65 kézfogas tortént volna, de dsszesen 68-nak kellett
torténni. Ha 12 ember volt a bulinal akkor 66 kézfogés tortént volna, ezutan jott az egyik
vendég baratja, akinek két embert kellett ismernie, mert ugy lett 68 kézfogas. 13 vagy tobb
ember nem lehetett a buliban, mert gy mar egybdl legalabb 78 kézfogas lenne. Tehat két
embert ismert az egyik vendég baratja.

Selmeczy Péter

Variacio
5.1. Az 1. megoldasban nagyon munkaigényes, a II. megoldasban pedig esetleges, ahogy
megtalaltuk, hogy 12 vendég volt eredetileg. Van-e erre jobb modszer? Hogy lehetne
megoldani a feladatot pld 1111 kézfogas esetén?

Kallo Bernat kérdése

Megoldas
Az 5. feladat I1. megoldasaban lattuk, hogy a kézfogasok szamanak kétszerese n-(n+1), ahol
(n+1) az emberek szama a buliban. A buli résztvevoéi kozotti kézfogasok szama legfeljebb
1111, de ha a vendég baratja minden résztvevovel kezet fogott volna, akkor mar 1111-nél
nem lenne kevesebb a kézfogasok szdma:
n-(n+1) <2222 < (n+1) -(n+2),

igy

n-n <n-(n+l) <2222 < (n+1) -(n+2) < (n+2) «(n+2),

N<+2222 =47138<n+2,

ahonnan n = 46 vagy n = 47. n = 48 esetén a kézfogasok szama 1128, ami tal sok, mig n = 46
esetén 1081 kézfogas adodik, ami megfeleld. Tehat a buliban eredetileg 47 ember volt, a
vendég baratja pedig 1111-1081=30 embert ismert. Ezzel a mddszerrel minden esetben
megoldhat6 a feladat, csak egy olyan szdmologépre van sziikség, amely tud gyokot vonni.
Selmeczy Péter

Kapcsolodo feladatok, folytatas
8.

6. Egy kocka ¢élei 2 cm hossztak. A kocka fehér, de rendelkezésiinkre all sok

a) 1cm x 3cm-es

b) 1cm x 4cm-es

c) 1cm x 5cm-es

d) 1cm x 6¢cm-es

piros papirszalag, amelyeket a kockara ragaszthatunk. Melyik tipusu szalagokkal lehet Ggy
befedni a kockat, hogy minden lapja piros legyen, de sehol se legyen egynél tobb rétegben
piros papir? (A papirokat behajtani szabad, de elvagni nem!)

Megoldas

Hajtsuk ki a kockat ugy, hogy a feliiletét lassuk!

¢) Ottel nem lehet meg csinalni, mert huszonnégy 1x1-es kockabol all a négyzet feliilete
ami nem oszthat6 ottel.

d) 24 oszthat6 hattal ezért nincs eleve kizarva. Meg is lehet csinalni! E16szor rakjunk kettot
keresztbe ¢s utana kettdt vizszintesen Ugy, hogy az egyik oldalrél atmenjen a masik oldalra.
a) Harommal gy kell megcsinalni, hogy a d) kérdésben levé hatosokat két részre vagjuk.
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b) El6szor rakjunk négyet (2x2) vizszintesen é€s kettot fliggdlegesen ugy, hogy az egyik
oldalrol atmenjen a masik oldalra.
d) b) a)

N~

Selmeczy Péter

7. Helyezz 10 piros és 14 kék pontot egy hatszdg oldalaira tigy, hogy minden oldalon
ugyanannyi piros pont legyen, mint kék!

Megoldas
Eleinte a 10 piros pontot at kell valtoztatni agy, hogy 14 pontnak szamitson és igy a piros
pontok szama megegyezzen a kékek szamaval. Ezt gy lehet elérni, hogy négy piros pontot
négy kiilonb6z6 csucsra rakunk. Rakjunk példaul egy-egy piros pontot az A B C D csticsokra!
Ezutan rakjunk két-két kék pontot az AB, BC és CD szakaszra, egyet-egyet pedig az FA, DE
y szakaszokra! gy minden oldalon ugyanannyi
kék pont lesz, mint piros és még 6 pontot kell
F B elhelyezniink mind a két szinbdl. Ezeket
tetszolegesen felrakhatjuk, ugy, hogy
amennyit az egyik szinbdl tesziink egy oldalra,
ugyanannyit tesziink a masikbol is oda.

D Tobb diak dolgozata alapjan

El6zmény: 2., 2.1.
Kapcsolddo feladatok, folytatas: 13., 18.

8. Egy szultannak 143 felesége volt. 1000 napon keresztiil adot szedett. Az elsé napon 144
aranyat, a tobbi napon pedig mindig egy arannyal tobbet szedett, mint az azt megel6z6 napon.

Az igy beszedett adot egyenlden akarta szétosztani feleségei kozott. Meg tudta-e tenni?

l. Megoldas: Szamoljuk ki, hogy az utolsé napon mennyi adot szedett be!

1. nap 2. nap 3. nap 4. nap 1000. nap

144 144 + 1 144 + 2 144 + 3 144 + 999

Tehat az utolsé napon 1143 aranyat szedett. Most pedig a parosités mddszerrel szamoljuk ki,
hogy az 1000 nap alatt mennyi adét szedett be Osszesen!
(144+1143) + (145+1142) + ... =(1000:2)-(144+1143) = 500- 1287 = 643500
Tehat ennyi (643500) adot szedett be 1000 nap alatt. Ha a kapott eredmény oszthato 143-mal,
akkor el tudja ezt egyenlGen osztani feleségei kozott, de ha nem oszthatd, akkor nem!
643500:143=4500
Mivel nincs maradék, ezért meg tudja tenni, és minden feleségének 4500 aranyat adott.
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Blazsik Zoltan

I1. megoldas

Ha minden nap 1-1 aranyat azonnal megkapnak a feleségek, akkor az egyes napokon még
rendre 1, 2, 3, ..., 998, 999, 1000 arany marad a kirdlynal. Ha ezeket a szokasos modon
parositgatjuk (1 + 1000, 2 + 999, 3 + 998, ..., 500 + 501), akkor mindegyik 6sszeg 1001 lesz,
tehat eloszthato a feleségek kozott (1001 = 143-7), ezért a teljes dsszeg is eloszthato.

A feladat forrasa: Varga Tamas matematikai versenyek
Kapcsolodo feladatok, folytatas: 38.

9. Késo este egy autdbuszon heten utaztak, mindenki a végallomason szallt le. A jatékos
kedvii sofér mindegyik utast megkérdezte, hogy hany embert ismer az utastarsai koziil. Sorra
a kovetkez6 valaszokat kapta:

1, 2,3, 6,5, 3 1
A sof6r rovid gondolkodés utan rajott, hogy valaki nem mondott igazat. Hogyan okoskodott a
sofor? (Az ismeretség kdlcsonds!)

I. Megoldas: Jeloljiik az utasokat sorban A, B, C, D E, F, G-vel és rajzoljunk abrat!

El6szor rajzoljuk be, hogy D mindenkit ismer! Most tor6ljiik ezeket az ismeretségeket! Ekkor
mar A és G nem ismerhet mast, de mivel E 5 embert ismer, ezért neki magan; D-n; A-n; és G-
n kiviil még négy embert ismernie kellene. Mivel azonban mar csak 3 embert ismerhet
(B;C;F) , ezért itt biztos, hogy valaki tévedett!

Blazsik Zoltan

1. Megoldas
Adjuk 0ssze a hat szamot!
1+2+3+6+5+3+1=21.
Itt paros szamot kellett volna kapnunk, hiszen ha X ismeri Y-t, akkor (a megadott feltételezés
szerint) Y is ismeri X-et, tehat minden "ismeretség"-r6l ketten adnak szamot. Az ellentmondas
mutatja, hogy tévedés tortént.
Groller Marta

Variacio
9.1. Tegylik fel, hogy mindenki igazat mond, az elsd hat vélasz: 1, 2, 3, 6, 5, 3, a hetedik

valaszt pedig nem értette meg a sofor. Mi lehetett a hetedik valasz, ha mindenki igazat
mondott?

I. Megoldas
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Folytassuk a 9. feladat I. megoldasanak gondolatmenetét! E-nek G-t kell ismernie ahhoz,
hogy meglegyen a 4 ismeretsége. Toroljiik ezeket az ismeretségeket!

@) e @ )
o)

Innentdl viszont két eset lehetséges:
A) C és az F ismeri egymast és mas ismeretség nincs.
B) C is és F is ismeri G-t és mas ismeretség nincs.

@ ®» @ Q@

Ha visszarajzoljuk D és E letorolt ismeretségeit, akkor azt kapjuk, hogy G az A) esetben 2
utast, a B) esetben pedig 4 utast ismer.

Tehat a hetedik valasz lehetett 4 is és 2 is, de mas nem.
Blazsik Zoltan

I1. Megoldas
A 9. feladat II. megolddsabol kovetkezik, hogy a hetedik embernek paros sok utast kell
ismernie. Ha senkit sem ismerne, akkor nem lehetne olyan utas, aki mindenkit ismer, pedig
van ilyen. Ha pedig 6 is mindenkit ismerne, akkor nem lehetne olyan ember, aki csak egy
embert ismer, pedig ilyen is van. Tehat a hetedik ember 2 vagy 4 embert ismerhet. Mind a két
eset lehetséges is (lasd az el6z6 megoldas példait).

Karolyi Gergely
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10. Jaték

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ketten jatszanak. Felvaltva irnak be egy-egy eldjelet minden szam elé (az 1-es elé is
tehetnek). "Kezdo6" azt szeretné, hogy a legvégiil kapott eldjeles dsszeg ne legyen oszthatd
harommal, mig "Masodik" azt szeretné, hogy oszthat6 legyen harommal. Hogyan érdemes
jatszani? Kinek kedvezd a jaték?

Es ha megforditjak a szerepeket?

I. Megoldas
Mivel Kezdo eggyel tobbet rakhat, ezért a legvégén marad eldtte egy helyzet és egy kimaradt
hely. Harom lehetdség van:

A) az eddigiek dsszege 3-mal oszthato;
B) az eddigiek 6sszege 3-mal osztva 2 maradékot ad;
C) az eddigiek 0sszege 3-mal osztva 1 maradékot ad.

A) Ebben az esetben csak akkor nem nyerhet Kezdd, ha 3-mal oszthatd szam el6tt marad ki
hely! De ez nem 4llhat eld, ha Kezdd legeldszor a 3-mal oszthat6 szamok el6tti helyekre
rak!

B) Itt 3 aleset van:

B1) 3-mal oszthat6 szam el6tt lesz hely;
B2) 3-mal osztva 2 maradékot ad6 szam el6tt lesz hely;
B3) 3-mal osztva 1 maradékot ad6 szam el6tt lesz hely;

B1) Hozza is adhatja, ki is vonhatja, mindenféleképpen jo Kezdének!
B2) Ekkor a szamot hozza kell adni az eddigiekhez, és ugy jo lesz.
B3) Ekkor a szamot ki kell vonni az eddigiekbdl, és igy jo lesz.

C) Itt 3 aleset van:
C1) 3-mal oszthaté el6tt lesz hely
C2) 3-mal osztva 2 maradékot add szam el6tt lesz hely;
C3) 3-mal osztva 1 maradékot add szam el6tt lesz hely;

C1) Hozza is adhatja, ki is vonhatja, mindenféleképpen jo Kezdonek!
C2) Ekkor a szamot ki kell vonni az eddigiekbdl, és igy jo lesz.
C3) Ekkor a szamot hozza kell adni az eddigiekhez, és ugy jo lesz.

Ha Kezd6 az els6 harom 1épésében az alahuzott szoveget kovetve jatszik, az utolsoban pedig a
megfeleld leirt esetben megfogalmazott modon, akkor biztosan nyer!

Ha megforditjuk a szerepeket, akkor a végén a Kezdd eldtt allo lehetséges esetek ugyanazok
lesznek, mint az el6bb.

A) Ebben az esetben nem nyerhet Kezd6, ha 3-mal nem oszthatd szam el6tt marad ki hely. Ezt
csak ugy birna megakadalyozni, ha az 6sszes 3-mal nem oszthat6 szam elé rakna még miel6tt
az utolso rakasadhoz érnénk, de ezt nem birja megtenni hiszen ehhez 6 rakas lenne csak elég,
de ennyit nem rakhat, ezért ekkor 6 a vesztes.

Tehat ha Masodik ugy jatszik, hogy elészor a harommal oszthatd szamok elé rak, akkor
biztos, hogy nem veszt.
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Megjegyzés

Az eredeti jatékra a fenti megoldas jo, a forditott jatékra azonban nem. Ha ugyanis Masodik
mind a harom 1épésében a harommal oszthat6é szamok elé rak eldjelet, akkor nem tudja
biztositani, hogy Kezdd utolso 1épése elott valoban az A) eset valosuljon meg.

1. Megoldas
Ajatékbanaz 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamoknak csak a harmas maradékai Iényegesek. Ezek: 1,

rrrrrr

Kezdé: En
Masodik: Apa

B) A forditott jaték:

Ugy kell kezdeni, hogy berakunk egy barmilyen eléjelet az egyik nulla elé. Ha apa barmikor
berak egy eldjelet egy masik nulla elé, akkor én berakok egy eldjelet a harmadik nulla elé. Ha
viszont barmikor berak egy el6jelet az egyes vagy a kettes elé, akkor én ugyanazt az el6jelet
rakom be a mésik tipusti szam, a Kettes vagy az egyes elé. fgy az én 1épésem utan mindig
harommal oszthato lesz a kifejezés, tehat a legvégén is az lesz.

Ha Kezdg ezt tudja, akkor mindig 6 fog nyerni.

A) Az eredeti jaték:
Igy is Kezdé nyer. Ugyanazt csindlom, mint az elébb, amikor arra torekedtem, hogy minden
1épésem utan harommal oszthat6 legyen az 6sszeg. Egyetlen egyszer térek el ettdl: amikor az
utolso (1, 2) par jon sorra. Ekkor az ellenkezd eldjelet valasztom, mint Apa, igy az 6sszeg
nem lesz harommal oszthato.

Selmeczi Péter dolgozata alapjan

Megjegyzés
A 11. megoldas A) részében nem lényeges, hogy épp az utolsé (1, 2) parnal térjiink el a B)-ben
leirt szabalytol. Csak az fontos, hogy egyszer térjiink el.

Kapcsolddo feladatok, folytatas: 19.

11. Egy ingadra a hdmérséklet ingadozasa miatt nem jar egyenletesen. A meleg miatt a déli
oradkban naponta Osszesen fél percet siet, mig a hajnali hidegben naponta 6sszesen harmad
percet késik. Majus elsején reggel pontosan mutatja az idot.

Szamitsuk ki, hogy legkdzelebb hanyadikan siet 5 percet?

Megoldas

Majus elsején a déli 6rak utdn egészen a hajnali hidegek kezdetéig 30 méasodpercet siet az ora.
Barmelyik nap barmelyik 6rdjahoz képest masnap ugyanabban az 6raban tiz masodperccel
tobbet siet az ora.

5 perc az 300 masodperc; 300 = 30 + 27-10. Tehat a majus elsejei délutan utan 27 nappal,
azaz a majus 28-ai déli orakat kovetd pillanatoktdl kezdve a 29-ei hajnal kezdetéig végi 5
percet siet az 6ra. Korabban mindig kevesebbet siet.

Tobb dolgozat alapjan

Megjegyzés
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Az alabbi grafikonon a sietés mértékét abrazoltuk az idd fliggvényében. Az egyes
id6szakokban a késés, illetve a sietés valtozasat egyenletesnek tekintettiik. A grafikonrol
leolvashato, hogy mikor siet az dra pontosan 5 percet:

a 28-ai déli és 29-ei hajnali o6rak kozott;

a 29-ei déli 6rak egy pillanataban;

a 30-ai hajnali 6rak egy pillanataban;

a 30-ai déli 6rak egy pillanataban;

a 31-ei hajnali és déli 6rak kozott.

12. Hény olyan, csak 0 vagy 1-es szdmjegybdl all6 nyolcjegyli szam van, amelyben nem
fordul el6 két szomszédos 1-€s?

I. megoldas

A szamnak 1-gyel kell kezdddnie, mert 0-val nem kezdddik nyolcjegyii egész szam. Utdna
nullanak kell kovetkeznie, mert kiilonben két 1-es lenne egymads utan. Ezutan meg kell nézni,
hogy hany szamot lehet csindlni 1, 2, 3 és 4 egyessel.

1 egyes: 10000000 2 egyes: 10100000
10010000
3 egyes: 10101000 10001000
10100100 10000100
10100010 10000010
10100001 10000001
10010100
10010010 4 egyes: 10101010
10010001 10101001
10001010 10100101
10001001 10010101
10000101

21 ilyen szdm van.
Selmeczy Péter

1 —o II. megoldas

0 1 Rajzoljunk abrat! 1-essel kell kezdeni. Ebbdl csak egy
0< (1) vonalat inditok, mert csak 0-s kovetkezhet utana. Abbol
1—0 < 1 —o0 viszont két vonal indul, mert lehet mogotte 1-es is, 0-s
0< 0 is.,I'gy rajzoltam tf)vébb: A. Végél;l csak meg kell
0 < I szédmolni, hogy hany szamjegybdl nem indul vonal
1 — 0< 1—0  (utolsé oszlop). Tehat 21 megfelel szam van.
1 —o< Y Blézsik Zoltdn
o Variacio
0—0 < 0 1 12.1. Héany 2, 3, 4,5, 6, 7 jegyti hasonl6 tulajdonsagu
1 —0  szam van? Mit gondolsz hany 9, 10, 11 jegyti lesz?
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13.frdbe az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamokat a kilenc karikaba
ugy, hogy a haromszdg oldalain taldlhato négy-négy szam
Osszege egyenld legyen

a) 20-szal;

b) egymassal és a lehetd legnagyobb legyen.

Megoldas

a) Hogyha a szamok 6sszegét 6sszeadjuk, 45-6t kapunk. Ha a
harom oldal 6sszegét 6sszeadjuk, 60-at kapunk. A sarkokon levd
szamok két oldalhoz tartoznak, ezért értékiik duplazodik. A
harom sarok értéke 60-45=15. Egy megfelelo kitoltés lathato az
ibrén, = O——0—®

(6)
ONO
(3) @)
b) Legfeljebb 23 lehet egy oldalon, mert ha 24 lenne, akkor @
Osszesen 72 lenne az oldalak dsszege, tehat a sarkon all6 szam
Osszege 72-45=27 kellene, hogy legyen. De, hogyha a harom (3) 9
legnagyobb szamot Gsszeadjuk, akkor is csak 24-et kapunk.
Ha 23 van mindegyik oldalon, akkor a sarokdsszeg 23 - 3- 45=24. e °
A 24-et csak ugy tudjuk elérni, hogy ha a harom legnagyobb
szamot rakjuk a sarkokra (9 + 8 + 7 =24) . Ezutdn a tobbi szdmot 0 e e @

ugy kell elhelyezni, hogy minden oldalon 23-at kapjunk. Ez
lehetséges is (lasd az 4brat).

El6zmény: 2., 2.1, 7.
Kapcsolédo feladatok, folytatas: 18.

14. A Kecskefy, a Kecsovszky és a Kecsora csalad is tenyészt kecskét. A harom csalad
masképp legelteti a kecskéket. Az allatokat nyakdban talalhat6d dvre egy-egy 10 méter hosszu
kotelet kotnek, de a kotél masik végén talalhatod gylriit kiillonbozOképpen rogzitik.

Kecskefyék a réten egy 40x50 méteres téglalap csticsaiban kitliznek egy-egy
pbéznat, a poéznak kozott pedig - a téglalap oldalain - kifeszitenek egy-egy dro-
tot. A gyliriik a poznakhoz vannak rogzitve, illetve szabadon futhatnak a dré-
tokon két pozna kozott. A kecskék a téglalapon kiviil és beliil is mozoghatnak.

Kecsovszkyek csak a zoldségeskerten kiviil engedik legelni a
kecskéket. A kert haromszog alaku, oldalai 90, 100, 130 méter
hosszuak. A kerités mentén végigfuté droton szabadon mozoghatnak a
gyurik.

Kecsoraék kiilon tartjak a kecskebakot, melynek gylirlije egy rogzitett
p6znahoz van kotve. A tobbi kecskén még kotél sincs, azok barhol legelhetnek egy 40m x
80m-es téglalap alakt zart telken beliil.

Készits méretardnyos rajzokat, feltiintetve azokat a részeket, ahol a kecskék legelhetnek!
Melyik csalad legelteti a legnagyobb teriileten a kecskéket?
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Megoldas

Eredmény: a harom teriilet egyenld.
Az abran fél cm = a valdsdgban 10 m. Az egyes teriiletek korcikk alaku részekbdl és téglalap
alaku részekbdl allnak. Latni fogjuk, hogy

a) a korcikk alaku teriiletek mindharom esetben egy-egy 10m sugaru teljes kort adnak ki,

b) a téglalap alak( részek dsszteriilete mindharom esetben 3200 m?.

Az a), b) allitdsok a harmadik esetben (Kecsordék) automatikusan teljesiilnek (kivéve, ha a
kecskebakot a telekhez kozel kotik ki, mert akkor kisebb teriiletet kapnak), az elsé esetben
(Kecskefyek) pedig egyszerli szamolassal és a négy negyedkdr egymés mellé illesztésével
igazolhatok. A masodik esetben (Kecsovszkyék) is csak az a) allitast indokoljuk alaposabban,
sOt, azt kétféleképpen is.

I. indoklas
Ha a haromszog szogei a, 3, v, akkor a cstcsoknal 1étrejovo korcikkek kozépponti szogei
rendre
360°-90° - o - 90° = 180° - 0,
360°-90°- B - 90°=180° - 3,
360°-90°-v-90°=180° -7,
ezek Osszege pedig
180°- o+ 180°- B + 180° -y =1540°- (. + B +7y)=360°,
hiszen o + 3 +y = 180°.
Tobb dolgozat alapjan
I1. indoklas
A korcikkek hatarolosugarai paronként parhuzamosak egymassal, igy a korcikkek az oldalak
mentén egymashoz tolhatok tigy, hogy egyiitt épp egy teljes kort adjanak ki.
Danka Miklos
15. I. Berangesz farad olyan haromszdg alapu piramist szeretne
épittetni csaladja 6rok nyughelyéiil, amelynek alapja, és egyik
oldallapja’ egymassal egybevagd szabalyos haromszog alaku, g
magassaga pedig a lehetd legnagyobb. Készitsd el papirbol a piramis ) 6
makettjét! frd le a szerkesztés 1épéseit! (A szabalyos haromszogek &
oldalai legyenek 6 cm hossztak, a piramist pedig tekintsd haromszog
alapu gtlanak.) 9

! Bizonyara az az oldala, amely a tavaszi napéjegyenl3ség napjan a napfelkelte iranyaba néz.
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I. megoldas

A haromszog alapu gula alapjanak csucsait A, B,
C-vel, a gula negyedik csucsat D-vel jeloljiik. Ha
a BCD, ABD, CAD oldallapokat leforgatjuk a BC,
BA, AC egyenesek mentén az alaplap sikjaba gy,
hogy ne fekiidjenck ra az ABC lapra, akkor rendre
a BCD4, ABD,, CAD3 haromszogeket kapjuk. Ha
megszerkesztjiik az A, B, C, D1, D,, D3 pontokat,
akkor az oldallapok felhajtasaval megkapjuk a
piramis makettjét. Fiilekkel és ragasztassal vagy
mas modon rogzithetjiik is majd az oldallapokat.

Legyen BCD a szabalyos oldallap, és jelolje BC

felezOpontjat F. A piramis magassaga az D pont

¢s az alaplap tavolsaga, mig a DF szakasz hossza

a D pont ¢és az alaplap egy pontjanak tavolsaga.

Mivel a DF szakasz hossza adott, igy a piramis akkor lesz a legmagasabb, ha DF épp a

testmagassag, azaz ha D épp az F pont "folott" van. Az AFD haromszog tehat egy egyenld

szara derékszogli haromszog, amelynek befogdi az adott AF=FD; szakaszokkal egyenlok.

Ebbdl a glila egyetlen még ismeretlen élének, AD-nek a hossza is szerkeszthetd.

A szerkesztés lépései:

1. Felvessziik az ABC, BCD; szabalyos haromszdgeket €s

a BC szakasz F felezépontjat.

2. Az FB félegyenesre (tehat AF-re merdlegesen)

felvessziik az AF-fel egyenlé AD,4 szakaszt. ¢ D,

3. A B kozéppontl, Di-en atmend kg kor és az A

kozéppontl Dy-en atmend ka kor AB-t61 C-vel ellenkezd F

oldalra esd metszéspontja Dy; mig a C kdzépponta, Di-en

atmend Kc kor és ka AC-t6l B-vel ellenkez6 oldalra es6

metszéspontja Ds. A
Tobb dolgozat alapjan

ks

Il. megoldas

Ha felhajtjuk D,-t, akkor F f61¢é kell keriilnie, és a felhajtas
kozben az alapsikra vonatkoz6 vetiilete az AB forgasten- DI—
gelyre merdleges DoF egyenesen mozog. Tehat D, az F-

b6l AB-re bocsajtott merdleges félegyenes és a B kdzépponta BD; sugaru kg kor
metszéspontja. Hasonléan kapjuk Ds-at is.

o

Véges Marton
Kapcsolédo feladatok, folytatas: 20.

16. Hatarozd meg azokat az abab alaku, négyjegyii természetes szamokat, amelyek oszthatok
15-tel!

I. megoldas

Ha az abab alaka szam oszthato 15-tel, akkor természetesen 3-mal és 5-tel is oszthato.
Masrészt, ha abab oszthatd 3-mal és 5-tel, akkor oszthato 15-tel is, mert a 3 és az 5 relativ
primek!

Ha a szam oszthato 5-tel, akkor b = 0 vagy 5. Ennek alapjan két esetet kiilonboztetiink meg.
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I. b=0: Ekkor a szam a0a0 alaku. Valamely egesz szam pontosan akkor oszthaté harommal,
ha jegyeinek Osszege oszthaté harommal. Igy a0a0 pontosan akkor oszthat6 3-mal, ha 2a,
tehat, ha a oszthat6 3-mal. Itt haArom megoldas adodik: 3030; 6060; 9090.

I1. b=5: Ekkor a szam a5a5 alaka. Most a 3-mal osztva 1 maradékot kell, hogy adjon. Tehat
itt is 3 megoldas adodik: 1515; 4545; 7575.
Osszesen hat megoldas van.

Blazsik Zoltan
I1. megoldas
Egy szam akkor lesz oszthatd egy masik szammal, ha az §sszes primtényezdjével is oszthato.
abab =101 - ab. 15 primtényez6s 3-5. 101 se 5-tel, se 3-mal nem oszthato, ezért ab-nek 3-
mal és 5-tel is, azaz 15-tel is oszthatonak kell lennie. Ezért ab csak 15, 30, 45, 60, 75 és 90
lehet. Hat abab alakt 15-tel oszthatd négyjegyii szam van: 1515, 3030, 4545, 6060, 7575,
9090.

Selmeczy Péter

17. A szilvanak 80%-a viz, az aszalt szilvanak mar csak 40%-a viz. Mennyi szilvabol lesz
100kg aszalt szilva?

Megoldas
A 100kg aszalt szilvabol 60kg szarazanyag és 40kg viz. A 60% az aszalt szilvanal ugyan-
annyi, mint a 20% a szilvanal, ezért a 20% a szilvanal 60kg. Ezért a 100% a szilvanal
60kg - 5=300kg. Tehat 300 kg szilvabol lesz 100 kg aszalt szilva.
Tobb megolddas alapjan
18.frd be az 1, 2, 3, ..., 16 szamokat a tizenhat gdmbbe ugy,
hogy a tetraéder (haromszog alapu gula) €lein talalhatd négy-
négy szam Osszege mindenditt 30 legyen.

Megoldas
A szamok sszege egy élen 30. Igy az éleken szamolt dsszegek
Osszege 6-30 = 180. Masrészt a 16 szam 0sszege csak 136. A
kiilonbség 44, ami abbodl adddik, hogy az elsd 0sszegben a
csucsokat haromszor-haromszor, a masodikban csak egyszer-
egyszer szamoltuk. Tehat a 44 a csucsokba irt szamok
osszegének dupldja.
Teljesen mindegy, hogy miket rakunk a cstiicsokba csak az a Iényeg, hogy 22 legyen az
osszegiik. Ime egy példa a hat élen szerepld szamnégyesre:
73128, 71445, 71562, 81615, 81192, 513102

Blazsik Zoltan

()
A AN

Megjegyzés

Nem egészen mindegy miképp valasztjuk a négy csticsra irt szamot, hogy 6sszegiik 22 legyen,
ugyanis nem mindig kapunk megoldast. A fenti megoldasban a négy cstics: 2 5 7 8. A négy
csucsban lehet még pld: 12514, 12910, 3478.

Horvath Aniko gyiijtése
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El6zmény: 13.
Kapcsolddo feladatok, folytatas: 23., 28.

19. Ketten a kovetkezd jatékot jatsszak. A sakktabla jobb fels6 sarkaba helyeznek egy bastyat.
A két jatékos felvaltva Iép a bastyaval, mindig lefelé (akarhany mez6t), vagy balra
(tetsz6leges szamu mez6t). Passzolni nem lehet. Az nyer, aki a bal als6 sarokba Iép a
bastyaval. Tud-e valamelyikiik Gigy jatszani, hogy mindenképpen nyerjen? Hogyan jatsszon?

Megoldas

Ha valaki a b2 mezore 1ép biztosan nyer, hiszen az ellenfele nem bir

al-re 1épni, de vagy az a oszlopra, vagy az 1. sorra kell 1épjen. Tehat

aki b2-re 1ép az nyer.

Innentdl tekinthetjiik a feladatot Ggy is, hogy a b2 mez6 a cél, vagyis

egy 7x7-es négyzetben mozgunk ezentdl. Itt is igaz az, hogy aki a €3

mezore rak, az nyer. Es ez igy megy tovabb egészen addig, amig

— N Wk 0O X
°

kidertil az, hogy a h8, vagyis a kezdé mez6 is nyeré mezo. .

Tehé}’t a masodik tud nyerni, ha a kezdd Iépése utdn mindig egy nyerd abcdef gh
mezore rak.

Blazsik Zoltan
Kapcsolédo feladatok, folytatas: 24.
20. II. Berangesz farad négyszog alapu piramist tervez maganak. Eredetileg tigy képzelte,
hogy a piramis alapja 100 cvimedli oldalhosszusagu négyzet lesz, oldallapjai pedig egybe-
vago szabdlyos haromszog alakuak, de a foldmérdk szerint az épitmény igy épp nem férne el
a farad kedvenc szigetén. Berangesz moddositotta a tervet: a négyzet alapot olyan 100 cvimed-
li oldalhosszisagl rombuszra cserélte, amelynek két szemkozti csucsanal 105°-0s szoge van,
¢s az egyik ilyen cstcsnal talalkozo két oldallap szabalyos haromszog alak.
Készitsd el papirbol a piramis makettjét! Jelold a méretaranyt! frd le a szerkesztés lépéseit is!

I. megoldas
Az alabbi I. abran a piramis kiteritett vaza, a II. dbran az dsszeallitott piramis, a III. és IV.
abrakon a piramis azon sikmetszetei lathatok, amelyeket az alap rovidebb illetve hosszabb

A

atlgja és a piramis fols6 E csucsa hataroz meg. Mindenhol a felel meg 100 cvimedlinek.
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A piramis kiteritett vazan lathato A, B, C, D, E;, E; csucsok kdnnyen szerkeszthetdk, €s a
hianyzo6 Ej3 és E4 is azonnal adodna, ha ismernénk az X szakaszt. Ezért alabb csak X megszer-
kesztését részletezziik.

A lI-IV. abrakon m a piramis E cstcsat az alaplap kozéppontjaval, tehat a BD, AC szakaszok
kozos felezopontjaval koti 6ssze. A IV. dbran lathato CAE haromszoggel egybevagd harom-
szoget mar megszerkesztettiink: 1asd pld az ACD haromszdget, amelynek ugyanekkorak az
oldalai. Tehat m is megszerkeszthetd és megegyezik a rombusz rovidebb atlojanak felével.

A TII. abran lathato haromszoget Ggy szerkeszthetjiik meg, hogy felvessziik a BD szakaszt,
felezépontjabol m, a D csucsbdl pedig a sugarral korziink: a két kor metszéspontja lesz E. A
keresett x szakasz megegyezik BE-vel.

Kupcsik Réka

I1. megoldas

Ha a piramis 1. megoldés 1. dbrajan lathato kiteritett vazat tekintjiik és az
AE;D lapot a AD tengely koriil felhajtjuk, azaz elforgatjuk, akkor az E; cstics gy mozog,
hogy az alapsikra vonatkoz6 mer6leges vetiilete az E;-bél AD-ra bocsatott f meréleges
egyenesen vandorol. Ugyanigy E; vetiiletének nyomat is kovethetjilk az CE;D lap CD koriili
forgatasa kozben: ez mindig az E,-b6l CD-re bocsatott e merélegesen lesz. Az e, f egyenesek
T metszéspontja a piramis E csucsdnak alapsikra valdo merdleges vetiilete.

Ugyanehhez a T vetiileti ponthoz kell jutnunk, ha a keresett Es, E4 pontokat forgatjuk be a
EN.

piramis E cstcsaig. Tehat az E3 pontbol BC-re
bocsatott merdleges egyenesnek az E4-bol AB-re bocsatott merdlegessel vald metszéspontja is
T. Ezért ez a két egyenes éppen f és e, hiszen BC parhuzamos AD-vel, AB pedig CD-vel.

Az E; pontot ugy szerkeszthetjiikk meg, hogy az f egyenest elmetssziik a C kdzépponti a
sugara korrel (a felel meg a makettban 100 cvimedlinek), mig az E4 pont az e egyenes ¢€s az A
kozéppontu a sugarti kor (rombuszon kiviili) metszéspontja.

Véges Marton

Elézmény: 15.

Kapcsolddo feladatok, folytatas: 25.
1—2 9—10 25—...
4—3 é 1|1 2|4
5—6—7 1|2 213

21. Melyik szam 4ll a 100. oszlop és a 100. sor talalkozasaban, ha a
pozitiv egészeket az abran lathaté médon rendezziik el?
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I. megoldas

Vizsgaljuk meg az atloban all6 szamokat: 1, 3, 7, 13, 21, ...!
A kozottiik levo kiilonbségek: 2, 4, 6, 8, ... . Ebben a sorozatban
mindegyik elem kettdvel nagyobb, mint az el6tte levd, azaz az atlo

|
Q=@ barmelyik pontjabol a kovetkezébe 2-vel rovidebb tt visz, mint a
1 | kovetkezébol a rakdvetkezobe. Ennek oka leolvashaté az bran (az
@ @ elsé két atlospont kozti utdarab 90°-0s elforgatottja nem vezet el a
Q_O_'" _O_b /'O (P kovetkezo atlospontba, két 1épés még kell). Az atloban allé szamok
O=0=+=0-0"@® O ezrt igy irhatok: 1, 142, 142+4, 142+4+6, ... . A keresett szam:
o

142 1+422+23+..+299=1+2(1+2+3+...499) =1 + 99-100 = 9901.
Tobb dolgozat alapjan

I1. megoldas
A 100x100-as négyzetben Osszesen 100? = 10 000 sz4m van. Ha a négyzetnek paros szamu
oldala van, akkor az utolsé szam a bal alsé sarokban van, tehat a 100x100-as négyzetben
baloldalt alul a 10 000 all. A 100. sor 100. oszlopaba innen 99-et kell jobbra 1épni, tehat ott a
10000 —99 =9 901 all.

Marsal Béla

22. Egy gazdédnak 3 horddja van: A, B, C. Az A hordo tele van kvésszal, a B és a C hord¢ iires.
Ha az A horddbdl attoltiink a B hordoba tgy, hogy a B hordo tele legyen, akkor az A hordd
2/5-6d részig marad kvasz. Ha az A hordobdl a C hordot toltjiik tele, akkor az A hord6 5/9-ed
részEig marad kvasz. Ahhoz viszont, hogy a B és a C hordot is teletoltsiik, az A hordoban levo
mennyiséghez még 4 veder kvészra van szlikség. Hany veder kvasz fér a hordokba?

Megoldas: Rendre a, b, ¢ jeldli, hogy az A, B, C hordokba hany veder kvasz fér. Fejezziink ki
mindent a-val!

bzga c=ﬂa
5 9

Hozzunk mindent k6z6s nevezore, majd a 4 veder kvaszt is fejezziik ki a-val!

45 27 20 47 2

a=—a, b=—a, c=—a, b+c=—a=a+-—a,

45 45 45 45 45
tehat 4 veder kvasz megegyezik (2/45)a-val. Szamoljuk ki a-t, b-t, c-t!
a=£-£a=£-4v:90v, bzz-ia:£-4v:54v, c:ﬁ-iazg-wzmv,

2 45 2 2 45 2 2 45 2

ahol v a ,,veder kvasz”-t jel6li. Tehat az A, B, C horddkat rendre 90, 54, 40 veder kvasszal
lehet teletolteni.
Blazsik Zoltan
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23. A Majmok Tudomanyos Akadémidjanak 45 tagja van. Egyik tilésiikon harom fontos
kérdést tliztek napirendre, amelyrdl szavazassal 6hajtottak donteni. A kérdések a kovetkezok
voltak:

I. Okosabb-e a majom, mint az ember?

I1. Szebb-e a majom, mint az ember?

I11. Igaz-e, hogy az ember a majom Ose?

A szavazas utan kidertlt, hogy

a) az L. és I11. kérdésre egyarant 23-23 igen szavazat érkezett, mig a II. kérdésre csak 17;

b) az 1. kérdésre igennel valaszolok koziil 13-an a ll., 12-en pedig a III. kérdésre feleltek
nemmel;

c) igent mondott a II. és I1I. kérdésre 6 ,,akadémikus”, de koziiliik ketten az I. kérdésre nem-
mel szavaztak.

Hényan szavaztak mind a hdrom kérdésre nemmel?

I. megoldas (Bergengoc példatar 49-50. 0.)

Vezessiik be az A, B, ..., H ismeretleneket azok szamanak jelolésére, akik a harom kérdésre
egy bizonyos modon valaszoltak. Az alabbi tabldzat mutatja, hogy melyik ismeretlen melyik
valaszharmashoz tartozik.

Kérdés A
i
i
i

S5 |—|— |00

C
[
n
i

1 e Y
- == m

S|=(3|T
=i E=R0)
S|S(oS| I

A feladat szovege alapjan a kovetkez6 egyenleteket irhatjuk fel:

l. A+B+C+D =23, a) miatt;
. A+ C+E+ G =23, a) miatt;
1.  A+B+E+F=17, a) miatt;
IV. C+D=13, b) miatt;

V. B + D =12, b) miatt;

VI. A+E=6,c)miatt;

VIlI.  E=2,c) miatt.

Ezek alapjan:

VIIl. A=4, VI és VIIL miatt;
IX. A +B=10,azazB=10-4=6, 1., IV. és VIII. miatt;
X. A +C=11,azazC=7,1, V. és VIII. miatt;
XI. D=13-7=6,1V. és X. miatt;
XIll.  G=10,IL, VII, VIII. és X. miatt;
Xl F=17-4-6-2=5, 111, és VII-IX miatt;
XIV. 45 majom van Osszesen, igy
H=45- A-B-C-D-E-F-G=45-4-6-7-6-2-5-10=5.

Tehat o6ten valaszoltak mind a harom kérdésre nemmel.
Adam Gyérgy
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I1. megoldas (Bergengdc példatar 50-51. 0.)

Abréazoljuk Venn-diagrammon az alabbi halmazokat:

Tudjuk, hogy a c)-ben emlitett 6 ,,akadémikus” koziil 4 mind a
harom kérdésre igennel felelt, és 2 csak az 1. kérdésre felelt
nemmel (1asd az el6z6 abrat).

b) és c) alapjan tudjuk, hogy az 1. és 2. kérdésre igennel
valaszolok 10-en, az 1. és 3. kérdésre igennel valaszolok 11-en
vannak. Ha figyelembe vessziik, hogy ezekbdl 4-en mind a
harom kérdésre igennel valaszoltak, akkor tovabb folytathatjuk a
kitoltést (1asd a kovetkezo abrat!).

A: az ,,akadémikusok” halmaza (alaphalmaz);
1.: az 1. kérdésre igennel valaszolok halmaza;
2.: az 2. kérdésre igennel valaszolok halmaza;
3.: a 3. kérdésre igennel valaszolok halmaza!

Az abran az oldalso ,,fiilekbe” az adott halmaz elemszamat irtuk
be. Az 1., 2., 3. halmazok az alaphalmazt nyolc részre osztjak.
Megprobaljuk kitaldlni, hogy az egyes részekbe hany akadémikus
tartozik.

Ki kell szamolni, hogy hanyan szavaztak csak az

1. kérdésre igennel: 23— (6 +4 + 7) = 6-an;

2. kérdésre igennel: 17 — (6 + 4 + 2) = 5-en;

3. kérdésre igennel: 23— (7 + 4 + 2) = 10-en.
Meghatarozzuk azoknak az akadémikusoknak a szdmat, akik
legalabb egy kérdésre igennel szavaztak: 6 +4 +7+2+ 10+ 5+
6 =40. A tobbiek (45 — 40 = 5-en) mindhdrom kérdésre nemmel
valaszoltak.

Tehat 5 majom szavazott mind a harom kérdésre nemmel.
Kovdcs Péter

24. Elemezd a 19. feladat jatékat abban az esetben, amikor az veszt, aki a bal alsé sarokba 1ép!

Megoldas: Ekkor tehat al egy vesztd mez6 (aki oda 1ép az
veszit!). Ha valaki a2-re vagy bl-re 1ép az nyer, hisz a kdvetkezo
1épésben mar csak al-re lehet 1épni, ami pedig veszt.

Tehat a2, és b1 nyer6é mezok. Aki az a oszlopba 1ép, de nem a2-
re az veszit, hisz a kovetkezo 1épésben az ellenfél a2-re megy, és
nyer (hasonloan megfogalmazhaté ugyanez az eszme a b

PNWKMOOTO N
[ ]

oszlopra, az 1. és a 2. sorra is.) abcdef gh

Ezutan pedig a nyeré mezok a 19. feladatra adott megoldas mintajara megkereshetdk (c3, d4,
eb, f6, g7, h8). Tehat a masodik tud nyerni, ha a kezd6 1épése utan mindig a nyeré mezdkre

1ép.

El6zmény: 19.

Blazsik Zoltan
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25. III. Berangesz farad négyzet alapu piramist tervez magéanak. A csticsa az alap egyik cstcsa
felett lesz, és legrovidebb oldaléle (ami egyben a testmagassaga) egyenld hosszu lesz az
alapél hosszaval.

a) Készitsd el papirbol a piramis makettjét! ird le a szerkesztés 1épéseit is!

b) Berangesz két fia az apjukéval és egymaséval egyforma alaku, de a térben esetleg maskép-
pen elrendezett emlékmiivet épitene maganak, €s ezeket ugy illesztenék egymas mellé, hogy a
k6z06s nagy emlékmiinek kiviilrdl mindegyik oldallapja ugyanolyan legyen. Lehetséges-e €z?

Megoldas:

a) Az ABCDE piramis kiteritett vazat szerkesztjiik

meg. Az ABCD alapnégyzetet konnyen megrajzol- E,
hatjuk, majd emell¢ kell megkeresniink az ABE, DAE,

CDE, BCE oldallapok ABE;, DAE,, CDE3, BCE4

kiteritett megfeleldit. E, A B

1. Az AB, AD oldalakra egy-egy derékszogii, egyenld
szart haromszoget szerkesztiink: BAE; és DAE,.

2. AZ E3 csucs a CD ¢l kortili forgataskor (felhaj- D ¢
taskor) A folotti E cstucsba kertil, ezért Ez az AD
egyenesen van, D-t6] A-val ellenkez6 iranyban.
Masrészt DE = DE, = DEg, tehat Ez a D kézéppont
DE; sugaru korre is illeszkedik. A kor és a félegyenes
metszéspontjaként kapjuk az E; pontot.

3. Hasonldan szerkeszthet6 az E4 pont.

b) Lehetséges, a harom piramisbol kaphatunk egy kockat. Ehhez gy kell 6sszeilleszteni éket,
hogy a harom piramisban a négyzetlappal szemkozti csucs (fent E) ugyanott legyen.
Karsa Anita

Tanari megjegyzés

Nagyon nehéz lenne pontosan megindokolni, hogy a harom gulabol miért rakhato ki a kocka.
Elfogadtunk egy-egy szép abrat, vagy az elkészitett modelleket az egymashoz illeszkedd
lapok jelolésével.

Egy tanari abra a Coreldraw rajzoloprogrammal:

SIS
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Kall6 Bernat modellje kemény csomagoloanyaggal és hurkapalcikéakkal:

El6zmény: 20.
Kapcsolddo feladatok, folytatas: 30.

26. Az abran lathatd 75°-os korcikket elforgatjuk 75°-kal az ora
jarasaval ellenkezo forgasiranyban. A kapott korcikket tjbol
elforgatjuk 75°kal, stb. Hanyszor kell a forgatast elvégezni, hogy
visszajussunk az eredeti korcikkhez?

. Megoldas

Képzeljiik a kort egy teljes szogmérének, amelyben az adott korcikk

eredetileg ugy all, hogy — kozéprol nézve — jobb oldali szara a 0°-felé all. Ha felirjuk, hogy az
egyes forgatdsok utdn a szogmérén leolvashatd mely szog felé all a jobb oldali szar (a ,,°” fok
jeleket lehagyjuk), akkor az egymast kovetd szamok kozott mindeniitt 75 lesz a kiilonbség,
illetve ez idénként elromlik, mert a 360-nal nagyobb vagy egyenld értékekbdl 360-at le kell
vonnunk. Csak addig kell nézni a sorozatot, amig Gjra 0-hoz ériink, hiszen ekkor all vissza az
eredeti pozicio.

0, 75, 150, 225, 300,
15, 90, 165, 240, 315,
30, 105, 180, 255, 330,
45, 120, 195, 270, 345,
60, 135, 210, 285, 0

Mivel az kiindulasi helyzet nem szamit bele a forgatasok szamaba, ezért az a kérdés, hogy a
75-t61 kezdddden hanyadik szam lesz ismét 0. Jelen esetben a 24. szam lesz ismét 0, tehat a
24. forgatas utan all vissza ugyanez a kiindul6 helyzet.

Blazsik Zoltan dolgozata alapjan
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Megjegyzés
Az el6z0 bizonyitasbdl az is kidertil, hogy nem lényeges a korcikk szoge. Ha egy 17°-0s
korcikkbdl indulunk ki és azt minden 1épésben 75°-kal forgatjuk, akkor is épp 24 1épés utan
ériink vissza az eredeti helyzethez.

Kornis Kristof

I1. Megoldas
A feladatot igy fogalmazhatjuk at:

26’. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amellyel 75-6t megszorozva 360-nal oszthato
szamot kapunk?

Azt kell tehat megnézniink, hogy 360 és 75 legkisebb kozos tobbszorosében hanyszor van
meg a 75. 75 és 360 primtényezds alakja:
75=35°,  360=2%3%5,
tehat legkisebb kozos tobbszorosiik 23.32.52, amelyben 75 épp 23.3 = 24-szer van meg.
Kupcsik Réka

Forras: Mathematics Teachers Calendar.
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27. Egy edény ¢és a benne 1évo viz egyiittes tomege 2000 gramm. Ha kidntjiik a viz 20%-4t,
akkor az edény ¢és a viz egylittes tomege az eredetinek 88%-ara csokken. Szamitsd ki az edény
tomegeét!

Megoldas
Ha a viz 20%-4nak kiontése utan 12%-kal csokken a teljes suly, akkor a viz 100%-anak
kiontése utan 12-5% = 60%-kal csokken a teljes suly, mert 100%:20%=5. Tehat a 2000g
60%-a a viz ¢és 40%-a az edény. 2000g 60%-a 1200g és 40%-a 800g, tehat az edény sulya
800g.

Petz Tamds
El6zmény: 17. feladat.

28. A finnek nemzeti zaszldja: fehér téglalap alapon fekvo
kék kereszt (lasd az abrat!). A kék kereszt hosszabbik
sdvjanak a teriilete 8800 cm?, a révidebbik sav teriilete pedig
5400 cm?. Mekkora a zasz16 teriilete, ha a kék kereszt 12600
cm? teriiletii?

I. megoldas
El6szor kiszamolom annak a résznek a teriiletét, ahol a két csik Osszeér.
Ha a két csik teriiletét 6sszeadom, akkor pontosan ezzel a teriilettel kapok tobbet a kék kereszt

teriileténél. Tehat a kozos rész teriilete: 8800+5400 -12600=1600 cm?. Ez a rész egy négyzet,

amelynek oldala
71600

azaz 40cm. A két sav egy-egy oldala 40 cm hosszu, tehat a masik oldal 8800:40=220 cm-es,
illetve 5400:40=135 cm-es. A zaszlo teriilete 220-135 = 29700 cm?.
Selmeczy Péter

I1. (altalanos) megoldas d
Nem kell kihasznalni, hogy a k6zds rész négyzet, -—
akkor is megoldhato a feladat, ha csak annyit tesziink \

fel rola, hogy téglalap.

Az é4bra jeloléseivel az I. megoldéasban a savok kozds a}
részére vonatkoz6 eredmény igy irhato:
a-d=1600 cm?. y

Most pedig szamoljuk ki, hogy a hanyad része c-nek, b
valamint, hogy d hanyad része b-nek.

c-d = 5400 cm?, a-d = 1600 cm?, igy c/a = 5400/1600 = 3,375.
b-a = 8800 cm?, d-a = 1600 cm?, igy b/d = 8800/1600 = 5,5.

Ennek alapjan a zaszl6 teriilete
b-c = (3,375-a)-(5,5-d) = 3,375-5,5-(a-d) = 3,375-5,5-1600 cm? = 29700 cm?.

Tehat a finn z4sz16 teriilete 29700 cm?.
Blazsik Zoltan és Marsal Béla
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I11. (altalanos) megoldas
Az el6z6 megoldas 1ényegretorobben (cmz-rel szémolva):
b.co (b-a)-(c-d) 8800-5400
a-d 1600

= 29700.

Grosz Daniel és Véges Marton

El6zmény: 18. feladat.
Forras: Varga Tamas Matematikai Versenyek

29. Osztojaték 24-gyel

Ketten felvaltva mondhatjak 24 pozitiv osztéit. A 24-et, tovabba mar kimondott oszt6 osztdjat
nem lehet mondani. Az veszt, aki mar nem tud mondani oszt6t. Kinek van nyerd stratégiaja,
Kezddének vagy Masodiknak? Hogyan jatsszon?

Megoldas
24 osztoi: 1, 2, 3, 4, 6, 8 és 12. Ezeket a szamokat csoportositsuk igy:

1 2,3 | 4,6 | 8,12
Kezd6 el6szor huzza ki az egyest! Utana barmit htiz Masodik, Kezd6 annak a szamnak a
parjat htizza (pl. ha 2-est huzott Mésodik, akkor Kezdd 3-ast huz), ezt folytatjadk még nincs
tobb oszt6. Igy Kezdd biztosan nyer.

Selmeczy Péter

Variaciok (egyben segitség és kiegészités a feladat megoldasahoz)

29.1. Rajzolj tablat a jatékhoz! Minden osztd legyen egy mezo.
Az a oszt6 mezdje keriiljon a b osztd mezdje f61¢, ha a a b tobbszordse. Tehat legalulra az 1
kertiljon. Kozvetlen f61éje mik? Azok folé?

Megoldas

A mellékelt dbran lathato a tabla. A 24-es mez0 tiltott arra nem lehet 1épni.
A 29. feladat megoldasaban szerepld csoportositasban az azonos szinten,
,magassagban” levd szamok keriiltek egy csoportba. Kezd6 a fenti taktika
alapjan gy jatszik, hogy minden lépése utan megsziinik egy teljes szint és
az Osszes alatta levd. gy Masodik mindig kénytelen egy magasabb szinten
levd szamot mondani, amelynek csoportbeli parja még biztosan szabadon
mondhat6. Tehat Kezdd taktikaja valoban tarthato.

Az 4bran lathaté elrendezést a 24 osztohaldjanak is nevezik. Erdekes benne, hogy minden
jobbra-folfelé 1épés (sima vonal) 2-vel vald szorzasnak, minden balra-folfelé 1épés (dupla
szaggatott vonal) 3-mal valo szorzasnak felel meg.

29.2. Rajzoljuk meg 16, 36 és 30 osztohalojat!

Megoldas
16 36 .
8 / & 2 30
Yy, /18.% /1 , 15| .:.:::;.10
4 9. 6. 4 NI
/ N / '\I:::. / | RS \'|
2 3. 2 3.5 2
/ W/ Tl
1 1 1
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Tanari megjegyzés
A didkok meg szoktak lepddni mikor felismerik milyen térbeli testet formaz a 30 osztoéhaloja.
Természetes modon szokott adddni az alabbi feladat.

29.3. Rajzold meg 210 osztohalojat! Probald a térben elkésziteni az ennek megfeleld
négydimenzids kockat!

Megoldas
Alébb balra Karolyi Gergely, jobbra Kallo Bernat térbeli szerkezetének fényképe lathato.

El6zmény: 24., Kapcsolodo feladatok, folytatas: 34. ’
Forras, ajanlott olvasmany: Varga Tamas: Osztojaték, az ,,E16 matematika” cimii kotetben
(Tankonyvkiadd, Budapest, 1968)

30. V. Berangesz fara¢ olyan piramist szeretne épittetni maganak, amelynek alapja szabalyos
Otszdg (minden oldala egyenld és minden belsé szoge is egyenld), oldallapjai pedig szabalyos
haromszdgek. V. Berangesz €s mesterei a szabalyos 6tszog megszerkesztésével bajlodnak. A
farad apja hagyatékdban egy harom egyenld hosszu rudbol 4llo eszkozt, egy par egyenld
hosszu kampos végi drotot, és egy levelet talal.

Draga fiam!

Hagyomanyunk nehéz feladat elé allit, de ne rettenj meg téle. A
csodakigyo segitségével célt érhetsz, ha a drotokkal az abra szerint
béklyozod meg. Az egyforma drotokat legkedvesebb mesterem olyan
hosszura vagta, hogy egyikiik a kigyo testén halad annak harmadaig, majd
a fejenél fogja meg azt. Jarj sikerrel! A csodakigyod ne feledd el

tovabbadni gyermekeidnek, egy Berangesznek még sziiksége lehet ra!
Atyad

Hogyan lehet a csodakigy6 segitségével megszerkeszteni a szabalyos 6tszoget?
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I. megoldas (a csodakigyd vizsgalata)

Szamoljuk ki az 4bran lathato szogeket! A mellékelt abra jelolé-
seivel AD = BD, valamint BD = BC, igy nem csak a BAD szog a,
hanem az ABD szog is, valamint nem csak a BCD sz6g B, hanem a
BDC szog is. Mivel AB = AC, ezért az ABC sz0g is megegyezik az
ACB szoggel, B-val.

Az ADB haromszogben az ADB szog nagysaga kifejezhetd: 180-
2a,; ennek és a BDC = 3 szognek az 0sszege 180°, ezért § = 2a.

Az ABC haromszog belsd szogeinek dsszege 180°=a + + 3 =
5a, amibdl a = 36°, p = 72°.

Blazsik Zoltan
1. megoldas (a szabalyos 6tszog / \ szerkesztése 1.)
Szabalyos 6tszoget ugy szerkeszthetiink, hogy
egy korbe a kozéppontbol 6t sugarat @ inditunk gy, hogy az
egymas melletti sugarak szoge mindig ugyanakkora legyen (lasd
az abrat). Egy ilyen sz0g nagysaga épp 360°/5 = 72°. Ez a szbg
megjelenik a csodakigyon, ami a kor koézéppontjaba
atmasolhato, igy a kigydval kénnyen S~ — szerkeszthetd az 6tszog.

A szabalyos 0tszog belsé szogei 108°-osak, ami épp az ADB szoggel
egyezik meg, ennek alapjan is szerkeszthetd az 6tszog.

Fazekas Barbara

I11. megoldas (a szabalyos 6tszog szerkesztése 11.)

A szabalyos 6tszog bels6 szogei (az abran pld. AEC) 108°-0sak.
Egy-egy atlo altal az 6tszogbdl levagott haromszog (az abran
pld. AEC és AFB) egyenl6 szaru, igy szogei: 108°, 36°, 36°. Az
abran lathaté6 ABC haromszog. Ezekbol adodnak a BAC harom-
sz0g szogei: 72°, 36°, 72°. Ugyanilyen szogei vannak a csoda-
kigyo A, B, C pontjai altal alkotott haromszognek.
Az AFBCE szabalyos 0tsz0g tehat ugy is megszerkeszthetd az
ADBC csodakigyobdl, hogy BC szakasszal koriveziink C-bdl és
A-bol (megfelelé metszéspontjuk lesz E), illetve A-bol és B-bol (megfelelé metszéspontjuk F).
Blazsik Zoltan
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Variaciok

30.1. A III. megoldas abrajan ugy tiinik, hogy a BD egyenes épp atmegy az E cstcson.
Dontsiik el, hogy ez tényleg igy van-e!

Megoldas

A CBE haromszdg egybevagd az ECA haromszdggel, igy a
CBE szog 36°-0s. A 30. feladat 1. megoldasabol kideriil,
hogy a CBD szo6g is 36°-o0s, igy B, D, E egy egyenesen
vannak.

Ha a szabdlyos 0tszogbe berajzoljuk az 6sszes atlot, akkor
15 egyforma hosszsagl szakaszt is lathatunk: A;By, BoAs,
AsBa4, BsAs, AsB1, B1Ay, AsB3, B3A4, AsBs, BsAq, tovabba
A1Az, AoAz, AsAs, AsAs, AsAs.

Szbke Nora
E
30.2. Szuper c csodakigyé
A mellékelt abran AB = BC = CD = DE, tovabba AE
= AD. Hatérozd meg az EAD szog pontos értékét!
Megoldas

Legyen CAB = a.
CBD az ABC haromszog kiils6 szoge, tehat CBD = 2a.

CB =CD, ezért CDB = 2a, BCD = 180°-4a.. ECD = 180° - BCD — BCA = 30
CD =DE, igy CED = 3a. AE = AD, igy EDA = 3a.

Az ADE haromszog szogei o, 3a, 3a, igy o = 180°/7.

AB =BC, igy ACB = o.

Tanari megjegyzés

Felmertil a kérdés, hogy IV. Berangesz miként jutott hozzé a csodakigyohoz. Késdbb
visszatériink ra, hogy megmutassuk, a csodakigyo, igy a szabalyos 6tszog (és a tizszog is,
miért?) megszerkeszthetd korzovel és vonalzoval. Ezzel ellentétben nem létezik olyan eljaras,
amellyel - csupan korzo és vonalzo segitségével — eldallithato lenne a 30.2. feladat szuper
csodakigydja.

El6zmény: 25. (csak formai kapcsolat),
2002. évi hatodikos szakkor 17. foglalkozas 4. feladat, 21. foglalkozas 4. feladat.

Kapcsolddo feladatok, folytatas: 35.

31. Egy osztaly a tanév folyaman harom kirandulast szervezett. Az els6n az osztaly tanuldinak
70%-a, a masodikon 80%-a, a harmadikon 90%-a vett részt. gy 12 tanuld haromszor, a tobbi
pedig kétszer kirandult. Hanyan voltak az osztalyban?

. megoldas

Jeloljiik x-szel az osztaly 1étszamat, jeloljiik tovabba azon gyerekek
szamat, akik mind a harom kirandulason részt vettek d-vel, azokét, akik
az L. és II. kirandulason vettek részt a-val azokét, akik az I. és IlI.
kirandulason vettek részt b-vel, és azokét, akik a 2. és 3. kirdndulason
vettek részt c-vel!
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[rjuk fel az 6sszes olyan osszefiiggést, amelyek a szovegbdl felirhatoak!
a+b+d =0,7x; a+c+d = 0,8x; b+c+d = 0,9x; a+b+c+d =x; d=12.

Mivel a+b+d =0,7x, igy ¢ = 0,3x;
mivel a+c+d = 0,8x, igy b = 0,2x;
mivel b+c+d = 0,9x, igy a = 0,1x.
Tehat x-a-b-c = d = x-0,3x -0,2x - 0,1x = x -0,6x = 0,4x = 12, igy 12/0,4 = 30-an jarnak ebbe
az osztalyba.
Blazsik Zoltan

I1. megoldas
Ha 6sszeadjuk azoknak a szamat, akik részt vettek az elsd, akik részt vettek a masodik, és

akik részt vettek a harmadik kirdnduldson, akkor azokat a didkokat, akik csak egy kirandu-
lason voltak jelen (ilyen most nincs) egyszer szamoljuk, azokat a ketton voltak kétszer
vessziik és azokat, akik mindegyiken jelen voltak haromszor is figyelembe vessziik.

Ha most 6sszeadjuk a harom szazalékértéket (70%+80%+90%), akkor 240%-ot kapunk.
Ebben minden didkot kétszer szamoltunk (200%), és azokat, akik mindharom kirdndulason
jelen voltak ehhez képest még egyszer figyelembe vettiik. Tehat a 40% felel meg a 12

embernek. fgy a 100%, azaz az osztaly 1étszama 30.
Nagy Marton dolgozata alapjan

El6zmény: 23, 28.
Kapcsolodo feladatok, folytatas: 33., 37.

32. Megkértiink valakit, hogy gondoljon egy tetszdleges tobbjegyli szamra, majd szamitsa ki a
jegyek 0sszegét, és ezt vonja ki a gondolt szambol. A kapott kiilonbségbdl egy tetszdleges, 0-

tol kiilonbozd szdmjegyet torol, és a megmaradt jegyek dsszegét megmondja (vagy magukat a
megmaradt jegyeket). Ebbdl ki tudjuk talalni a torolt szamjegyet. Hogyan?
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Didaktikai megjegyzés

Szakkoron szorakoztatd €s hasznos a kovetkezoképpen eljatszani a feladatot. A tanar megkér
minden didkot, hogy gondoljon egy 6tjegyll pozitiv egész szamra, vonja ki beldle jegyeinek
Osszegét, €s a kapott szamot egy jegy kihagyasaval irja le egy cetlire. A tanar korbemegy és a
cetlikre pillantva mindenkinél kitalalja a kihagyott szamot.

A gyerekek ezutan 0sszebeszélhetnek, megnézhetik kapott szamaikat, ezek dsszegytijtése utan
megkereshetik k6zos tulajdonsagaikat. Gyakran maguk is rajonnek miképp lehet kitalalni a
gondolt szamot, mieldtt még a sziikséges bizonyitasokat latnak. Ezutan johet az allitasok
kozo6s megfogalmazasa, majd a bizonyitas. Végiil el lehet rajta gondolkodni, hogy tényleg
szlikség van-e a maradék jegyek értékeire, kideriil, hogy mar elégséges az dsszegiik ismerete
IS.

Megoldas
Rogton azt a feladatot taglaljuk, amely esetben csak a megmaradt szam szamjegyeinek
Osszegét adjak meg. Irjuk fel a feladatot altalanosan! Legyen a szam pl. négyjegyii: Xyzv,
ekkor a szamjegyek levonasa utani kiillonbség:

Xyzv —(X+Yy+2z+Vv)=1000x +100y +10z +v—X—y —z —v =999x + 99y + 9z.
A fent irtakbol kideriil, hogy az a szam, amelybdl torliink egy szamjegyet az oszthato 9-cel.
Am ha ez a szam oszthato 9-cel, akkor — a 9-cel valé oszthatdsag szabélya szerint —
szamjegyeinek 0sszege is oszthatd 9-cel. Tehat a megmaradt jegyek 0sszegét a kihagyott
szam egy 9-cel oszthatd szamra noveli fel. Ezen az elven gyorsan és egyértelmiien
hatarozhaté meg a kihagyott szam.

Ha pl. 1256-ra gondoltak, akkor 1256-13 =1233-ot kaptak. Amennyiben ebbdl kihagyjak a 2-
est, akkor a megmaradt szamok 0sszege 1+3+3=7 lesz, amelyet (1-t6] 9-ig terjedé szdmmal)
csak 2-vel megnovelve kaphato 9-cel oszthatd szam, tehat kitalalhatjuk, hogy a 2 maradt ki.

Blazsik Zoltan, Selmeczy Péter és Horvath Eszter

Kapcsolddo feladatok, folytatas: 39.

33. Magikus céltabla

Hogyan kell beirni a hidnyz6 helyekre 3-t6l 9-ig a természetes
szamokat ugy, hogy a szamok 6sszege minden sugar és kor mentén
ugyanaz legyen? Hany megoldas van?

Megoldas

Jelolje a kozos Osszeget B. A harom koron a szamok Osszege
egyrészt 3B, masrészt egyenld a kilenc szam Osszegével, azaz
1+2+...48+9 = 45-tel. Ebbol B = 15. Az 1-et 15-re kiegészitd
Osszegek: 1+9+5 és 1+8+6. Ennek a két szamharmasnak kell az 1-
et tartalmazo korbe és sugarra kertilnie.

Az abran sziirkével jelolt két hely az 1-es és a 2-es valamely
vonalanak keresztez6désében all. Ezeken nem allhat az 5-0s, mert
akkor a 2-vel k6zos vonalara kellene elpazarolni a 8-ast, pedig az
az 1-eshez kell. Ha 8-as lenne valamelyik sziirke mez6n, akkor az
5-0sre lenne két helyen sziikség.
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Tehat a szlirke mezokon csak a 9-es és a 6-os allhat. Ha ezeket beirjuk, akkor mar egyértelmii
a céltabla kitoltése. Az alabbi két megoldast kapjuk:

Szoke Nora, Heusinger Adam
El6zmény: 13, 18.
Kapcsolodo feladatok, folytatas: 41.

34. Osztéjaték, 36-tal

Ketten felvaltva mondhatjak 36 pozitiv oszt6it. A 36-ot, tovabbd mar kimondott 0sztd osztdjat
nem lehet mondani. Az veszt, aki mar nem tud mondani oszt6t. Kinek van nyerd6 stratégiaja,
Kezdoének vagy Masodiknak? Hogyan jatsszon?

I. megoldas
Irjuk fel a 36 pozitiv osztoit: 1,2, 3,4, 6,9, 12, 18, 36 (ebbdl a 36-ot nem lehet valasztani!).

A kovetkezokben Kezd6 1épéseit vizsgaljuk egészen addig, amig nem tud olyat 1épni, amivel
mindenféleképpen megnyerné a jatékot!

- ha a 18-at vdlasztja: a szamok, amelyek koziil valaszthat Masodik: 12 és 4. Ha a 12-t
valasztja, akkor nyer is Mésodik. Tehat ez nem j6 Kezdonek.

- ha a 12-t vdlasztja: a szamok, amelyek koziil valaszthat Masodik: 18 és 9. Ha a 18-at
valasztja, akkor nyer is Méasodik. Tehat ez nem j6 Kezdonek.

- ha a 9-et vdlasztja: a megmaradt osztok: 18, 12, 6, 4, 2. Ha valamelyik jatékos a 18 és a 12
egyikét mondja, akkor a masik jatékos a masik szamot mondja és nyer. Ezért Masodik a 2
valasztasaval nyerni tud: Kezd6 a 4 és 6 egyikét mondja, ha nem akar rogton veszteni, de erre
Masodik a 4 és 6 koziil megmaradtat valasztja ki és a kovetkezd korben nyer. Tehat ez sem jo
Kezdonek.

- ha a 6-ot vdlasztja: a megmaradt osztok:18, 12, 9, 4. Ha Masodik a 18 és a 12 egyikét
mondja, akkor Kezd6 a masik szamot mondja és nyer. Ha Masodik a 9 és a 4 egyikét mondja,
akkor Kezd6 a masik szdmot mondja és a kovetkez6 korben nyer.

Nem is kell tovabb nézniink Kezdd igy biztosan nyer, ha a 6-ossal kezd, majd pedig az elébb
leirt modon jatszik.
Blazsik Zoltan
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I1. megoldas 3. 3.
Figyeljiik meg 36 osztohalojat! Szimmetrikus a ,,36- 18/ "'7“1'12 18/ \12
6-1 tengelyre”. Ha Kezd§ kivalasztja a 6-ot, akkor a NV RN
maradék tabla szimmetrikus marad, de szimmetria- 9 /6 /4 9 4
tengelyén mar nem lesz vélaszthato szam, igy Kezd6 Vg /2

s,

mindig fog tudni ellenfele 1€pésével szimmetrikusan
1épni, ezért nem kaphat ki. Legkésobb a harmadik
1épésével nyer is.

Kallo Bernat, Selmeczy Péter
Kérdés
36 mellett milyen szdmokra altalanosithato a fent leirt stratégia? Hogyan?

El6zmény: 29.

35. VII. Berangesz farad piramisa négyzet alapti, oldallapjai

szabalyos haromszogek, magassaga pedig 70 cvimedli. A

piramis belsejébe csak a kdzéppontja alatt furt fiiggdleges

kuatbol folmaszva lehet eljutni. A katba egyenes alagut vezet le,

melynek irdnya a vizszintessel 60°-ot zar be, felsd bejarata G o

pedig a piramis egyik sarkatol 77 cvimedli tavolsagra talalhatod \

a szemkozti sarokkal épp ellenkezd iranyban. ?
Milyen hosszu az alaght?

Megoldas
Nézziik tigy a piramist, hogy az alapja egyszerii szakasznak latszodjék,
¢s az alja az alap négyzet atloja legyen. Feltlinik, hogy az igy kiilon

y & lerajzolt ACE haromszog kiegészithetd egy olyan négyzetté, amelynek
4 AF c oldala az eredeti négyzet atlgja (AC). Ebbdl kovetkezik, hogy az AEC
b sz0g derékszog, az EAC, ECA, AEF, CEF szogek értéke 45°-45°.
Hogyha ez igaz, akkor tudjuk azt is, hogy AF = FE = 70 cvimedli.

. N . G 4 K
Tudjuk, hogy az alagut, a kut és a piramis alapjanak 7
kozepétdl a kut bejarataig huzodo szakasz egy /!
haromszoget alkot (az abran GFH). Ha ezt a /
haromszoget tiikrozziik a kut vonaléra, akkor egy 7
szabalyos haromszoget kapunk, amelynek oldalai s
egyenlOk egymassal és a GF szakasz kétszeresével. GF /!
=77 + 70 = 147 cvimedli, tehat 294 cvimedli hosszi az
alagut. 7

Karsa Anita //
H

Kiegészités (Az AEC hdaromszog jellemzése)
Az AEC és ABC haromszogek oldalai paronként megegyeznek egymassal, tehat ezek a
haromszogek egybevagok. ABC nyilvan egyenld szara és derékszogli, igy az AEC haromszog
is ilyen.

Kupcsik Réka
El6zmény: 25., 30.
Folytatas: 40., 47.
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36. Adott a sikon az A és a B pont. Tudjuk, hogy a kdvetkez6 allitas nem igaz:

A sik barmely olyan P pontjara, amelyre teljesiil a PA < 2 egyenlotlenség, teljesiil a PB > 3
egyenlotlenség is.

Mit allithatunk az AB tavolsagrol?

Megoldas

Az allitas pontosan akkor hamis, ha van a siknak olyan P pontja, amelyre PA <2 és PB < 3.
Ha AB > 5, akkor ilyen P pont a PAB haromszogre vonatkozd haromszog-egyenlStlenség
alapjan nincs. Tehat BA < 5. llyen esetben az A koriili 2 egység sugara korvonalon beliili és a
B koriili 3 egység sugaru korvonalon 1év6 vagy azon beliili P pontokra PA < 2 és PB < 3.

Az alabbi abran pld BA = 6, igy a megadott allitas igaz: minden olyan P pontra, amelyre
teljesiil a PA <2 egyenl6tlenség, teljesiil a PB > 3 egyenldtlenség is.

A kovetkez6 abran BA = 4,3. Itt van olyan P pont, amelyre teljesiil a PA <2 egyenl6tlenség,
de PB <3.

Grosz Daniel és Kallo Bernat
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37. A 32-f6s 12.c osztaly osztalyfondkének az osztaly nyelvtanulasaval kapcsolatos statisz-
tikat kell készitenie. A statisztikai kérddiv a kovetkezd kérdésekbdl allt:

. Hanyan jarnak az osztalyba?

. Hany tanulonak van kozépfoka nyelvvizsgaja angol nyelvbol?

. Hany tanulonak van kozépfoku nyelvvizsgaja francia nyelvbol?

. Hany tanulonak van kdzépfoku nyelvvizsgaja német nyelvbol?

. Hany tanulonak van kozépfoku nyelvvizsgaja a fenti harom nyelv mindegyikéb6l?

. Hany tanulonak van kozépfokt nyelvvizsgéja a fenti harom nyelv koziil pontosan kett6bol?
. Hany tanulonak van kozépfoku nyelvvizsgaja a fenti harom nyelv koziil pontosan egybdl?

. Hany tanulonak nincs kozépfokt nyelvvizsgéja a fenti harom nyelv egyikébdl sem?

0NN KW~

Az utolsé két kérdés az osztalyfénok szerint felesleges.

a) Hatarozzuk meg a rajuk adando valaszt, ha az els6 hat kérdésre adott valasz rendre 32, 20,
15, 6, 2, 9!

b) Jeldlje az i-edik kérdésre adott valaszt X;. Fejezziik ki X7 és Xg értékét X1, X2, X3, X4, X5, €S Xg
segitségével!

l. megoldas
Jelolje azon emberek szamat, akiknek

- csak angolbol van kozépfoka nyelvvizsgdja: Xa;

- csak franciabol van kozépfoku nyelvvizsgaja: Xg;

- csak németbdl van kdzépfoku nyelvvizsgaja: Xn;

- angolbdl is és franciabdl is, de németbdl nincs kozeépfokl nyelvvizsgéja: Xar;
- angolbdl is és németbdl is, de francidbdl nincs kozépfoku nyelvvizsgaja: Xan;
- francidbdl 1s és németbdl is, de angolbdl nincs kozépfokl nyelvvizsgéja: Xen;
- angolbdl, franciabol és németbdl is van kozépfokl nyelvvizsgdja: Xaen;= Xs;
- nincs kozépfokl nyelvvizsgija: X.

frjuk fel azon adatokat, amelyek a szovegbél leolvashatoak!

X1 X+ Xa + XF + XN + XaF + Xan + Xen + Xaen = 32;
Xa: Xa+ Xar + Xan + Xarn = 20;

X3: XF+ XaF + Xen + Xaen = 15;

Xq: XN+ Xan T Xen + Xarn = 6;

Xs: XAFN = 2;

Xe: Xan + Xen + XaF = 9;

X7 Xa+Xp+XN=7;

Xg: X=7.

Ebbdl a sok dsszefiiggésbdl sok tovabbi egyenlet irhatd fel, am ezek koziil csak azokat irom

le, amelyek szamunkra fontosak.

(D) X7 +Xg=Xa+Xp+ Xy +X=
=X+ Xa+ Xg+ Xy + Xae + Xan + Xen + Xarn — (XaF + Xan + XEn) — XaEN = X1 — X6 — X5 =
=32-1=21;

(2) Xa+ Xar + Xan = Xa+ Xar + Xan + XapN — Xaen = X2 — X5 = 20 — 2 = 18;

(2°) Xe+ XaF + Xen = Xp+ XaF + Xen + XaEn— XaEn = X3 — X5 = 15 -2 = 13;

(3) Xa=(Xa+ Xar + Xan ) — (Xan + Xen + Xap) + Xen = Xen + X2 — X5 — X6 = Xen + 9;

(3”) Xr= (Xe+ Xar + Xen ) — (Xan + Xen + XaE) + Xan = Xan + X3 — X5 — Xg = Xan + 4;
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frjuk fel az (1)-est, majd irjuk at a (3)-asnak, (3°)-nek megfeleléen!
Xa + X+ XN + X =21,

Xen T 9+ Xany +4+ Xy +X=21;

XeN 9+ Xan 4+ XN+ X+ Xapn = 23;

XFN T Xan XN+ Xarn T X+ 13 =23;

X4+ X =10;

x=4,

Innen xg = x =4 ¢&s X; = X7 + Xg— Xg = 21 —4 =17. Tehat a 12.c osztalyban 4 olyan gyerek
van, akinek nincs kozépfoku nyelvvizsgaja sem angolbol, sem németbdl, sem franciabol. Es
Osszesen 17 olyan gyerek van, akinek pontosan egy kdzépfoku nyelvvizsgdja van a fenti
harom nyelvbdl.

b) Az utolsé egyenletek az altalanos esetben igy irhatok:

Xa+ Xg+ XN+ X=X — Xg— X5,

Xen + (X2 — X5 — Xg) + Xan + (X3 — X5 — Xg) + Xn + X = Xg — Xg — Xs;

Xen + Xan + XN+ Xarn + X+ (X2 — X5 — Xp) + (X3 — X5 — Xg) = (X1 — X6 — X5) + Xs;
X4+ Xg = (X1 —Xg — X5) + X5 — (X2 — X5 — Xg) — (X3 — X5 — Xp);

Xg = (X1 — X — X5) + X5 — (X2 — X5 — Xg) — (X3 — X5 — Xg) — Xa;

Xg = X1 * Xg + 2X5 — X2 — X3 — X4
X7 = X7 + Xg— Xg :Xl—Xe—X5—(X1+X5+ 2X5—X2—X3—X4) = Xo + X3 + X4 — 3X5 — 2Xe.
Blazsik Zoltan megoldasa alapjan

1. megoldss 5 = 5 =
(ST : . A F||A F F| |4
Abréazoljuk Venn-diagramon az osztaly 1 i 1 0 i o/ 0 0
tanuloit, feltiintetve az angolbol, francidbol, 4 ﬁj
németbdl kdzépfokl nyelvvizsgat letevok 1\J 0\ Oy | [O\LN

részhalmazait! A mellékelt abran az olvashato,
hogy az egyes kérdésekre adand6 valaszban az
abra egyes részeibe tartozd didkokat hanyszor
kell megszamolni.

Az x; valtozok kifejezéseihez 1j abrak
tartoznak. Ezek segitenek a megfeleld
kifejezések megtalalasaban. Hasznos
észrevenni, hogy csak az Xy, X3, X4 kifejezések
aszimmetrikusak a nyelvek tekintetében, igy
ezeket érdemes 0sszevonni, hogy megmarad-
jon a szimmetria. A megoldasok leolvashatok
a mellékelt abrasorozatokrol.

El6zmény: 31.
Kapcsolddo feladatok, folytatas: 41., 48.

Selmeczy Péter megoldadsa alapjan

38. Egy szultannak 143 felesége volt. 1000 napon keresztiil szeretett volna adot szedni. Az
elsé napon 144 aranyat, a tobbi napon pedig mindig egy arannyal tobbet szedett, mint az azt
megel6z6 napon. Az igy beszedett adot egyenlden akarta szétosztani feleségei kozott. Sajnos
1000 napnal hamarabb meghalt. A kincstarnok mégis ugy talalta, hogy a beszedett pénz
egyenlden eloszthato a feleségek kozott. Hanyadik napon halhatott meg a szultan?
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Megoldas

Mivel a szultannak 143 felesége volt, elég csak a beszedett pénz 143-as maradékaval dolgoz-
ni. igy az elsé napon 1, a masodik napon 2, a harmadik napon 3, ... az n-edik napon n aranyat
szedett be. Az n napig beszedett ad6 tehat n-(n + 1)/2, ennek oszthatonak kell lenni 143-mal.
143 primtényez0s alakja 11-13, igy az 6sszeg pontosan akkor oszthatd 143-mal, ha

I. vagy n; Il. vagy n +1 oszthaté 143-mal;

I11. vagy n oszthato 11-gyel, n + 1 pedig 13-mal;

IV. vagy n oszthat6 13-mal, n + 1 pedig 11-gyel.

Az egyes eseteknek megfeleld szamok:

esetek (n,n+1)
I. 143|n (143, 144), (286, 287), (429, 430), (572, 573), (715, 716), (858, 859)
1. 143|n + 1 (142, 143), (285, 286), (428, 429), (571, 572), (714, 715), (857, 858)
I1l. 11n, 13In+1 | (77, 78), (220, 221), (363, 364), (506, 507), (649, 650), (792, 793),
(935, 936)
IV.13|n, 11jn+1 | (65, 66), (208, 209), (351, 352), (494, 495), (637, 638), (780, 781),
(923, 924)

Mindegyik esetben csak a legkisebb szampar megtalaladsa okoz nehézséget. Ha a szampar
tagjait 143-mal noveljiik, akkor a 143-mal, 11-gyel, 13-mal val6 oszthatdsagi tulajdonsagok
nem valtoznak, igy ujabb j6 megoldast kapunk (, ha nem mentiink tal az 1000-en). Ha 143-nal
kisebb szammal noveliink, akkor a 143-mal val6 oszthatosag biztosan valtozik, és a 11-gyel €s
13-mal val6 oszthatosag koziil legalabb az egyik, igy biztosan nem kapunk ugyanannak az
esetnek megfeleld masik megoldast.

Tehat a szultan a 65.,a 77.,a 142.,a 143., a 208., a 220., a 285., a 286., a 351., a 363., a 428.,
a429.,a494., az506.,az 571.,az 572.,a 637.,a 649.,a 714.,a 715.,a 780.,a 792.,a 857., a
858., a 923. vagy a 935. napon halt meg.

Bartha Zsolt és Selmeczy Péter
El6zmény: 8.
Kapcsolddo feladatok, folytatas: 45.

39. Hét gazfickd a sotét erdd mélyén megbiuvo kunyhoban sajatos modon osztozkodott a
rabolt aranyakon. Korbe iiltek €s egyikdjiik megszamolta a zsdkmanyolt aranytallérokat.
Nosza, el is vett maganak annyit, amennyi a tallérok szama szamjegyeinek 6sszege. Erre biza'
jobboldali szomszédja is nekiallt megolvasni a maradék aranyakat és 6 is épp annyit tett el
magéanak, mint az aranytallérok szama szdmjegyeinek Gsszege. Igy ment ez sorban, két koron
at, mignem elfogyott az utolso aranytallér is. Csudalkoztak is fenemod, hogy nem am csak
minddjiik éppen kétszer vett, de egyforman is jutott mindegyik gonosznak, csupancsak
hirhedett vezériik Sobri Jéska lett ndluknél gazdagabb.

Hétprobas kisdiak, ebadta kolyke, meg tudod-¢ mondani hanyadiknak vett az aranybol
a leggazabb gazficko, a legbetyarabb betyar, az ezerszer atkozott, mar tizszer megfogott és
tizszer megugrott labancnyizd, kurucverd rablovezér, Sobri Joska?

Megoldas: Az els6 elvétel utdn az aranyak szama 9-cel oszthato, mert a szamjegyek
Osszegének 9-es maradéka mindig annyi, mint a szam 9-es maradéka, tehat kiilonbségiik 9-cel
oszthatd. Az utolso elvételkor a rablo az Osszes aranyat elvette, tehat a maradék egyjegyti és
9-cel oszthato, tehat az utolsé rabld a masodik korben 9 aranyat vett el. Mivel 9-t61 90-ig a 9-
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cel oszthato szamok szamjegyeinek Osszege 9, az elvételek visszafelé rendre: 9; 18; 27; 36;
45; 54; 63; 72; 81. Mivel olyan szam nincs, amelybdl a szdmjegyei 0sszegét elvéve 90-et
kapunk (99-18=81 és 108-9=99), ezutan 99, majd 108; 117 és 126 marad. igy eredetileg 130
vagy 131 vagy ... vagy 139 arany lehetett. Csak tigy juthatott egy kivételével mindenkinek
ugyanannyi arany, ha eredetileg 135 arany volt. Tehat az

egyes betyarok altal vett 0sszeg:

betyar elso korben masodik kérben | dsszesen
meghagy | elvesz | meghagy | elvesz
1. 126 9 54 9 18
2. 117 9 45 9 18
3. 108 9 36 9 18
4, 99 9 27 9 18
5. 81 18 18 9 27
6. 72 9 9 9 18
7. 63 9 0 9 18

Tehat Sobri Joska 5.-nek és 12.-nek vett.

Grosz Daniel

El6zmény: 32.

40. Ossze lehet-e allitani hat, a 35. feladatban leirt piramisbél egy
kockat ugy, hogy a négyzetlappal szemkozti csticsuknal 6sszeérjenek?
Kornis Kristof kérdése
I. megoldas
Els6 pillanatban gy tiinik, hogy hat ilyen testbdl épp egy kocka all
Ossze. Ez azonban tévedés.
D - A 35. feladat megoldéasanak kiegészitésében lattuk, hogy a gula EF
A r:) testmagassaga egyenld az alapnégyzet atlgjanak felével (EF = FA).
\ Ezért, ha két ilyen gulat E csucsukndl 6sszeragasztva egymassal
! szemben helyeziink el, akkor az oldalt nem négyzetek jonnek létre,
4 hanem olyan téglalapok (pld ABB’A’), amelyek egyik parhuzamos
-tY1->)¢  oldalparja az alapnégyzet oldalaival egyenld, masik két oldala azonban
7 ennél hosszabb, az alapnégyzet atlojaval egyenld hosszi (BB’ = A4’ =
A y: 2AF = AC). Tehat hat, a 35. feladatban leirt piramis nem alkot kockat.

I1. megoldas

A kocka térfogata AB®. A gula térfogata az alapteriilet és a testmagassag szorzatanak harmada,
tehat AB®.FE/3, hat ilyen giila térfogatanak dsszege 2FE-AB?. Ha a hat gula kiadna a kockat,
akkor 2FE = AB = AE, tehat az AFE haromszog félszabélyos lenne: AEF £ = 60°. igy AEC/
=120°, ami ellentmond annak, hogy az AEB, BEC szogek dsszege is épp ennyi (60°+60°),
hiszen a térbe kilépve nagyobb szoget kellene kapnunk. Tehat a hat gula nem adhatja ki a
kockat.

El6zmény: 35.
Kapcsolddo feladatok, folytatas: 55.

Internetes szakkor a Fazekas honlapjan: Hraské Andras
http://matek.fazekas.hu/portal/szakkorok/2003/07spec/7evi_int_index.html




