1. Fogalmak tanitasanak alapkérdései
A fogalmak tanitasaval kapcsolatos modszerek, eljarasok, feladattipusok.
(AA2) 57-72.0., (SRR) 24-73.0 és (PGY3) 19-47.0.

Absztrakcio és osztalyba sorolas — szempontok, példak (Ambrus A és Skemp)
A matematikai fogalmak tanulasa

»1. Definicio segitségével senkinek nem kdzvetithetlink az altala ismerteknél
magasabb rend( fogalmakat, hanem csakis oly mddon, hogy megfelel6 példak
sokasagat nyuijtjuk.

2. Minthogy a matematikaban az el6bb emlitett példak majdnem mind kulonb6z6
fogalmak, ezért mindenekel6tt meg kell gy6zédnlnk arrél, hogy a tanulé mar
rendelkezik ezekkel a fogalmakkal.” (Skemp)

Fogalmak kapcsolata ( innentél AA)
Empirikus és teoretikus fogalomképzés — példak
Fogalom tartalma és terjedelme — példak
Folérendelt, alarendelt és mellérendelt fogalom — példak
Fogalmak fajtai:
Targyi fogalmak — példak
Relacio-fogalmak — példak
Muveleti fogalmak — példak
Fogalmak osztalyozasa:
Egy fogalom terjedelmének részhalmazokra bontasa a kovetkezé feltételek mellett:
A felosztas egy meghatarozott Iényeges tulajdonsag, jegy alapjan torténik.
A részhalmazok kozul barmely kettdre teljesil, hogy nincs k6zos elemuk.
A kapott részhalmazok egyesitése az eredeti halmaz (a fogalom terjedelme).

A fogalom az osztalyozas soran keletkezett fogalmak legkozelebbi folérendelt
fogalma

Fogalmak definialasa
A definicidk szerkezete, definiciok fajtai:

Definialas a (legkdzelebbi) folérendelt fogalom és a megkulonboztetd
tulajdonsag(ok) alapjan — példak



Genetikus definicié (a fogalom keletkezése alapjan) — példak

Rekurziv definicié — példak

Konvencionalis definicidk (szimbolumokkal) — példak

Kdzvetett definialas axiomak segitségével — példa

Leiras, magyarazat, példakon keresztlli absztrakcid

(Eletkori sajatossagok figyelembevétele)
Kdvetelmények definiciokkal szemben:

Teljesség

Ellentmodasmentesség

Nem lehet kdrbenforgd

Pontos, egyértelmi

Szimbdlumok hasznalata esetén mindkét oldalon szerepelnie kell ugyanazon
szimbolumnak

A meghatarozo részben csak mar (alapfogalmak és) definialt fogalmak
szerepelhetnek

A definicio (lehetdleg) ne tartalmazzon felesleges elemeket

A definialt objektum egyértelmii legyen

A definicidéban szerepelnie kell a meghatarozandé fogalomnak
( A definicié rendszerint egy olyan mondat, melynek allitmanya az, hogy ,nevezzik”.)
Fogalmak tanitasa

Fogalmak elsajatitasa (mikor sajatitott el egy tanulé egy fogalmat)

Induktiv ut, elénydk, hatranyok (AA és Pdlya) — példak

Deduktiv ut, elényok, hatranyok — példak

Konstruktiv ut — példak

(Analdgiak szerepe (Pdlya))

Fogalom megerdsitése, rogzitése, a fogalmak tanulasaval, tanitasaval kapcsolatos
feladattipusok — példak

A szkéma fogalma, a tanulasban jatszott szerepe, asszimilacié és akkomodacio —
példak (Skemp)



2. Bizonyitasok tanitasanak alapkérdései

Ervelési, indoklasi, bizonyitési tipusok. Tételek megsejtését szolgald eljérasok. Prematematikai
indoklasok, szemléletes utak és szemléletes bizonyitasok, ezek atvezetése a preciz matematikai
bizonyitasba. Bizonyitasi stratégiak. (Ambrus jegyzet 73-106. o0.,)

A bizonyitasok jellemzéi az altalanos- és kozépiskolaban:
- a bizonyitasok elfogadasa egy szocialis folyamat, melynél a tartalmi megértés legalabb olyan
fontos szerepet jatszik, mint a formalis kritériumok,
- a matematikai gondolkodasi folyamatok legalabb olyan fontosak, mint a matematikai
eredmények,
- a matematikai tartalom hangsulyozasa a formalizmus helyett.
A tanuldk bizonyitasi igénye és a bizonyitasok befogadasanak képessége erésen flgg
az életkortdl és a tanulé matematikai gondolkodasmadijatdl is!

A bizonyitasi tevékenység feltételezi a tanuld részérdl a kdvetkeztetési képességet és az
absztrakt fogalmakkal valé miveletek végzését. Piaget szerint a gyermek gondolkodasa tobb
fokozaton at jut el a formalis szintig (miveletek elbtti szakasz, konkrét miveletek szakasza,
formalis miveletek szakasza). A formalis miveletek végzéseére altalaban 12-13 éves korban
lesznek képesek a tanuldk. Ezek alapjan a legtébb orszagban 6., ill. 7. osztalyban fordulnak el6
el6szor explicite bizonyitasok. Ez az id6szak a konkrét miveletekrél a formalis miveletekre valo
attérés peridodusa, a szemléletes még jelentés szerepet jatszik. Ezért is van jelentésége az un.
prematematikai bizonyitasoknak, melyeknél konkrét, materialis objektumokkal valé manipulalas,
illetve a matematikai tényallasok, kapcsolatok szemléltetése képek, vazlatok segitségével fontos
szerepet jatszanak (tartalmi, szemléletes bizonyitasok).

Argumentaciodk, indoklasok, bizonyitasok
A nemzetkézi matematikadidaktikai szakirodalomban egy szélesebb értelemben vett
bizonyitasfogalmat hasznalnak. A szigoruan vett bizonyitasok mellett egyre inkabb el6térbe
kerllnek - féként az alsdbb osztalyokban - az argumentaciok, indoklasok.
A nem formalis bizonyitasok sziikségességét a matematikaoktatasban az alabbi didaktikai
elvek is hangsulyozzak:
- fokozatossag elve,
- a reprezentacios szintek varialasanak elve,
- a szemléltetési eszk6zok varialasanak elve,
- spiralitas elve,
- operativ elv.

Prematematikai bizonyitasok
Semadeni (1976) szerint egy prematematikai bizonyitas bizonyos konkrét cselekvésekbdl
all, melyek:
- el6szor mint konkrét fizikai cselekvések kerllnek realizalasra (targyakkal végzett cselekvések,
képek rajzolasa, abra alapjan torténé okoskodas stb.),
- ezt koveti egy interiorizacios folyamat (a cselekvés belsd, szellemi elvégzése),
- végs6 fazis az altalanositas (a tanuld biztos abban, hogy a felhasznalt médszer nemcsak
néhany konkrét esetben igaz, hanem minden olyan esetben, amelyre az allitas vonatkozik).

BIZONYITASOK TANITASI FAZISAI
A bizonyitasok tanitasa soran négy fazist kulonboztetlink meg:
1. tételek megsejtése;
2. bizonyitasi otlet megtalalasa;
3. bizonyitasi stratégiak, modszerek alkalmazasa;
4. bizonyitas rogzitése, leirasa: reflexio.
Az egyes fazisok a gondolkozas soran gyakran nem kuléndlnek el egymastdl, és a
sorrendjuk is cserélédhet.

Tételek megsejtését szolgalo eljarasok, bizonyitasi 6tlet megtalalasa

- Tételek megforditasa
PI.: Pitagorasz tétele és megforditasa;



parhuzamos szeldk tétele és megforditasa;
oszthatésagi szabalyok, stb.

- Analégia
Az analégias kovetkeztetés olyan gondolkodasi mivelet, amely alkalmazasakor két vagy
tobb jelenségnek, dolognak bizonyos tulajdonsagokban, viszonyokban, strukturaban valé
megegyezése alapjan mas tulajdonsagban, viszonyban, strukturdban valé megegyezésiket is
sejtjuk.
Pl.: Sikgeometriai tételek térbeli megfeleldi.
- Altalanositéds
Eqgy szlikebb osztaly elemeire vonatkozé 6sszefliggést analdgias kdvetkeztetés segitségével
atviszunk egy ezen osztalyt tartalmazo6 tagabb osztaly elemeire.
Pl.: Pitagorasz-tétel és cosinustétel;
9-cel val6 oszthatésag tizes szamrendszerben és (g - 1)-gyel valé oszthatésag g alapu
szamrendszerben; stb.

- Indukcié
Induktiv kdvetkeztetésnek nevezzik azt az eljarast, amikor valamely osztalyon (halmazon) belul
az egyes esetekbdl az altalanosra kovetkeztetlnk.
Pl.: Konkrét szerkesztésekbdl a magassagpont létezésének megsejtése;
sorozat altalanos tagjanak megsejtése, stb.

- Szamitasi feladat megoldasa, elemzése
Pl.: Konkrét teljes négyzetté alakitasokbol a masodfoku egyenlet megoldoképletének
megsejtése, stb.

- Szerkesztési feladat megoldasa, elemzése
Pl.: Thalesz tétel; parhuzamos szel6k tétele, stb.

- Egy geometriai konfiguracio elemzése
Pl.: Harnégyszogtétel, stb.

- Algebrai tetelek megsejtése és bizonyitasa geometriai szemléltetés alapjan
Pl.: Kéttagu 6sszeg négyzete; két pozitiv szam szamtani és mértani kdzepe kodzotti dsszefiggés,
stb.

Bizonyitasi stratégiak, moédszerek

Egy A = B szerkezet( tétel bizonyitasa soran a tétel A feltételét és az adott elmélet mar ismert
tételeit, definicioit, axiomait folhasznalva helyes logikai kovetkeztetések segitségével kell eljutni a
tétel B kovetkezményéhez. Ez a lépéssorozat gyakran hosszu, bonyolult. Ezért is célszerl a
tanulok szamara tudatositani bizonyos stratégidkat, melyek alkalmazasa megkonnyiti a
kovetkeztetési lanc megtalalasat.

Az iskolai gyakorlatban bizonyitasi el6fordulé modszerek:
Direkt bizonyitasok
Példaul torténhet igy a szinusz tétel; oszthatésagi szabalyok; stb. igazolasa.
Teljes indukcios bizonyitasok
A természetes szamokon érvényes (vagy természetes szamokon érvényesre vissza-
vezethetd) allitasokra mikodik. Az indukcid Peano axiomajan alapul. De az iskolaban a
szemléletre épitunk!
A bizonyitas két dolog belatasabdl all:
l. Allitasunk a szdbajové legkisebb természetes t szamra (altalaban, de nem kizardlag
a O-ra vagy az 1-re) igaz;
Il. Ha az allitasunk egy természetes szamra igaz, akkor a rakovetkezére is igaz.
(Oroklédés.)
I. és Il. teljesllése esetén az allitast minden t-nél nem kisebb természetes szamra igaznak
tekintjik.



Példaul torténhet igy 6sszegzési formulak igazolasa; kombinatorikai problémak megoldasa,
stb.

Indirekt bizonyitasok
Logikai alapok
1. Ellentmondas térvénye: A ATA mindig hamis.
2. A harmadik kizarasanak torvénye: A v 1A mindig igaz.
Az indirekt bizonyitasi modok kérdésében a nemzetkdzi matematika-didaktikai szakirodalom nem
egyseéges. A sokféle logikai varians miatt itt egy didaktikai szempontokon alapuld osztalyozast
mutatunk be.
1. Direkt kiprobalas.
Lehetetlenségi allitas esetén az Osszes szoba jovd eset Kiprobalasa, és annak
megmutatasa, hogy egyik sem valdsulhat meg.
Pl.: Bizonyitandd, hogy a H={1,2,3,4,5} halmaz nem bonthaté fel két olyan részhalmazra,
hogy mindkét részhalmazban csak olyan szamok szerepeljenek, melyek kulonbsége nincs az
illeté részhalmazban!
2. Létezési allitasok igazsaganak megmutatasa. Belatjuk, hogy a nem Iétezés lehetetlen.
Példaul torténhet igy a skatulyaelv alkalmazasa.
3. Altalanos allitas hamissaganak megmutatasa ellenpélda segitségével.
Példaul torténhet igy a valés szamok kdrében a (a+b) ?# a®+ b? igazolasa, stb.
4. Altalanos allitas igazsaganak, létezési allitdas hamissaganak igazolasa logikai kovetkez-
tetések segitségevel.

Az indirekt bizonyitasok tipusai:

Kontrapozicio
Formulaval: (A = B) (1B = 1A)
A kontrapozicié mdédszere gyakran fordul elé a matematika-oktasban. Példaul:
a) Fogalomazonositas;
b) Kontrollmodszerek:
- dimenzioproba
Egy fizikai mennyiségre vonatkoz6 formula mindkét oldalan azonos dimenziénak kell
szerepelnie.
- szimmetriaelv
Ha egy egyenletrendszerben a valtozok szerepe szimmetrikus, akkor a megoldasok
is mutatjak ezt a szmmetriat.
- fUggvénytulajdonsagok felhasznalasa
Egyenletek megoldasa soran gyakran konnyl egy megoldast talalni. Az egyenlet két
oldala altal meghatarozott figgvények tulajdonsagai alapjan meg lehet mutatni, hogy
nem létezik tdbb megoldas.
~Reductio ad absurdum”
,Lehetetlen dologra val6 visszavezetés.” A bizonyitando allitas tagadasanak felhasznalasaval
ellentmondashoz jutunk.
a) Ellentmondas az indirekt feltevésnek; formulaval: (1A = A) = A
Példaul a ,végtelen sok primszam létezik” allitas Euklidesz-féle bizonyitasa.
b) Kovetkeztetés egy allitasra és annak tagadasara; formulaval: [A = (B A 1B)] = 1A
Példaul térténhet igy a ,nem létezik szabalyos racsharomszo6g” allitas bizonyitasa.
c) Ellentmondas a tétel feltételének
Példaul térténhet igy annak bizonyitasa, hogy ,ha hét pont ugy helyezkedik el egy
egyseégsugaru korben, hogy barmely kett6 tavolsaga legalabb 1, akkor egyik pont
egybeesik a kér k6zéppontjaval”.
d) Ellentmondas egy ismert tételnek, definicidnak, axiomanak; formulaval:
[(A A 1B) = (C A1C)] = (A = B), ahol C jeldli az ismert tételt.
Példaul torténhet igy annak bizonyitasa, hogy egy pozitiv valés szam és a
reciprokanak 0sszege mindig legalabb 2.



Eliminacié modszere
Ha egy allitas matematikai objektumok olyan halmazara vonatkozik, amely példaul A,B és
C részhalmazokra bonthat6 és az allitas szerint a C részhalmaz elemei rendelkeznek egy
bizonyos tulajdonsaggal, ezt ugy is megmutathatjuk, hogy kizarjuk az A, illetve B
halmazokat.
Formulaval: [AVBVC)A(IAATB)]=>C
Példaul térténhet igy annak bizonyitasa, hogy ha egy haromszdgben a > b? + ¢ teljesill,
akkor az a oldallal szemkdzti sz6g nagyobb, mint 90°, azaz a haromszdg tompaszdog.

Tanuléi problémak az indirekt bizonyitasokkal kapcsolatban

A legtdbb tanul6 direkt, illetve konstruktiv médon gondolkodik, dnmagatdl, tanari segitség
nélkul ritkan folyamodik indirekt médszerhez.

Az indirekt bizonyitas lényeges pontja az ellentmondashoz jutas. Az ellentmondast mint olyat
viszont fel kell ismerni, ami stabil tudast kivan meg a tanuldktol.

A problémak megoldasanal hianyzik a tudatos stratégiavalasztas. A legtdbb tanuld spontan Iat
hozza valamit csinalni a feladattal kapcsolatban.

A tanuldk nem ismerik azokat a stratégiakat, melyek elvezethetnek a megoldasi étlethez.

Javaslatok az indirekt bizonyitasok tanitasaval kapcsolatban

Mar az als6 tagozaton lehetséges és kell is olyan feladatokat kitlzni, melyek indirekt
okoskodast kivannak.

Alapvetéen fontos a ,feltétel” és ,kovetkezmény” vildagos megkuldonbdztetése. Ez klldndsen
akkor okoz gondot, ha a tétel nem ,Ha ..., akkor ...” formaban van megfogalmazva.

Az allitasok tagadasanak képzése allando, folyamatos feladat.

A prematematikai bizonyitasok kozott is forduljanak el indirekt bizonyitasok.

Az indirekt bizonyitasok bevezetésére aritmetikai példak altalaban alkalmasabbak, mint a
geometriai példak.

Tudatositani kell a tanulékban, hogy az indirekt bizonyitasi médot gyakran célszer( alkalmazni

a kovetkezb esetekben:

- tételek megforditasa;

- létezési és ,nem létezési” allitasok igazolasa;

- olyan allitasoknal, melyek kévetkezmény részében a ,nem” sz6 eléfordul;

- olyan allitdsoknal, melyeknél kevés a megkulonbdztetendd eset (pl. haromszog: hegyes-
sz0gUl, derékszdgl, tompaszdgl; egész szam: paros, paratlan; egy pont elhelyezkedhet
egy koron belll, a koron, a koéron kivdl; stb.);

- amikor az egyéb modszerek alkalmazasa nem jart eredménnyel.

Irodalom

Ambrus Andras: Bevezetés a matematika didaktikaba. Egyetemi jegyzet. ELTE Eo6tvos Kiado, 2004
Lakatos Imre: Bizonyitasok és cafolatok. Typotex Kiadd 1998

Polya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja. Gondolat Kiadd Budapest, 1969.



3. A matematikatanulassal kapcsolatos reprezentacios elméletek.
Bruner reprezentacios elmélete, dualkéd-elmélet, az emberi agy aszimmetridi. A belsé és kulsé
reprezentaciok, ezek tipusai, példak kulonb6z6 matematikai tertletekrél. [AA1], [BJ] 72-106. o.

idézetek
Polya Gyorgy: ,,nem szabad semmi olyat elmulasztani, aminek valami esélye van arra, hogy a didkokhoz kézelebb hozza a
matematikat. A matematika nagyon absztrakt tudomdny — éppen ezért nagyon konkrétan kell eléadni.”
Konfucius: Hallom és elfelejtem. Ldatom és megjegyzem (emlékszem rd. Csindlom és megértem.
www.KaganOnline.com: The more ways we teach, the more people we reach
And, the more ways we reach each
And, the more deeply what we teach will reach
Minél tobbféleképpen tanitunk, annal tobb embert ériink el,
Es minél tobbféleképpen érjiik el Gket,
Annal mélyebben fogjik elsajatitani, amit tanitunk.

A matematikai informacidkat — fogalmakat, torvényszeriiségeket, eljarasokat, elveket — kiilonféle forméakban
reprezentalhatjuk. A kiils6 reprezentaciok (megfigyelhetd, lathato, hallhato, észlelhetd, manipulalhato)
fajtai: targyi, képi (vizudlis) és szimbolikus. A belsé reprezentaciok (kddolés, emléknyomok) az agyunkban
1étrejovo idegsejt kapcsolatok, halozatok. A hatékony tanulés alapfeltétele a Iényeges informaciok pontos
kodolasa, tarolasa és el6hivhatosaga. Az agykutatas legjabb eredményei felhivjak a figyelmet a tobbfajta
kodolas sziikségességére, elOnyeire.

A matematikai gondolkodas nagyon komplex tevékenység, amelyben agyunk kiilonb6z6 teriiletei vesznek
részt: elsésorban a frontalis és halanték lebenyekben zajlik a komplex matematikai gondolkodas, de amikor
a matematikai problémakat vizualizaljuk a vizualis kortex is kozremiikodik. A matematikai készségek
erdsen nyelvfliggdk, igy komplex olvasasi teljesitményekre van sziikség, amelyben a Broca és Wernicke
agyteriiletek vesznek részt.

1. Példak kiils6 reprezentaciokra (sajat példa kell!)

Reprezentacios szint ENAKTI 4 . IKQN IKUS SZIMBOLIKUS
KQNKRET MAN[RULATI V KEPI ’
TARGYI MATERIALIS VIZUALIS
Matematikai fogalom Tapasztalatgyijtés, megfigyelés (verbalis és mat.)
TERMESZETES SZAM kupacolés 6tosével, 8t,V, 5, (12-7), Ig 100000
Ot darab golyo, és egyéb halmazok, Iv a matematikdban (maradékos
iires halmaz osztas, prim, primtényezdére bontas,
Inko, Ikkt, euklideszi algoritmus,
sth.)
.. n Osztozkodas, elfelezés, tortak, gytimolesok fél, egy osztva kettével, kétfelé
TORTSZAM felosztasa, szétosztasa, egyforma szeletek, 1 2
aranyos osztozkodas osztva,  egyketted, 27 0.5,
—_'- ‘-""”"i szamkorbovités, racionalis szamtest
\ --I |‘ .
<
Tengeri barna alga a megfigyelés kezdetekor e
EXPONEN- 1 mhosszii. Hetente megkétszerezdik a B f(x) = 2*
CIALIS | hossza. Vizsgaljuk az id6 és a hossz kap- [ fu: NoN,
FUGGVENY csolatat a megfigyelési ido alatt. fo: Q—Q, limesz, mon.
G0 f.ROR,
grafikon
ELTOLAS Egy szekrény eltolasa, vonat a sineken, Eltoltak felismerése, indoklasa, vektorok. ¢ formaci6-csoportok
; szerkesztések eltolassal extorok, - fransziormacio- '
p}»’z !\, fixelemek
T,
oriaskerék

2. Attérés egyik reprezenticiorél a masikra (sajat példa kell!)

A hatékony, rugalmas tanulas, problémamegoldas fontos feltétele egyik reprezentaciordl a masikra valo attérés. A kiilsd
reprezentacios tablazatunkban az exponencialis fliggvénynél a szituacio szoveges leirasa, grafikon és képlet szerepel. Konkrét
Osszetartozo értékeket kdnnyen tudunk alkotni az megadott informaciok alapjan, azaz tablazatot is tudunk szerkeszteni.


http://www.kaganonline.com/
http://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=F%C3%A1jl:Triangle.Centroid.svg&filetimestamp=20060318175805

L Tablazatok Grafikonok Képletek
Szituaciok
Képek és szbveges Modellalkotasi készségek
lefrasok Méré Abrazolas Kapcsolat leirasa
érés ; ) h
grafikonnal szimbolikusan
- . Pontonkénti Képlet illesztése
[%2]
8 | Téblazatok | Olvasas abrazolas az adatokhoz
T D P . -
5% ) . , , Képlet illesztése
§§ Grafikonok | Ertelmezés Leolvasas a grafikonhoz
()
= X A .
S| kepletek | Harameterek | o .o olas Abrézolas
észrevétele

3. Belsé reprezentaciok (sajat példa kell!)
Eszlelési memoria: Erzékszerveink segitségével felfogott kiilsé informécidk, pillanatokig maradnak csak

fenn, ha figyelmet szenteliink neki.
Munkamemoria: Amit figyelmiink fontosnak, érdekesnek tart, az atkeriil az un. munkamemoriaba.
Munkamemoria agyunk azon része, amelyben a gondolkodas, problémamegoldas koncentralodik. A
munkamemoria komponensei agyunk kiilonbozd teriiletein lokalizalodnak.

A hosszu tavii memdria tartalma lehet

A kondiciondlas lehet klasszikus (feltétlen) és instrumentdlis (feltételes)

deklarativ (explicit) tudas: szemantikus tudds a vilagrol valo altalanos tudast jelenti,

epizodikus tudas az idében lefolyo, helyhez kotott eseményeket, mint sztorikat jelenti.

nem deklarativ (implicit) tudds: proceduralis tudas a kognitiv, motoros, valamint az észleléssel
kapcsolatos jartassagokat jelenti.

A munkamemdria szerkezete Baddeley szerint (tajékoztato)

CENTRAL EXECUTIVE

KOZPONTI STABALYOZ() \
Rehearsal f e Lons Rehearsal
e ravs ismétlés N
ismétlés ismétlés

r 3

Fonologiai tar belsé beszéd

Epizodikus tar

Kepi-teri tar
belso szem

Beszéd alapu informaciok
tarolasa
(térolas, fenntartas
transzformalas)
Kiejtési eljarasok
Egységek ismétlése a

céljabol

koézvetlen el6hivas, kimondas

Integralja a beszédalapu
és/vagy vizualis divergens
informaciokat a két
alaprendszerbdl és a
hosszutavit memoriabol

Specializalodott a téri és/vagy
képi kodolasra vizualis/képi
informaciok tarolasa,
fenntartasa, transzformalasa
Vizudlis képzeleti feladatok
Téri, vizualis keresd
feladatok

Kézponti szabalyozo

(Supervisori Attentional System, Kontrollalt figyelem)

Funkcioi: tervezési folyamatok, ellen6rz6 és dontési folyamatok meginditasa és szabalyozasa, kovetkeztetések,

nyelvi megértés, ismétlés segitségével az informaciok atvezetése a hosszu tavii memoriaba, kodolt informacio
megfejtése, attérés egyik (rész)feladatrol egy masikra

Nehézségek a munkamemoriaval kapcsolatban

1.

2.
3.

Funkcionalis rogzottség: képtelenség egy ismerds objektum, fogalom 0j modon valé felhaszndlésara:

2x + 4 csak algebrai szempontbdl valo tekintése

Bedllitodas: Merev ragaszkodas egy bevalt megoldashoz, még ha létezik egy egyszeriibb modszer is.
Sok tanulé munkamemoridja konnyen zavarba hozhatd, a nem relevans, tévitra vezetd informaciokat

nem tudjak elnyomni.

Egyénenként nagy kiilonbség van a munkamemoria kapacitasat illetéen. (Osztalytanitas csak
kismértékben tud igazodni e tényhez)




Reprezentaciokkal kapcsolatos elvek

1. Paivio kettos kodolas elmélete szerint az informacio két memoriarendszerben raktarozhat6 el: egy
képszerli (vizualis) és egy jelentésen alapulo (verbalis) rendszerben. Olyan verbalisan, szimbolikusan
kozvetitett informaciok, amelyeket a befogado (tanulo) jol el tud képzelni maganak vizuélisan, konnyebben
megtanulhato. A vizualis képzelet lehetdsége (egy szo konkrétsaga) a legszorosabban dsszefiigg konnyebb
megtanulhatosagaval.

2. Dolgozzuk fel a matematikai tananyagot haromféle reprezentdcios szinten!

Torekedni kell az (1j matematikai ismeretek feldolgozasanal a konkrét- manipulativ, képi és szimbolikus
reprezentaciok parhuzamos hasznalatara lehetéleg minden korosztalynal. Tanulési probléméakkal kiizd6
tanulok szamara elengedhetetleniil sziikséges lehet a manipulativ eszkdzok hasznalata. A helyzetet arnyalja,
hogy a tanulok tanulési stilusa jelentOsen eltérhet egymasétol: lehet inkabb verbalis, absztrakt vagy inkabb
vizualis, konkrét jellegii. A kiilonféle reprezentaciok alkalmazésat a matematika tanuldsdban, tanitdsaban
nagyon gondosan kell tervezni ¢s végrehajtani. El6fordulhat, hogy egy tanul6 a manipulativ dolgokkal, mint
olyanokkal jol tud banni, de nem latja a kapcsolatukat a kivant matematikai miiveletekkel, fogalmakkal. A
hatékony alkalmazas elérése lassu folyamat, ezért sok tandr inkdbb csak a szimbolikus miiveletek
megtanulasat szorgalmazza, anélkiil, hogy a tanuldk szdmara lenne egy képi, konkrét hattér, amely szdmukra
a szimbolikus miiveletek értelmét megvilagitja.

3. Tanitsunk mindkét agyfélteke szamara!

Hamori Jozsef Az emberi agy aszimmetriai c. konyvében részletesen elemzi a bal illetve jobb agyfélteke jellemzdit. Kutatasai és a
nemzetkozi kutatasi eredmények Osszegzése alapjan arra a kovetkeztetésre jut, hogy az emberek 85 %-anal az illeté agyféltekére
dominansan jellemzdek az alabb felsorolt tulajdonsagok

Bal félteke Jobb félteke

beszéd, nyelvhasznalat néma, latd,térmanipulald
szekvencialis, digitalis egyidejii, analog
logikus, analitikus szintetikus, holisztikus
algebrikus geometrikus, intuitiv
intellektualis 0sztonds

konvergens divergens

kovetkeztetd képzelderd, kreativitas
racionalis irracionalis

absztrakt (gondolkodés) targycentrikus (gondolkodas)
realisztikus, objektiv impulziv, szubjektiv
humorérzék nincs humorérzék

iranyitott szabad

id6érzék iddtlen

A tanéaroknak torekedni kell olyan matematikai 6rak tartasara, melyek sokkal tobb jobb agyfélteke
hasznalatot kivannak, mivel sajnos a ,,hagyomanyos” matematikaoktatas balfélteke orientalt.

4.Gazdag fogalomképzet (concept image)

Shlomo Vinner izraeli matematika didaktikus vezette be a fogalomképzet (concept image ) elnevezést a
matematikadidaktikai szakirodalomban. Fogalomképzetnek nevezziik a fogalom nevéhez kapcsolt teljes
kognitiv struktarat, mely tartalmazza a vizualis reprezentaciokat (képek, diagramok, grafikonok) mentélis
képeket (belsd kapcsolatokat), konkrét tapasztalatokat, konkrét példakat, élményeket, tulajdonsagokat,
eljarasokat.

S.Elohivast segito jelek, cimkék, események

Ha a matematikai informacié feldolgozasahoz egy esemény, kép kapcsolodik, akkor ezek a teljes informéciod
felidézését is eldsegithetik. Egy jo abra a megfeleld bizonyitast ,,beindithatja”. A teljes abra segit attekintést
nyerni a teljes bizonyitasi folyamatrol. Egy sztori a megfeleld fogalom felidézését 6sztondzheti.
Tapasztalataink szerint példaul a tengeri barna algés torténet az exponencialis, logaritmikus fogalmakat
aktivizalhatja.

Sajat példa kell targyi, képi reprezentaciok hasznalatara
l. Egész szamok Gsszeadasa és kivonasa
Piros és kék korongok haszndlata



Ez a modell l1ényegében a vagyon — addssag modell egyszeriisitett, konkretizalt valtozata. Kék és piros korongok éllnak a
tanulok rendelkezésére. A kék korong +1 eur6t, 1 piros korong -1 eur6t jelent. A tanuldok konkrét tevékenység révén
modellaljak az egész szamok Gsszeadasat és kivonasat, az 6sszeadas a megfeleld szini korongok hozzaadasat jelenti, mig a
kivonas az elvételét. Az elején rogziteni kell, hogy egy piros és egy kék korong kiegyenliti egymast, a ,,vagyonunkhoz”
akarhany piros-kék part hozzatehetiink, vagyoni allapotunk nem valtozik.

Példaul a 2- (-3) kivonast modellezhetjiik a kovetkez6képpen. Van két kék korongunk, ahhoz, hogy elvehessiink 3 piros
korongot, 3 kék-piros korongpart kell hozzatenniink, igy végrehajthaté lesz az elvétel, az eredmény (+5) lesz, hiszen 5 kék
korongunk marad.

Tapasztalatok szerint az oktatasban korongok rajzolédsa szerepel csak. Bar ez a tevékenység is konkrét, de lényegében a
konkrét koronghasznalat képi kddolasat jelenti, ezért némelyik tanuldonak a valodi koronghasznalat is sziikséges. Mindig
rogziteni kell a képi reprezentacio mellett a szimbolikus miiveleteket is.

1. Az elsé n pozitiv egész szam dsszege
Geometria modszer az elsé n pozitiv egész szam dsszegképletének meghatdarozasara

1 2 3 4 5 6 ..., n-1n

Algebrai modszer (a geometriai modszer analdgiaja)
Irjuk fel kétszer egymas ala az elsé n tag az 6sszegét! El6szor egyt6l n-ig, majd n-t6l egyig

i+ 2 9+ 3 [ 4 1+ .. +a=-3+ -0 + (on-D+ (o
+
al+in-Dl+in-D+ltn-3+ .+ 4 | +1 3 + 2 J+11

mEntD+in+tD+n+D+n+D+ . +n+ D =n v+

Az egymas alé keriilt tagok alkossanak egy part! Mivel soronként n db szdm van, ezért a parok szdma is n, és észrevehetd,
hogy mindegyik par dsszege (n + 1). A teljes 0sszeg pedig ennek n-szerese, vagyis n(n+1) lesz. Mivel minden szam kétszer
szerepelt, az sszeget még felezni kell.
Megjegyzések
1. Fiatalabb tanuldoknal sziikség lehet konkrét, targyi tevékenység, azaz szines papirnégyzetek hasznalata.

2. Az algebrai moédszer lényegében a vizualis (konkrét) megoldas kodolasa szimbolikusan.

3. Szamoknak megfeleld szamu egységnégyzetet feleltetiink meg, az Osszeget az egységnégyzetek szama fogja jelenteni.
Sok tanulonak nem egyszer(i attérni a teriiletre a szamok 6sszegérol.

4. Sok tanulo a téglalapok oldalainal a teljes hosszusagot, mint egy szamot adja meg. Ahhoz, hogy altalanositani lehessen,
az abran lathatdo mddon a tevékenységre kell rdiranyitani a figyelmet, a Iépcsd forditott helyzetli rahelyezésével az utolsod

tagra az elsé tag keriil. (7 + 1 illetve n + 1 a fligg6leges oldal)

[AA1] Ambrus Andras: A konkrét és vizualis reprezentaciok hasznalatanak sziikségessége az iskolai matematikaoktatasban. Lasd
a Matematikadidaktikai forumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.html
[BJ] Bruner, J. S.: Uj utak az oktatas elméletéhez. Gondolat Kiad6, Budapest, 1974.



4. A problémamegoldé gondolkodas fejlesztése, feladatorientalt matematikaoktatas.
Problémamegoldasi stratégidk, heurisztikus elvek, algoritmikus gondolkodas. Feladattipusok, problémavariaciok.
[AA2] 107-123. 0., [PGY1], [PGY2]

A kidolgozas els6sorban [AA2]-ra tamaszkodik, mert a konyv alapként felhasznalja a masik két emlitett irodalmat.

A probléma fogalmanak tobbféle meghatarozasa; alapjai: ismert eszk6zok kombinacidja ismeretlen kimenetell
kérdések megvalaszoldsdra, gondolkodas; eszk6zei a motivacio, szakismeret, kivancsisag, szellemi rugalmassag,
tudatossag, pontossag.

A problémamegoldasi képesség fejlesztésének alapfeltételei — Claus szerint: ismeretszerzés, divergens
gondolkodasra 6sztdnzés, rutinszerl gondolkodas visszaszoritdsa, kérdezés igényének kialakitasa, problémafelvetés
Osztonzése, szaknyelv fejlesztése, 6nallé gondolkodas igényének kialakitdsa, heurisztikus stratégiak kialakitasanak
Osztonzése, reflexiok és diszkusszidk dsztonzése.

A problémamegoldasi folyamat modelljei (A pdlya-féle modell alapjan):
1. a feladat megértése,
2. terv készitése,
3. a terv megvaldsitasa,
4. a megoldas vizsgalata.

(Pdlya-modell, Pélya-modell kiegészitve, ismeretek, magatartasi mintak, Mason-féle modell, problémemegoldasi
séma) A Pdlya-féle modell finomitasa, |épésekre bontasa.

Problémamegoldasi stratégiak, heurisztikus elvek, kontrollmddszerek, gyakorlati megvalédsitas
Egy konkrét példdn térténd bemutatds: (Sajat példa kell!)
Oldjuk meg az
x?+2y2+3z2 =66
x+y+z=11
egyenletrendszert!
Algebrai megoldas: Vegylik észre, hogy a masodik egyenlet az elsének a 6-od része.
(Ismert eszkoz, korabbi tapasztalat.)

Ebbdl kiindulva prébaljunk meg a két egyenlet alapjan olyan szorzatalakot felirni, amely 0-val egyenlé —igy
kovetkeztethetlink a megoldasokra.

x? —6x +2y%>—6y+3y2—62z=0.
Innen
x(x—6)+2y(y—3)+3z(z—2) =0.
Tobb megoldasi lehetdség is leolvashatd ebbél az alakbdl: x = 6,y = 3,z = 2, ami valéban megoldas,

illetve ezek valamelyikét a tobbi ismeretlen 0 értékével kombindlva vagy maga az x = y = z = 0, amelyeknek
viszont egyike sem megoldas.

(Heurisztikus gondolat, nincs ra garancia, hogy megoldast kapunk, illetve hogy minden megfelel6 szamharmas
megoldas)

(Diszkusszid)



Van-e masik megoldas, és ha igen, azt hogyan kaphatjuk meg?

Mindegy, hogy mi az a masik (vagy tébb mdsik) megoldas, amit keresiink, felirhatjuk az ismeretleneket

6+x4,3 + y41,2 + z1 alakban. Ezekre a masodik egyenlet miatt x; + y; + z; = 0. Az elsGbe behelyettesitve pedig:
36+ 12x; + x2 + 18 + 12y; + 2y2 + 12 + 12z, + z? = 66,

amibdl pedig — felhasznalva az eddigieket — valéban kovetkezik, hogy nincs mas megoldas.

Szisztematikus meggondolas, javitas: Azt mar lattuk, hogy arra kevés az esély, hogy egy szorzatot kapjunk a bal
oldalon, mig a jobb oldalon nullat, de arra még lehet remény, hogy a bal oldalon valds kifejezések négyzetosszege
(korabbi ismeretek), a jobb oldalon nulla szerepeljen. Ennek megfelel6en csak akkor lehet nulla a bal oldali kifejezés,
ha minden tag kulon-kiilén nulla.

Mivel tudjuk, hogy a megoldds x = 6,y = 3,z = 2, ezértaz (x — 6)? + (v — 3)% + (z — 2)? kifejezés — vagy ehhez
hasonlé — lenne megfelelS. Hogyan érhetd ez el? Mivel a konstans tagok 0sszege itt 36 + 9 + 4 # 66, illetve a
kétszeres szorzatok sem haszndlhatok (—12x — 6y — 4z), jobb lenne, ha a négyzetek valamilyen pozitiv
szorzétényezbvel szerepelnének. (A pozitiv egyltthatokra azért lesz sziikség, hogy valamely valds szam négyzeteként
gondoljunk ra.)

Az a sejtéslink, hogy az 1, 2, 3 egyitthatdk alkalmasak lehetnek.
(x—6)2+2(y—3)2+3(z—-2)>=x*+y?+2z2—12(x+y+2)+ 36+ 18 + 12,
ami atalakitva
(x—6)2+2(y—3)2+3(z—2)>=66—132+ 66 =0,
ahogy arra szamitottunk.
Geometriai interpretacio:

Az elsG egy origd kozéppontu ellipszoid egyenlete, a masodik egy sik. A metszetiik ellipszis (specidlisan kor, illetve
elfajuld esetben pont) lehet. A sik a koordinatatengelyeket a (0,0,11), (0,11,0), (11,0,0) pontokban metszi.

Jelen példaban az ellipszoidot érinti a sik a (6,3,2) pontban.

Irodalom
[AA2] Ambrus Andras: Bevezetés a matematika didaktikaba. Egyetemi jegyzet. ELTE E6tvos Kiadd, 2004 107-123. o.,

Ajanlott irodalom

[PGY1] Pdlya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja. Gondolat Kiadd Budapest, 1969.
[PGY2] Polya Gyodrgy: A problémamegoldas iskolaja I-1l. Tankdnyvkiado Budapest, 1967-1968.



5. tétel: Matematikai modellalkotas az oktatasban, alkalmazasorientalt matematikaoktatas.
Matematikan kivdli problémak matematikai modellezése, néhany alkalmazas ismerete. [AG1],
[AGZ], [VO3], [TB]

1. A matematikai modell fogalma

A modell sz6 tobbféle értelemben hasznalatos, lehetséges jelentései példaul a kovetkezék:

- valamilyen alapeset (standard), esetleg példa, amely utanzasra, 6sszehasonlitasra szolgal;
- valamilyen éplilet, szerkezet stb. kicsinyitett valtozata (makett);

- személy vagy targy, aki (amely) alapjan mivészeti alkotas készlil;

- allitasok, kapcsolatok rendszere, amely eleget tesz bizonyos axidma rendszernek.

A matematikai modell valamely szituacio részleges matematikai reprezentacioja, amely a
modellezési folyamat soran jon létre. A modellezés vagy modellalkotas soran valamilyen -
tébbnyire matematikan kivuli — problémat vagy kérdést oldunk meg ugy, hogy matematikan beldli
kontextusba helyezzuk azt. A probléma matematizalasanak modja sokszor bonyolult és nem
linearis folyamat. Az elkészllt modell és a valésag egybevetése gyakran szikségessé teszi a
modell modositasat, esetleg teljes elvetését.

A modell és a létrejottéhez sziikséges modellezési folyamat szoros kapcsolatban van egymassal,
és elmondhatd, hogy maga a folyamat éppolyan fontos (néha talan még fontosabb is), mint
eredménye, a modell.

Osszegezve a kovetkezd meghatarozast vehetjik alapul:

A matematikai modell egy elméleti séma, amelynek tanulmanyozasa megkdénnyiti az adott
jelenség, szituacio megértéseét és vizsgalatat.

2. A modellezés folyamata
A modellezési folyamat leirasara tobbféle abra készult mar, mostanaban leginkabb a kdvetkezd
hasznalatos:

vakal /'_\ Matematikal
mocail model

2
valoal 3 A SIRUACIO 4
SRuacsd !Cx —b’::‘ modeilje
&
vawa ] ) Matemaukal
eredmeny erecmeny .
& v 77 ‘\;‘\"
‘ ,_/J/‘.&/,ro‘{. L ¥ '~
‘s Cal

‘3. -~
€ 1 Megéneés
2 Egyszerlsités/Rendszerezés
3 Matematizalas
4 Matematikai feladatmegoldas
s Enelmezés
6 Ellenbrzés

Blum és Leil}, 2006
Az elsé lépés a szituacié megértése, ekkor készll el a szituaciés modell.
A tovabbiakban a modellezés folyamataban csak ez vesz részt, vagyis az a ,val6sag”, ahogyan a
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tényleges szituaciot megértettik, értelmeztik.

Folyamatbdl valé kilépés nincs jelezve, ezzel is utalva arra, hogy szikség esetén a ciklus akar
tobbszor is végrehajthato; ha mar az eredmény elfogadhato, akkor fejezédik be.

A hangsuly a folyamaton van,

e aminek segitségével elkészul egy (t6bb) modell, és

e a modell(ek) alapjan szamitasok végezhet6k az adott szituaciéra vonatkozoan.

Ezeket értékelve, Osszevetve, az adott szituacid esetére atgondolva, figyelembe véve a
meghatarozott feltételeket, adunk veégul (lehetséges) valaszt a feladatban megfogalmazott
kérdésre.

3. Példa modellezésre: Vizparti séta (sajat példat kigondolni!)

Béla bacsi és unokaja Lili a parton sétalgatnak. Megszamoltak, hogy Lili atlagosan 70 lepéssel
tudja megtenni a télgyfa és a fenybfa kbzotti utat. Béla bacsinak ehhez koériilbeliil 30 lépés kellett.
Béla bacsi 180 cm magas.

Mekkora lehet a két fa tavolsaga? Hany éves lehet Lili?

A példaban szerepl6 szituacio egyszerl, érdekessége, hogy nagyon kulonb6zé szintli megoldasok
készithet6k aszerint, hogy milyen modellt alkotunk a kérdéses tavolsag és életkor becslésére.

Megoldas a modellezési ciklus alapjan (altalanos iskola negyedik osztalytdl):

1. Megértés Egyszeri szituacio, nem okoz gondot
2. EgyszerUsités, Ha ismernénk a nagyapa lépéshosszat, akkor a kislany lépésének
valos modell, hossza és a két fa tavolsaga is szamithaté lenne.
készitése Mi befolyasolja a Iépéshosszat?
- kor,
- magassag,
- mindkettd.
Hogyan befolyasoljak ezek a lépéshosszat?
Egyszerisités:

Feltesszuk példaul, hogy a nagypapa és a kislany egyarant kozel
egyenletes |épéshosszal sétal.
Mérés alapjan a nagypapa |épéshossza kb. 80 cm lehet (ehhez 180
cm koruli magassagu férfiak lépéshosszanak atlaga is veheté, vagy a
mérések alapjan a ,legjobban valdszinl” értek).

3. Matematikai modell A két fa tavolsaga nagypapa lépéshosszanak 30-szorosa.
Lili Iépésének hossza pedig a fak tavolsaganak 70-ed része.

4. Szamitasok a A két fa tavolsaga 2400 cm = 24 m.
modellben Ebbdl Lili Iépésének hossza ~ 34 cm.

5. Ertékelés és A kislany Iépéshossza korulbelll egy 5-7 éves kislanyénak megfeleld.
egybevetés a
valésaggal

Az értékelés és a megfontolas magasabb évfolyamokon kibdvitheté:

Ha a lépéshossz egyenesen aranyos lenne a testmagassaggal, akkor az el6bbi értékek alapjan
irredlisan alacsony érték adédna a kislany magassagara: 30-180/80 = 76,5 cm. Ez a magassag
jellemzbéen 1 éven aluli gyermek magassaga lenne, aki viszont nem képes 34 cm-es
sétalépésekre. Ezek szerint érdemes lenne a magassagon kivil mas tényezdbket is figyelembe
venni a lépéshossz megallapitasahoz. (Ett6l most eltekintlink, mert bonyolitana az eljarast.)
Tovabbi lehetéség: tobb 180 cm-es férfi Iépéshosszanak megmeérése és atlag szamitasa.
Feltehetd, hogy a nagypapa és a kislany fogjak egymas kezét, és akkor valészinlileg hatassal
vannak egymas haladasara - példaul ugy, hogy a kislany szaporazza a lépteit, hogy egyutt
haladhasson a nagypapaval, ekkor idésebb kislany is szdba johet. Az is az egyszerisitések kozé
tartozik, hogy ettdl eltekintlink. Ennek alapjan a kislany életkorara és magassagara igen eltéré
eredmények is adodhatnak.

Jol lathatd, hogy a feltételek alapjan elkészitett modellben szamolva a kapott eredmény csak a
figyelembe vett feltételek k6zott érvényes (validalas).
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4. A modellezési feladatok legfontosabb jellemz6i

e Nyitottsag

Mig a hagyomanyos feladatok tobbsége zart, a modellezési feladatok meghatarozé tulajdonsaga,
hogy nyitott. Nyitott feladatokrdl akkor beszélink, amikor a feladat megadasanal a kiindulasi
allapot, a célallapot vagy a kett6t 6sszekotdé megoldasi méd nem elére tisztazott. (Egy feladat zart,
ha a kiindulasi és a célallapot, illetve a megoldasi maéd is egyértelmliien meghatarozott.)

e Komplexitas

A valdsag altalaban bonyolult, 6sszetett, igy ha a modellezéshez le is egyszerUsitjuk, illetve tobb
ponton egyértelmiivé is teszlink benne egyes részleteket igy is ,komplex” marad a szituacio. Azaz
altalaban tobbféle ismeretre (matematikai €s nem matematikai) és tobbféle eljarasra lehet szikség
a modellezési feladatok megoldasahoz.

o Valosagkéozeliseg

Barmennyire is életszerli egy feladat, azért a valdésag altalaban mas. Részben azért, mert a
valésagos vilag tul 6sszetett ahhoz, hogy ezt az iskolaban teljes bonyolultsagaban vizsgaljuk,
részben azért, mert sok jelenség a szakemberek szamara is csak ,koOzelitbleg” vizsgalhato,
elemezhet6. A modellek feltételeinek (érvényességének) meghatarozasaval az adott szituacio
tovabb ,tavolodik™ a valds helyzettél, viszont egyben vizsgalhatova is valik — az adott korulmények
kozott.

e Autentikussag (valodisag, hitelesség)

Ez lényegében azt jelenti, hogy témajuknal és a szukséges ismeretek (nemcsak matematikai),
illetve a megoldasukhoz elvart gondolkodasi mdd alapjan az adott korosztraly szamara
megfelelek.

Van olyan elképzelés is, ami az autentikussagot a téma és a korosztaly megfelelésére szikiti le.

e Problémakdzpontusag

Mint mar szerepelt is az eddigiekben, probléma megoldasa valamilyen akadaly leklUzdését is
jelenti. A modellezési feladatok esetében mar a kezdetekkor szamos kérdés tisztazasra var, nem
lehet rutinszerlien eljarni. El6fordul, hogy egy nagyobb probléma kisebb részproblémakra
bontasaval tudjuk megoldani a feladatot.

5. A modellezési feladatok alaptipusai
A modellezés céljatol fuggden kuldonbozd tipusu modelleket hozhatunk Iétre:
a) Leird: célja egy jelenség leirasa, leképezése;
példa: példaul egy hid alakjanak leirasa parabola segitségével
b) Normativ (el6ird): célja a folyamatok adott kdrliilmények kdzott torténd végbemenetelének
megadasa illetve elbirasa;
példa: A Newton féle lehilési torvény képlete
c) Elérejelzb: célja, hogy meg tudjunk josolni valamit;
példa: hogyan alakul a villamos energia ara a kovetkezé 10 évben?
d) Magyarazo: célja magyarazat adasa, a (jobb) megértés elérése;
példa: miért nem merulsz el a vizben, ha csénakazni mész a Balatonon?
Természetesen el6fordulhat, hogy egy-egy modellnek tobbféle célja is van, igy akar tobb
kategoriaba is beletartozhat.

6. Iskolai alkalmazas

Par, illetve csoportmunkaban végezhetd. Jol hasznalhaté tobbféle kooperativ médszer is. A
csoportok munkaja megfeleld6 szempontok alapjan értékelhetd, az értékelés lehet szummativ és
formativ.

Tovabbi lehetéség: Modellezési feladatok és kompetenciak kapcsolata

Ambrus G.: Titanic a Balatonon és mas modellezési feladatok matematikéabol kozépiskolasoknak, Miiszaki kiado 2012

[AG1] Ambrus Gabriella: Gondolatok a valosagkozeli matematikaoktatasrol.Lasd a Matematikadidaktikai forumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.html

[AG2] Ambrus Gabriella: Modellezési feladatok. Lasd a Matematikadidaktikai forumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.htm]

[VO3] Vancsé Odon: Matematikai modellezés nehézségei egy OKTV feladat kapcsan. Matematika Tanitdsa 2009, szeptember 30-34

[TB] Toth Bettina: Modellezési feladatok a matematikaban. Szakdolgozat 2010 URL: http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/bsc_mattan/2010/toth_bettina.pdf
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6. A szamfogalom fejlesztése.
Miveleti modellek az egész szamok korében, szamkorbdvités, permanenciaelv.

A téma bsszetettségét jol kiemeli a Suranyi Janostol szarmazé idézet: ,ha valakit megkérdeziink mekkora a keriilete
egy 1cm oldalt négyzet csticsain atmené kérnek, hamar megadja a vélaszt: -2 cm. Ha viszont azt kérdezziik mi az

értelme ennek a szorzatnak, mit értiink azon, hogy m -t és a /2 -t 6sszeszorozni, akkor altalaban csak egy definicié
merlil fel, ami azonban itt semmire sem hasznalhato: ,a szorzanddt annyiszor veszem 6sszeadandoéul, ahanyszor a

szorzé mutatja”. Mit jelent a m szamu vagy a 2 szému 6sszeadandé? Ennek bizony semmi értelme sincs.”

l. A téma helye és szerepe az iskolai matematikaban.
A szamfogalom fejlesztése végighuzodik egész iskolai tanitasunkon az alsé tagozattol az
érettségiig. Az egymasra épuléssel egyidejlleg szerteagazd kapcsoldédasokkal koti 6ssze a
kulonboz6 iskolai témakoroket.
A tanitas kiilénbb6z6 szintjein egyarant fontos szempont, hogy tamaszkodjunk a korabbi
szinteken szerzett tapasztalatokra: a felsé tagozaton épitsiink az also tagozatbol hozott
ismeretekre, a kbzépiskolaban az altalanos iskolai ismeretekre. Az intuitiv
benyomasokat €s a konkrét tevékenységek tapasztalatait felhasznalva kell a fogalmi
szintet felépiteni. (A tervezés tétel alapjan)

Il. A szamkor felépitésének elvi menete, kulcsfogalmai.
Pozitiv egész szamok, egész szamok, racionalis szamok, valdés szamok értelmezése. Mlveletek
értelmezése, tulajdonsagaik.
A pozitiv egész szamok bevezetése halmazokkal és axiomakkal. Szamkdérbdvités, miveletek
értelmezése a bdvitett szamkordokben (egész szamok, racionalis szamok) a permanencia elv
alapjan. (Kapcsolodo témak: ellentett, abszolut érték, relaciok, fliggvények, egyenlétlenségek,
oszthatdsag, teljes indukcid, algebrai strukturak.)
Modszertani szempontok: a definiciok és tételek tartalmanak szemléletes, konkrét
tevékenységen alapulé modelljeinek ismerete.(Tételek és definiciok tétel)

lll. B6 vazlat

1. A pozitiv egész szamok

Ertelmezés: Absztrakcié ekvivalens véges halmazok kézds tulajdonsagabél. Szamlalas: véges

halmazok elemeit 6sszeparositjuk sorra a t6szamnevekkel. Mérések, mérészamok. Pozitiv egész

szamok irasa, olvasasa, szamrendszerek.

Peano axiomak.
Modszertani megjegyzés: also tagozatos tevekenysegekbdl tapasztalatgylijtés
halmazokkal, tovabbszamlalassal.

Muiveletek.
Mdédszertani megjegyzés: az 6sszeadas és a szorzas tébbféle modellel, konkrét
példakban a megfelel6 szamkdrben, mar a legelejétdl kezdve a tanult szamkérben.
(Osszeadas: 6sszesités, hozzatevés, stb.; szorzas: rendezett elemparok pl. szinezések,
azonos tagokbdl allé 6sszeq).

Osszeadas:

A + jel mar az als6 tagozaton is tobbféle jelentéssel bir (hozzaadas, 6sszeadas, elbjel, ...).

Az 0sszeadas értelmezése és tulajdonsagai a halmazok egyesitésének tulajdonsagaira

vezethetbk vissza. A hozzaadas matematikai leirasa a Peano axidmakra épdl.

Szorzas:

Az ismételt 6sszeadasként és halmazok direkt szorzataval is értelmezhet6 és

levezethetbk a szorzas alaptulajdonsagai is.

Osszekapcsolva: a+b=b+a, a-b=b-a, (a+b)+c=a+(b+c) és (ab)c=a(bc) és (a+b)c=ac+bc, a(b+c)=ab+ac

mindkeét iranyban.

Kiterjesztés, teljes indukcié: azonossagok kiterjeszthetdk tobb tagra, illetve tobb tényezdre.

Megallapodasok: zardjelek hasznalata, mlveleti sorrend, ,egytagu” 6sszeg, ,egytényez6s” szorzat, ...
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Pozitiv egész kitev6ju hatvanyozas értelmezése, az alapazonossagok igazolasa az 6sszeadas és a
szorzas azonossagainak alkalmazasaval, kezdetben konkrét példakon. A hatvanyozas nem
kommutativ, nem asszociativ, de példaul (a-b)° = a“b°.

2. A kivonas, mint a hozzaadas inverze.
Az at+x=b vagy a b+y=a egyenletek megoldhatésaganak vizsgalata a pozitiv egész szamok kdrében.
Ha létezik ilyen x pozitiv egész szam, akkor a b - a szam a b és az a szamok kuldénbsége, ha létezik
ilyen y pozitiv egész szam, akkor az a - b az a és b kulonbsége. A kett6 kozll legfeljebb az egyik
létezik. Ha a=b, nem létezik, egyébként pontosan egy. A kivonas azonossagai konkrét tapasztalatok
alapjan.
Modszertani megjegyzés. konkrét példak: mennyivel egészitettiik ki, mennyivel tébb?, stb.
kérdések felvetése a tanult szamkbrékben, szemléletes példak, jatékok a kivonas
azonossagaira a megfelel6 szamkdérben, mar a legelejétél kezdve.

3. Egyenlétlenségek

A kivonas elvégezhet6sége alapjan bevezetjik az egyenlétlenségeket.

Az a < b,vagy b > a, ha létezik olyan c pozitiv egész szam, hogy a + c =b.

Az a<b, a=hb, a> b relaciok tulajdonsagai, trichotomia. (Kisebb egyenld, nagyobb egyenlé,
rendezés)

Monotonitas a pozitiv egészek kérében: a<b,oa+c<b+c ésa<b & ac<bc.

4. A maradékos osztas, ismételt kivonas
Az osztas elvégezhetdsége elvezet az oszthatésagi relacidhoz. Ha létezik olyan x pozitiv egész
szam, hogy a-x = b, akkor azt mondjuk, hogy a osztdja b-nek és x = b:a a hanyados. Az osztas
miveleti tulajdonsagai. Szamelméleti alapfogalmak (osztd, tébbszords, oszthatdésagi szabalyok,
euklideszi algoritmus, Inko, Ikkt, prim, ... , a primekkel kapcsolatos érdekes kérdések).
A négy alapmdivelet a pozitiv egész szamok korében, szamolas fejben, irasban és géppel.
MM: konkrét kérdésekkel, szemléletes példakkal a megfelel6 szamkérben, mar a
legelejétél kezadve.

5. Egész szamok, szamkoér bévités

A 0 és az additiv inverz bevezetése, az a + x = a egyenlet megoldasa legyen a 0, minden a pozitiv

egészre és legyen minden a-hoz a_, amelyre a+a_ = 0.
MM: a negativ szam bevezetése konkrét modellekkel, hbmeérd, meélység,-magassag,
adossag-vagyon, ellentett fogalma, abszolut értéek fogalma. Minden egész szamnak van
ellentettje és abszolut értéke, a 0 ellentettie 6nmaga. Az x — —x fliggvényt minden
egészre értelmezziik.

Példa a permanencia-elv alkalmazasara

A pozitiv egészek korében szerepelt: haa b =a+ ¢, akkor ¢ = b — a. Itt megmutatjuk, hogy

b+a_=a+c+a_=c+a+a_=c+0=c. Tehat hb—a=b+a._.
MM: a tanitasban hosszu ez az ut. Jelblési problémak: elbjel és miiveleti jel hasznalata.
Az egész szamok kbrében az 6sszeadas és kivonas lehetséges eseteit konkrét
példakon modellekkel targyaljak. Az adéssag —vagyon modell lényege, hogy minden
egész szam sokféleképpen rakhato ki ,adossagcedulak” és ,pénzérmék” egylittesével,
igy az 6sszeadas és kivonas mivelete mindig elvégezheté hozzateveéssel és elvétellel.
Ez az egész szamok pozitiv egész szamparokkal térténé felépitését modellezi. Egyéb
modellek, pl.: kisautés modell”, Iépkedés a szamegyenesen, stb.

Szorzas az egész szamok korében.

Az elbjelszabalyok a permanencia elv alapjan értelmezhetdk. A tanitasban modellekkel, pl.: adéssag
vagyon modellel; vagy pl. ugy, hogy a cx fuggvény értelmezését kiterjesztjik minden egészre. A
bdvitett szamkorben a mlveletek értelmezése az azonossagok érvénybe maradasa alapjan egy-két
eset megmutathaté. Példaul megmutathatjuk, hogy a-0 = 0, minden egész a-ra.
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A nulla "a + 0 =aminden a-ra" definicidjabdl a disztributivitas felhasznalasaval kévetkezik, hogy

a-0 = 0 minden egész a-ra. A szorzas el6jel szabalyai is megmutathatok az azonossagok értelmezési
korének az egészekre torténd kiterjesztésével. Példaul: a-b_ = (a-b)_ ,mert a-b_+a-b =

a(b_ +b) =a-0=0. (Itt mar felhasznaltuk a 0 el6z6leg megmutatott tulajdonsagat.)

5. A tortek bevezetése, (a multiplikativ inverz értelmezése)
Az osztas elvégezhet6sége érdekében Uj halmazzal bévitjik az egészek halmazat, egész
szamparokbdl: Az (a:b) szampart vezetjuk be, minta b -x = a egyenlet megoldasanak, x = a: b,
akkor is, ha nincs ilyen x egész szam, de kizarva, hogy a szampar masodik elem 0 legyen.
MM .Jelblések, tértek szemléletes értelmezése tobbféleképpen (egyenld részekre
osztas, a szorzas kiilbnb6zé értelmezésének megforditasai.)
Egyszerisités, bévités, reciprok, miveletek tortekkel. Mlveletek értelmezése a permanencia elv
alapjan. Az elvégezhet6 osztasok eredményét azonositjuk az egész szamokkal.

6. A racionalis szamok értelmezése a tortek ekvivalenciaosztalyaiként.

Tizedestortek, miveletek tizedestortekkel, becslés, kerekités, kdzelités, szamolas irasban és géppel.
Véges és végtelen tizedes tortek. A végtelen szakaszos tizedes tortek (beleértve a végeseket is) és a
racionalis szamok halmazanak ekvivalenciaja.

7. A valés szamok.

A valos szamok értelmezése kozelitések, hatarértékek segitségével, analizisbeli fogalmak
alkalmazasaval. Jelblések, elnevezések. Az alapazonossagok értelmezési korének kiterjesztése a
muveletek monotonitasanak megtartasaval. Intervallumok. Gyakori eléfordulasok: fuggvények
értelmezési tartomanya és értékkészlete, egyenletek, geometriai mértékek, stb.

MM, példak racionélis és irracionélis szamokra — nemcsak a /2 vagy a 17 -
tizedestortekkel is. A miiveletek elvégezhetbsége, miiveletek a racionalis és irracionalis
szamok k6zott.

8. Szamossagi kérdések.

A szamossag fogalma. A természetes szamok halmazanak szamossaga, mint a megszamlalhatéan
végtelen szamossag. Sorbarendezhetéség. A racionalis szamok halmaza megszamlalhato. Az
irracionalis szamok halmaza nem megszamlalhaté. A valés szamok halmaza nem megszamlalhato.
Szamossagok rendezése (hatvanyhalmaz).

Irodalom
[PJ1] Peller Jozsef: A szamfogalom fejlesztésének szintjei az oktatasi gyakorlatban. Tankényvkiadd, Budapest 1974.
[SJ] Suranyi Janos: A szamkor felépitése. Utkdzben (kdzépiskolai matematikatanitasi kisérlet) 1. és 2. kdétet MTA
Matematikai Kutat6 Intézet Didaktikai Csoport Budapest 1974.
URL: http://dl.dropbox.com/u/100162898/pic/szemelv1.pdf 35. oldaltél



7. Az algebrai struktarak az iskolai tananyagban

Strukturakrol altalaban:

Muivelet, mlveleti tulajdonsagok, asszociativitas, kommutativitas, disztributivitas, egység,
egységelem, inverz fogalma. Példakkal illusztralva hol és milyen kérilmények kozott bukkannak
fel illetve szilardulnak meg ezek a fogalmak az alap- és kézépfoku oktatasban.

Félcsoport, csoport, gydrQ, test. A részstruktura fogalma. Példa nem kommutativ strukturara.

Természetes szamok:

A természetes szamok axiomatikus rendszere — Peano-aritmetika. A természetes szamok algebrai
strukturaja. Miveletek a természetes szamok korében. Hogyan bdvul és szilardul meg a
természetes szamok fogalma az alap- és kozépfoku oktatasban. Néhany szé a természetes
szamokrol, mint szamossagrol.

Példak arra, hogy milyen aritmetikai allitasok altalanositasa vezetnek strukturalis tételekhez (pl.
Euler-Fermat tétel és ciklikus csoportok elemeinek a rendje).

Egész szamok gyidirdije:

Muiveletek és tulajdonsagaik az egészek korében. Az egészek algebrai tulajdonsaga. A
természetes szamok, az egész szamok részstrukturaja. Szoveges feladat tipusok, melyek segitik
motivalni a negativ szamok fogalmat. Egyenletekrdl, melyeknek megoldasai az egész szamok
halmazanak a részhalmazai. Néhany sz6 az egész szamokrol, mint szamossagrol. Az egész
szamok abrazolasa a szamegyenesen, didaktikai kérdések a nem korlatos halmazok
megjelenitésérdl. Az egész szamok néhany nevezetes azonossaga,

pl. mely algebrai tulajdonsagbdl kévetkezik a ,(-1)x(-1)=1"?

Racionalis szamok teste

Muiveletek és azok tulajdonsagai a racionalis szamok korében. Testaxiomak teljestlése. A
rendezett test fogalma és néhany kdvetkezménye. A racionalis szamok mindenutt stir( halmazt
alkotnak.

Didaktikai kérdések, amik e halmaz szamegyenesen vald megjelenitésébdl fakadnak. A racionalis
szamok ekvivalens megfogalmazasai; (a,b) rendezett elemparokbdl allé halmaz, (ahol a és b
egész szamok és b kulonbozik nullatdl) és ezen a halmazon definialt miveletek.

Egyenletek, melyeknek megoldasainak a halmaza a racionalis szamok halmaza.

A racionalis szamok iskolai bevezetésének a fokozatai.

Feladatok, melyek motivaljak a racionalis szamok bevezetését.

A valés szamok teste

Muiveletek és azok tulajdonsagai a valos szamok korében. A valos test axiomai testaxiomak. A
valés szamok halmaza az adott axiomakra rendezett testet alkotnak és ennek néhany
kovetkezménye. Irracionalis szamok.

Példa néhany irracionalis szamra az iskolai matematikaban (pl. v2; log,3, irracionalitasa).

Az irracionalis szamok halmaza mindenutt sirl halmazt alkot. Raciondlis és irracionalis szamok
0sszegének és szorzatanak eredményének racionalitasa, ill. irracionalitasa. Valdés szamok
megjelenitése végtelen tizedes tort alakban. E decimalis tortek egyértelmiisége. A racionalis és
irracionalis szamok karakterizaciéja a decimalis tortek segitségével. Decimalis tortek és végtelen
sorok kapcsolata. A decimalis tortekkel kapcsolatos didaktikai kérdések. A valds szamok
megjelenitése és a kontinuum fogalmanak motivalasa az iskolaban. Egyenletek és



megoldashalmazaik; példa egyenletekre, melyek megoldasai nem valés szamok. Mely testaxioma
kovetkezménye ez?

Javasolt irodalom a természetes szamok, egész szamok, a racionalis szamok és a valés
szamok pontokhoz:

Laczkovich M. T.S6s Vera: Analizis,

Szendrei Janos: Algebra és szamelmélet, Nemzeti Tankonyvkiado, Bp., 1996.

Kitekinto irodalom:

Cut the knot! természetes, egész, racionalis és valds szamokkal foglalkozoé oldalai: http://www.cut-
the-knot.org/ctk/index.shtml,

Fried K. Korandi J. Torok J. : Bevezetés a modern algebraba, http://www.cs.elte.hu/~kfried/tamop-
algebra3/Fried_Korandi_Torok-Bevezetes a_modern_algebraba.pdf

Maradéekosztalyok

Maradékos osztas. Kongruencia relacio az egészek korében. Mlveletek maradékosztalyokban.
Kongruenciak és veluk valé miiveletek. Milyen strukturat alkotnak, a modulus értékétél figgéen.
Nevezetes tételek a kongruenciak kdrében. Ezek kapcsolata az iskolai szamelmélet feladatokkal.
Példa véges testre.

Néhany feladat, amelyeknek megfogalmazasa egyszeriibb a maradékosztalyok nyelvén
megfogalmazva.

Javasolt irodalom:
Gyarmati E.-Freud Rébert: Szamelmélet Tankdnyvkiado, Bp., 1996

Kitekinto irodalom:
Sarkozy A. : Szamelmélet Bolyai-kdnyvek. Miszaki Kényvkiadd, Bp,
Fried K. Korandi J. Térok J. : Bevezetés a modern algebraba

Szimmetrikus csoportok

Egy n-elemi halmaz dnmagara valo leképezései. Permutaciok, és ezek szama. A permutaciok
megjelenitése. Permutaciok szorzata. Az n-edrendll szimmetrikus csoport. Inverzio fogalma.
Paros, paratlan permutaciok. Transzpozicid. Barmely permutacio transzpoziciok szorzata. Néhany
iskolai-szakkari feladat, ahol ilyen tipusu kérdés felmerul (pl. tizendtds jaték; megoldhatatlan
poziciok a jatékban).

Szabalyos sokszogek szimmetridi. A sik kongruens leképezései és azok egymas utani
alkalmazasai. A siknak egy négyzetet fixen hagyo leképezéseinek a csoportja. A szabalyos
haromszoget fixen hagyo leképezései csoportjanak a szorzétablaja. Példa nem kommutalo
elemekre e csoportban.

Milyen iskolai (pl. geometriai) feladatok kapcsolédnak e fenti csoportokhoz?

Javasolt irodalom:

Kiss Emil: Bevezetés az algebraba,

Fuchs Laszl6: Algebra,

Szabd Endre: Csoportelmélet, http://www.renyi.hu/~endre/csoportok-fizikusoknak/3.szakasz.xhtml

Kitekinté irodalom:

C. D. Bennett: Topspin és a szimmetrikus csoport,
http://nyelv.fazekas.hu/fordpalyazat/include/docs/TopSpin_Dinh_Attila.pdf

a Cut the knot! szimmetria csoporttal foglalkozé oldalai: http://www.cut-the-knot.org/ctk/index.shtml



http://www.cut-the-knot.org/ctk/index.shtml
http://www.cut-the-knot.org/ctk/index.shtml
http://www.cs.elte.hu/~kfried/tamop-algebra3/Fried_Korandi_Torok-Bevezetes_a_modern_algebraba.pdf
http://www.cs.elte.hu/~kfried/tamop-algebra3/Fried_Korandi_Torok-Bevezetes_a_modern_algebraba.pdf
http://nyelv.fazekas.hu/fordpalyazat/include/docs/TopSpin_Dinh_Attila.pdf

Vektorterek

A vektortér fogalmanak geometriai hattere. Miiveletek vektortérben. Példa vektorterekre (pl. valos
test felett, a polinomok 6sszeadasara és skalarral valo szorzasara nézve, korlatos intervallumon
Riemann integralhato valos fuggvények halmaza).

Alapvetd fogalmak; linearis kombinacio, linearis fluggetlenség, 6sszefliggéség, generatorrendszer,
bazis, véges dimenzio, vektortér altere. Véges dimenzids vektorterek izomorfiaja.

Linearis leképezések és matrix reprezentacidjuk. Néhany geometriai transzformacid, mint linearis
leképezés.

Euklidészi terek; skalarszorzat, a norma, tavolsag, és vektorok altal bezart szog meghatarozasa
magasabb dimenzidban.

Geometriai feladatok vektorgeometriai megoldasa a k6zépiskolaban; néhany egyszeribb példa.
Koordinatageometria feladatok és euklidészi terek (egyenesek hajlasszdge, pont és egyenes
tavolsaga stb.)

Javasolt irodalom:

Freud Rébert: Linearis algebra, ELTE E6tvos Kiado, Bp., 2004.,

Fried Ervin: Algebra |., Elemi és linearis algebra, Nemzeti Tankonyvkiadd, Bp., 2000.
Szendrei Janos: Algebra és szamelmélet, Nemzeti Tankonyvkiado, Bp., 1996.

Scharnitzky Viktor: Matrixszamitas. Bolyai-konyvek. Miszaki Konyvkiadd, Bp. 6. kiad. 1998.

Kitekint6 irodalom:

Wikipédia:
http://hu.wikipedia.org/wiki/Line%C3%Alris_algebra#Struktur.C3.Allis_line.C3.Alris_algebra
Fried K. Korandi J. Toérok J. : Bevezetés a modern algebraba, http://www.cs.elte.hu/~kfried/tamop-
algebra3/Fried_Korandi_Torok-Bevezetes_a_modern_algebraba.pdf



http://hu.wikipedia.org/wiki/Line%C3%A1ris_algebra#Struktur.C3.A1lis_line.C3.A1ris_algebra

8. Geometriai fogalmak kialakitasa és a geometriai térszemlélet fejlesztése.
A geometriai fogalmak fejlédésének szintjei. Szintetikus (elemi), koordinata- és
vektorgeometria az altalanos és kozépiskolaban. A térszemlélet fejlesztését szolgalé
témakorok, modszerek és eszkozok.

Megjegyzés: A tobbi tétel idevago részeire is gondoljanak, itt csak a specialitasokra utalunk.
Igyekezzenek sajat példat keresni és azt végigkisérni a fogalomcsiratol a pontos
matematikai szintig.

8.1 A geometriatanitas céljai
- a kornyez6 vilag leirasa, megértése és értelmezése
- példa mutatasa axiomatikus elméletre
- gazdag és valtozatos feladatkészlet biztositasa a tanuldk szamara
- megtanitani a diakokat sejtések megfogalmazasara, bizonyitasok készitésére, példak és
ellenpéldak kitalalasara
- eszkozt teremteni mas matematikai teruleteknek
- gazdagitani a tanulék matematikarol alkotott képét

8.2 A geometriai fogalmak fejlédésének szintjei (részletesen Iasd Hollai Martanal)

Pierre és Diana Van Hiele szerint a geometriai gondolkodas fejlédése soran a kdvetkez6

(egymasra éplild, de elkulonithetd) fogalmi szintek figyelheték meg:

Vizuélis — latvany utani megitélés

Elemzés — pl. alakzatfajtak osztalyba sorolasa az alkotorészek tulajdonsagainak
figyelembevételével

Informalis dedukcié — pl. a korabban felfedezett tulajdonsagok kapcsolatrendszerének atlatasa

Dedukci6 — tételek bizonyitasa

Matematikai szigor — pl. tételek alkotasa kulonb6z6 axiomarendszerekben
A szintek a gyerekek korabbi tapasztalataitol és igy a tanitasuk soran a fogalomépitést
szolgaldé modszerektél is er6sen fuggenek.

Példa: A sokszdgek tanitasanak fogalmi vonatkozdasai (részletesen lasd Toérék Juditnal)
A sokszogek osztalyozasa, Venn-diagrammok, vizualis és nem vizudlis szimmetriak
Korultekintéen kell megvalasztani, hogy az adott életkorban mit definialunk, mert szamos alapvet6 fogalmat
igen nehéz definialni. Példaul altalanos iskolas korban sok egyszer(i sokszoget ismernek, ki tudjak ezeket
valasztani a sikidomok kozul, de a ,.soksz6g” szabatos definicidja (pl. véges sok haromszdg egyesitése vagy a
zart toréttvonalas) még tul nehéz szamukra. Ugyanakkor kdnnyen definialhatok és vizsgalhatdk a specialis
haromszog- és négyszogfajtak.
Megérthetik a klldnbséget egy alakzat definicidja és egy mar definialt alakzatrél szolé egyéb igaz allitas kdzott,
vizsgalhatok logikai kapcsolatok, példa olyan igaz allitasokra, melyek megforditasa nem igaz.

8.3 Szintetikus (elemi), koordinata- és vektorgeometria az altalanos és kozépiskolaban.
(részletesen célszeri a kerettanterv és az ahhoz illeszked6 tankényvsorozat alapjan atnézni)
A matematikai tartalom strukturalasa kilonésen fontos a geometria tanitasa soran. A fogalomépités
folyamataban jelent8s szerepet jatszik az Uj ismeretek bevezetésének rendszere is és a problémamegoldasra
vagy gyakorlasra szant feladatok megvalasztasa is. Sokat segithet a geometriai fogalmak megértésében, ha
olyan tanulasi kérnyezetet teremtlink, amely gazdag nem csak a témakoérdn bellli, hanem a geometria
kilénb6z4 terlletei illetve a geometria és mas témakordk kozotti kapesolatokban.

Néhany matematikadidaktikai szempontbodl kulcsfontossagu fogalom
Geometriai transzformaciok
- atranszformaciok, mint fliggvények;
- transzformacidcsoport,
- az erlangeni program
Szdgfiggvények és trigonometria
Geometriai szerkesztések, a szerkeszthet6ség kérdése
Mérés és meértékek (tavolsag, terllet, térfogat)
a szakasz és sz6g mérése, kerllet, felszin
A szakaszfelez6 meréleges és a szogfelez6 kdzotti kapcesolat
A tér abrazolasai: a perspektiva geometridja, az dbrazolégeometria elemei
A sik- és térgeometria kapcsolata
- atdl korai szétvalasztas problémai



sikgeometriai problémak megoldasa a térben,

térbeli problémak megoldasa metszeten és vetileten

analégiak és kilonbségek sik és tér kozott (pl. haromszdog és tetraéder sulypontja, magassagpontja)
anal6gidk és kuldonbségek sik és gdmb kozott

Euklidész rendszere, egyszerlibb ,mas vilagok”, pl. kutyageometria.

Nehany gyakori tanuloi-tanari tipushiba
- a négyzet nem téglalap (paralelogramma, trapéz ...)
- "altalanos" haromszog
- "egyenl&szaru trapéz", "szimmetrikus trapéz", "hurtrapéz" elnevezések
- "sztenderd" pozicio az egyes alakzatok abrazolasaban
- Egy tablan vagy feladatlapon abrazolt négyszogrél hogyan donthetjik el, hogy pl. hartrapéz-e (stb) (nem ugy,

hogy megmérjik vonalzéval a megfeleld szakaszok hosszat, még alacsony korosztalyokban sem.)

Hires hibas bizonyitasok (pl. minden haromszbg szabalyos)

8.4 A térszemlélet fejlesztését szolgalé témakorok, modszerek és eszkozok
A geometria tanitasa soran hasznalunk

konkrét, megfoghat6 alakzatokat, modelleket (mianyag, papir, stb), geometriai

epitéjatékokat, szoges tablat és mas, akar hétkoznapi eszk6zoket

atlatszé papirt, korzét, vonalzot, abrakat és rajzokat

Lénart gombot

dinamikus eszk6zdket (aktiv tabla, szamitogépes programok)
Mindezek hasznalata alapvet6en fontos segédeszkdzei a geometria tanitdsanak, de a modellhez kotétt ismeret
téves fogalmak kialakulasahoz is vezethet!
A szamitogépek jol alkalmazhatdk szemléltetésre és tanuldi kisérletekhez, tapasztalatszerzésre,
Osszefliggések felfedezésére, sejtések kialakitasara. A szamitdogép semmiképp nem potolhatja teljesen a
manipulativ eszkdzokkel, jatékokkal, a hétkdznapi élettel vald kapcsolatok felderitésével szerezhetd sokoldalu
valédi tapasztalatokat.

Irodalom
Kerettantervek az OFI| vagy a sulinova honlapon

http://kerettanterv.ofi.hu/

Kerettanterv 1-4.évf (A és C tipus)
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_alsotagozat.pdf
Kerettanterv 5-8.évf (A és C tipus)
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_felsotagozat.pdf
Kerettanterv 9-12.évf (A és C tipus)
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_kozepiskola.pdf
Kerettanterv Szakiskola 9-10.évf. (A tipus)
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_szakiskola.pdf
Kerettanterv Kereszttantervi programcsomagok 3-12.évf. (B tipus)
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_matematika_b_3-12_evf.pdf

Hollai Marta: A geometriai gondolkodas és a transzformacios szemlélet szintjei. ELTE TTK, Szakmodszertani Kézlemények, V. 1972.
Torok Judit: Angol, belga, magyar és spanyol matematikatanitasi hagyomanyok 6sszehasonlitasa. PhD értekezés,

URL: http://dl.dropbox.com/u/100162898/torok/dissz.pdf

Vasarhelyi Eva: A vizualis reprezentéci6 fontossaga a matematikaoktatasban. Oktatasi segédanyag.

Lasd a Matematikadidaktikai forumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.html

Vasarhelyi Eva: A szamitégép a matematikaoktatasban. Oktatasi segédanyag.

Lasd a Matematikadidaktikai forumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.html
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http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_felsotagozat.pdf
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_kozepiskola.pdf
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http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_matematika_b_3-12_evf.pdf
http://dl.dropbox.com/u/100162898/torok/dissz.pdf
http://mathdid.elte.hu/html/forum.html
http://mathdid.elte.hu/html/forum.html

9. Az analizis elemei az iskolai tananyagban.

A fliiggvényfogalom fejlesztési folyamata a kezd6 foktdl az érettségiig.

Elemi figgvényvizsgalat. Szélséérték-feladatok megoldasanak médszerei. Végtelen
sorozatok, sorok. A hatarérték szemléletes fogalma.

A fuggvények

A fuggvényfogalom a tantervekben, fogalomépités, reprezentacios elméletek

also tagozat: ,gépes jaték”, szamokkal, a logikai készlet elemeivel

felsé tagozat: linearis fuggvények, forditott aranyossag, geometriai transzformaciok,
koordinatarendszer, novekedés-csokkenés;

gimnazium: a fUggvények megadasa, abrazolasa, elemi fuggvényvizsgalat, elemi figgvények és
néhany mas flggvény

Folyamatosan éplil6 fogalmak a fiiggvényekkel kapcsolatban

A figgvény, mint kapcsolat, 6sszefliggés.

A fliggvény, mint objektum, amivel miveletek végezheték.

Hatarérték, folytonossag, pl. a hatarértékfogalom szemléletes el6készitését is szolgalja, ha nem
megyunk el szétlanul az 1/3 tizedes tort alakjanak kérdése mellett, hiszen egyrészt a
késObbiekben a sorokhoz, az improprius integralhoz vezet az ez az ut, masrészt a szigoruan
novekedd, a hatarértékét soha el nem érd sorozat a kezd6k szamara a legjellegzetesebb
hatarérték.

A szélséerték-vizsgalat modszerei (elemi modszerek, szemléletes megoldasok, derivalas)

A szélsGeérték latszolag egészen artatlan algoritmusok, pl. a kerekités szabalyai soran
el6kerulhet. A tudatos fogalomépités a fels6oktatasi tanulmanyok sikeres folytatasaban is
nagy szerepet jatszhat.

Ismeretek és képességfejlesztés

Az analizis is hozzajarul a matematikai tudatossag fejlesztéséhez a megsejthetd és bizonyithatd

allitasok altal:

- fuggvények megadasi mddjai ( pl. szabadon valaszthato-e az értelmezési tartomany; a
Dirichlet figgvény formulaval egyszeriien definialhatd, de csak utalasszeriien abrazolhato,
sth.)

- aflggvény és a figgvény grafikonjanak kapcsolata (a fliggvénytranszformaciok hatasa az
egyes tulajdonsagokra - paros-paratlan fliggvény, periodicitas, stb.)

Problémamegoldas

- bonyolultabb fuggvények abrazolasa;

- alehet6 legtagabb értelmezési tartomany megkeresése;

- egyenletek, egyenl6tlenségek grafikus megoldasa, kdzelité megoldasok

Gyakorlati problemak matematikai modellezésére sok lehetéség van

- Ujsagcikkek grafikonjainak elemzése, adatgyljtés, az adatok abrazolasa a kulénb6zé

szakmakban
Egy téma részletes kidolgozasa

- egy valasztott anyagrész egy érajanak megtervezése, a lokalis és globalis célok kapcsolata,
preferenciak, az ellenérzé dolgozat feladatainak dsszeallitasa, az értékelés 6
szempontjainak bemutatasa

Példa: A logaritmusfiggvény
A logaritmus a gimnaziumi kerettanterv szerint (pl. olvashaté a NTK honlapjan) a 11. osztaly tananyaga. Két 8 terllet
részeként szerepel a tantervben:

a) algebra: a hatvanyozas kiterjesztése, és a hatvanyozas ,masik” inverze, a logaritmus

b) fliggvények, sorozatok: exponencialis és logaritmus fliggvények
Mivel a tanterv feladatokat, kdvetelményeket jeldl ki, a témak sorrendjét viszont nem kdti meg, ezért az adott iskola
hagyomanyain, az egyes tanarok dontésén mulik, hogy ezt a két részt id6ben kozelitik egymas, vagy mas, e
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témarészeket elkllonité logikat kovetnek. Ettél figgetlendl szilkséges a logaritmus fogalmat a tanarnak is, és késébb
a diaknak is egységben latnia.
A logaritmus tanitasanak céljai.

Az egyenletmegoldo és a fliggvényvizsgald képességek fejlesztése szempontjabdl is nagy jelentéségil, hogy
a tanuldk valtozatos, a tapasztalati bazisukat szélesit6, a tanult fogalmakat (pl. egyenletmegoldas és a logikai
miveletek, nyitott mondatok; a figgvények értékkészlete és értelmezési tartomanya, invertalas) sokoldaltan
megjelenitd ismereteket szerezzenek

A matematikai és a matematikan kivlli alkalmazas miatt az egyetemek elsé éves anyagaban a
fuggvényeknek, ezen belll a logaritmus flggvénynek kiemelkedd jelentésége van.

A logaritmus tanitasanak el6zményei:

a negativ szamokkal és a kdzdnséges tortekkel végzendd miveletek, az egyenletmegoldasi technikakbdl
szarmazo, altalanosithaté tapasztalatok a megoldashalmazrél, a koordinatarendszer alkalmazaskész
ismerete, a fliggvény és grafikonja, szoros kapcsolatuk és Iényegi kilénbséglik; az allitadsok és a definiciok
vilagos megkulilonboztetésének képessége;

a hatvanyozas, a geometriai vonatkozasok miatt ezen bellil a négyzetre emelés és a kobre emelés;

a magasabb kitevdjl hatvanyok a polinomok tanulasa soran, valamint a kombinatorikai alkalmazas miatt;

a négyzetgyok és kdbgydkvonas;

a szamelméleten belll elsésorban a tényezdkre bontas, a tanuldk additiv szemléletének elmozditdsa abba az
iranyba, hogy a multiplikativ jelenségeket is képesek legyenek észrevenni

A logaritmus tanitasanak toérténete

Hagyomanyosan e témanak Iényegesen nagyobb szerepe volt. A szamitdgépek elterjedése elétt a logaritmusra nagy
szilkség volt a miiszaki és tudomanyos életben a szamitasok elvégzéséhez, emiatt természetesebbnek tiint, hogy a
tanuldk sok, a gyakorlati életben kdzvetlenll sziikségesnél mélyebb ismeretet sajatitottak el. Ma mar lényegében
senki sem hasznal logarlécet és logaritmus tablazatot, ezzel szemben a kilénb6z6 tudomanyterileteken a logaritmus
nagyon gyakran eléfordul.

A témahoz tartozé ismeretek:

FEJLESZTESI FELADATOK, TARTALOM A TOVABBHALADAS FELTETELEI
TEVEKENYSEGEK

Szamtan, algebra (24 ¢ra)

Modell megtalalasa a matematikan Masodfokura visszavezethet6

beluli problémanal. egyszeri egyenletek.

A matematikai fogalom célszer( A hatvanyozas kiterjesztése pozitiv  |A hatvanyozas definicidja, miveletek,
kiterjesztése, a fogalmak alap esetén racionalis kitevékre. azonossagok ismerete egész kitevd
altalanositasanal a permanencia elv  |A hatvanyozas azonossagai €s esetén.

felhasznalasa. alkalmazasuk.

Bizonyitas iranti igény mélyitése. A logaritmus értelmezése. A logaritmus fogalmanak ismerete,
Matematikatérténeti vonatkozasok A logaritmus azonossagai. azonossagainak alkalmazasa
megismerése (kbnyvtar- és egyszerlbb esetekben.
internethasznalat).

Az absztrakcios és szintetizalo A definicidkon és a megismert Exponencialis, logaritmusos és
képesség fejlesztése. azonossagokon alapul6 trigonometrikus egyenlet egyszeri
Az dnellendrzés igényének fejlesztése. fexponencidlis,-logaritmikus és konkrét feladatokban.

trigonometrikus egyenletek.

IFliggvények, sorozatok (12 6ra)

A figgvényfogalom fejlesztése. A 2% a 10" fliggvény, az exponencialis

Osszefiiggések felismerése a fluggveény vizsgalata, exponencialis

matematika kiilénboz6 teriletei kozott. folyamatok a természetben.

/A bizonyitasra valé térekveés A logaritmus figgvény, mint az

fejlesztése. exponencialis figgvény inverze.

Szamitégép hasznalata a A tanult fliggvények tulajdonsagai Az alapfliggvények abrai és

fliggvényvizsgalatokban és a (értelmezési-tartomany, értékkészlet, |egfontosabb tulajdonsagainak

transzformaciokban. zérushely, széls6érték, monotonitas, |vizsgalata (értelmezési-tartomany,
periodicitas, paritas). ertékkészlet, zérushely, szélséérték).

Flggvény- transzformaciok:
f(x) + c; f(x + c); cf(X); f(cx).

A felépités arra a téves kdvetkeztetésre enged jutni, hogy a logaritmus fogalmara a csak a matematika belsé fejlédése
miatt van sziikség. Ezzel szemben fontos hangsulyozni, hogy a gyakorlatban igen sokszor fordul eld, hogy egy
mennyiség exponencialisan fliigg egy masiktdl (pl. A biztosan telitalalatos toté-szelvényhez sziikséges szelvények
szama a mérkézések szamanak 3" exponencidlis fliggvénye, ha pedig azt kérdezziik, hogy egy adott 6sszeg hany
meccs esetén elég a szikséges 0sszes szelvény megvasarlasahoz, maris a logaritmus fogalmanal vagyunk.
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Hasonléan szemléletes megkdzelités, ha a sakkjaték feltalaléjanak jutalmara gondolunk: a mezék szamatol
(exponencialisan) figg a jutalom, és ha azt kérdezziik, hogy a jutalom adott értékét hanyadik mezdnél érhetjik el, ujra
a logaritmus fogalmahoz érkeziink.) A valéban gyakorlati példak mar sokkal bonyolultabb 6sszefliggésben
jelentkeznek, pl. a valészinliségszamitasban.

Megjegyzések a téma legfontosabb fogalmainak tanitasahoz

A hatvanyozas kiterjesztése pozitiv alap esetén racionalis kitevbkre.

A logaritmus értelmezése

A szdveges feladatok lehetdvé teszik, hogy a logaritmus fogalmat a tanulék szamukra kénnyen érthetd szituaciokban

ismerék meg, és a definicid és a jelolés mar csak a tudottak 6sszefoglalasa

A logaritmus fliggvény, mint az exponencialis fiiggvény inverze

Erdemes az inverz képzést a tablazatos megadassal, a sorok felcserélésével és a fliggvény grafikonjanak az y=x

egyenesre tikrozésével is megvizsgalni.

Ertékelés a NAT szerint

Az egyéni értékelés 6sszegzésének dsszetevoi:

- Kulénféle tevékenységi formakban mutatott aktivitas, a tarsakkal valé egylttmiikédés képessége alapjan.

- Elére kiadott témak kozll tetszés szerint valasztott kérdéskor feldolgozasa (képi, irasbeli, szdbeli) és ennek
értékelése.

- Vitaszituacidkban valo részvétel, vitakultira, argumentacios képesség szintjének irasbeli, szébeli értékelése.

- Projektmunkaban valo részvétel (egyéni vagy csoportos) szobeli, irasbeli értékelése.

Példak az egyes helyzetekhez ill6 feladatokra:

1. Képes-e a tanulé a felkinalt tevékenységformak kdzil kivalasztani azokat, ahol 6 kiildndsen jo, pl. a grafikonok

szép abrazolasa, és ahol azért kell aktivnak lennie, mert intenziv fejlédésre van sziiksége, pl. a szOveges feladatok

adatainak megjegyzése

2. A logaritmus felfedezése, a sok értékes jegyli szamitasok elvégzésére szolgalo régi algoritmusok

3. Mas tertiletrdl: A hatarérték-fogalom 6nallé definialasa, ellenpéldak keresése a kezdetleges definicidkra

4.Projekt-munka: valés adatok gyljtése a kllénbdzé konstrukcidban felvett hitelek térlesztésére, a valddi adatok és az

egyszer(i matematikai modellek eltérésének elemzése

A matematikai versenyek szerepe a fogalmak épitésében, a problémamegoldé gondolkodas fejlesztésében
Néhany, a témahoz illeszked6 szép feladat
A kézépiskolai és az egyetemi tananyag kapcsolatanak eddig nem érintett kérdései.



10. Valészinliségszamitas és matematikai statisztika az iskolai tananyagban.

A véletlen esemény fogalma. Kombinatorikus és geometriai médszerek. Valdszinliségszamitasi
szemléltetések (fa diagram, kett6s fa diagram). Statisztika és valészinliségszamitas kapcsolata.
Leiro statisztika alapvet6 céljai.

A valoszinliségszamitas és matematikai statisztika tanitasa az elsé négy osztalyban folyo
szamolasi-szamitasi, elemi gondolati, logikai kompetenciak megalapozasa utan, az 6todik
osztalyban kezd6dik (tulajdonképpen mar elébb is, véletlen a jatékokban, adatgydijtés, strigulazas
mar alsoban is szerepelhetnek). Természetesen az életkori sajatossagok figyelembevételével a
gyakorlathoz és a mindennapi élethez kapcsolodo tevékenységekkel, feladatokkal kapcsolatban
merulnek fel el6szor azok az ismeretek, amelyek ehhez a témakorhoz tartoznak. A statisztika
valamint a valoszinliségszamitas felépitése egyre absztraktabb szinteken keresztil a 12.
évfolyam végeéig tart.

A téma az iskolai és az egyetemi tananyagban:

1. Az 5.-8. osztalyban az alabbi ismeretanyaggal kell talalkozni a tanuldknak:
Adatok, gylijtése a tanulok kézvetlen kérnyezetébdl, illetve 7.-8.-ban egyéb forrasokbdl, azok
rendszerezése, tablazatba foglalasa, abrazolasa.
Lényegtelen, hogy a gyerekek sajat fél- vagy egyperces szivverésiket szamlaljak, vagy
a tanterem el6tt adott id6egység alatt elhaladé piros autokat, vagy fehér libakat. A
lényeg az, hogy sajat maguk gyUjtsenek adatokat, azokat valamilyen logikus
elrendezés szerint rogzitsék és az osztalyban - a tanar vezetésével - kozosen
feldolgozzak.
Ebben az id6szakban jelenik meg a gyakorisag, a relativ gyakorisag, a rendezett halmaz, a
rendezett minta, valamint a kozépértékekre jellemz6 mérészamok, azaz az atlag, a median és a
modusz. Ezek kiszamitasa csak kevés szamu adat esetén feladat. A kdvetelmények szerves
részét képezi az adatok megjelenitése grafikonok, diagramok segitségével. Fontos téma a
grafikonokkal torténé manipulacidk megismerése.
A tanarnak ennél az anyagrésznél lehet6sége nyilik a nagyon meély tantargyi
koncentracié megvalositasara, hiszen a torténelem, foldrajz, bioldgia ... tantargyakban
szamolatlanul sok lehetéség nyilik tablazatok, grafikonok statisztikak hasznalatara és
elemzésére. Az egyes oszlop-, vonal- vagy pontdiagramok készitése elemi feladat,
késObb a szazalékszamitas megjelenése utan pedig kor- és szalagdiagramokat is kell
az kell késziteni. Lényeges elem, hogy ne a tanulokat hidegen hagyé (Ausztralia GDP-
jének alakulasa a 60’ években) adatokbdl, hanem az 6 érdekl6désuket is felkeltd,
életkori sajatossagaikhoz igazodo adatokkal dolgozzunk az 6rakon.
(hallgatotol példak)
A relativ gyakorisag alapos megismerése utan a tanuldk elemi példakon keresztil becslik, illetve
kiszamitjak egyes elemi események valoszinlségeit (kockadobasok, sorsolasok, leszamlalasos
feladatok).
Hasznos olyan esteket venni, ahol valami logikaval ki tudjuk szamolni a
valdszinlséget, s ezt 0sszevethetjuk a relativ gyakorisag alakulasaval.
(hallgatotol példak)
Ezekhez a fogalmakhoz az elsé 4-5 valosziniségszamitas eléadas anyaga kapcsolodik
szervesen, amikor a valdszinliség axiomatikus bevezetése utan belatjuk, hogy a Bernoulli-torvény
értelmében (a nagy szamok térvényének valoszinliségekre vonatkozé alakja) egy A esemény
bekovetkezésének relativ gyakorisaga sztochasztikusan konvergal az adott esemény P(A)
valésziniségeéhez. A statisztika témakorben az egyetemi kurzusokon elhangzik a median, a
modusz és az atlag definicidja is, mint jellemzé kozépértékek, sét megismerkedunk a varhato
érték fogalmaval és kiszamitasi modjaval is, kezdetben csak diszkrét valoszinlségi valtozokra.
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Az elemi leszamlalasos feladatmegoldasokat kombinatorikus meggondolasokkal,
illetve statisztikai dontésekkel tamaszthatjuk ala.
(hallgatotol példak).

2. A 9.-12. osztalyban az alabbi ismeretanyaggal kell talalkozni a tanuldknak:
Kezdetben, azaz a 9. osztalyban csak az 5.-8. osztalyban tanult ismeretek ujragondolasa,
ismétlése és nagyobb adathalmazokra alkalmazasa a feladat. Itt fontos szerepet kaphat a
szamitdgép vagy a grafikus kalkulator. Ujra alkalmazzuk a mediant, a méduszt és az atlagot, most
mar nem csak szamtani, hanem a sulyozott szamtani és megfelel6 esetekben megjelenik, mint
jellemzd érték a mértani kozép (emlitheté a harmonikus és a négyzetes kdzép is). Ezek
megjelennek az egyetemi tananyagban altalanosan, mint a varhato érték tetszéleges fuggvényei,
illetve mint egy valdszinlségi valtozé fluggvényének varhato értékei. Ismétlésre kerll még a
diagramkészités és ezzel egyutt a valosziniségek aranyokkal, illetve szazalékokkal torténé
megadasa.
Mdodszertani szempontbdl ezeket a témakoroket is — mint minden hasonl6 esetben — a
parhuzamosan futé tantargyakkal, illetve a fiatalokat érint6-érdekld adatokkal
O0sszeflggésben érdemes bemutatni.
(hallgatotdl példak)
Ebben az évben, csakugy, mint a korabbiakban, jelentds szerepe van a valdszinlségi
kisérletek végrehajtasanak, azok valésagos kivitelezésének. Erdemes és tanulsagos az
egyes tanuldk vagy tanuléi csoportok eredményeinek 0sszesitése, ahol a tanuldk
erezhetik, hogy eredményeikkel mennyire jarulhatnak hozza az osztaly 6sszességenek
eredményeihez, mekkora hatassal vannak az atlagra.
(hallgatotol peldak)
A 10.-11. osztalyban bevezetésre kerul a terjedelem, majd az atlagtol valo eltérés mérésének
sziukségessége, néhany ilyen mérészam, kdztlik a széras és megjelenik a valdszinlségi
kisérletek elvont végrehajtasa, tehat amikor nem feltétlenul hajtunk végre kisérleteket, hanem
azokat teoretikusan, idealizalt korulmények kozott végezzuk el. A tanuldk megismerkednek a
.Klasszikus” valoszinlségi modellel, tehat amikor minden elemi esemény (csak véges sok!)
egyenld valdszinliséggel kdvetkezik be. Ekkor alkalmazni lehet a valoszinliség meghatarozasara
a mindenki altal jol ismert
valoszinliség = kedvezd esetek szama / 6sszes esetek szama formulat. Nem keverendd a
hasonlo relativ gyakorisag formulaval.
Az egyes események valdsziniségeinek meghatarozasa mar nem csak leszamlalassal, hanem
kombinatorikus formulak segitségével is torténhet. Sok-sok példan keresztil el kell sajatitani a
binomialis eloszlasra vezetd visszatevéses mintavételbdl szarmazd egyes események
valészinlségeinek kiszamitasi modjat. Ennek az eloszlasnak a fontossaga a nagy szamok
torvényében csucsosodik ki, mivel az egymasutan végzett kisérletek modelljeként vezethetd be.
Mas eloszlasok, mint az egyenletes, illetve a visszatevés nélkulli mintavételezésbdl szarmazoé
hipergeometriai eloszlas is megjelennek, illetve egyéb kombinatorikus uton kiszamithato
valészinliségek.
Erdemes felhivni a figyelmet a feladatkittizék altal igen kedvelt ,sztenderd” megoldasi
eljarasokra: ilyenek az egyes esetek osztalyokba sorolasa, parokba rendezése,
valamint az esemény tagadasanak (komplementerének) meghatarozasa.
(hallgatotol példak)
12. osztaly: A szoras kiszamitasanak kulonb6z6 maddjai, azok értelmezése, kulonbozé konkrét
eloszlasok esetén, valamint a binomialis (és a hipergeometriai) eloszlas szérasa altalanos esetben
(utobbi csak kiegészit6 anyag!). Tovabbi kitekintésként megjelenhetnek a folytonos eloszlasok
koézul a normalis eloszlas, kulondsen akkor, ha mas targyakhoz kothet6 grafikonokat is elemeznek
az érakon.
(hallgatotol példak)



3. Az iskolai tananyag megalapozasa az egyetemi el6adasokon

Az egyetemi el6adasok és gyakorlatok jelentés mennyiségi elméleti hatteret adnak diszkrét
allapotteri stacionarius atmenet-valdszinliségl Markov-lancokhoz, valamint egyéb folytonos
eloszlasu valdszinlségi valtozokhoz.

Részletesen targyalja az el6ado és a gyakorlatvezetd a kovetkezd eloszlasokat: karakterisztikus,
egyenletes, binomialis, hipergeometriai, Poisson, negativ binomialis, illetve a folytonos eloszlasok
kozul az egyenletes, exponencialis, gamma és normalis eloszlasokat.

Bevezetésre kerll a varhaté érték és a szoras elméleti fogalma, azok kiszamitasi médjai és
tulajdonsagai.

Része még az anyagnak a korrelacio, a linearis regresszio, a Markov-, Csebisev-egyenlétlenség,
a nagy szamok gyenge torvényei, a Moivre-formula, valamint statisztikabol a becsléselmélet és a
hipotézisvizsgalat alapjai.

Ezek — hasonl6an a tobbi egyetemi kurzushoz — azt szolgaljak, hogy a tanarnak atfogobb,
mélyebben kiterjed6 tudasa legyen, melynek magassagabdl jobban atlatja a targy struktuarajat,
felépitésének Iépéseit.

Irodalom:
[PJS] Palfalvi Jézsefné: Matematika didaktikusan. Typotex Kiadé Budapest 2000. 148-166. o.,
URL: http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tkt/matematika-didaktikusan/ch05.html
Ajanlott irodalom:
[BNT] Bognarné-Nemetz-Tusnddy: Ismerkedés a véletlennel. Tankonyvkiadé, Budapest, 1980
Nemetz Tibor: Valdszinliségszamitas, Typotex kiadd
Nemetz Tibor — Wintsche Gergely: Valdszinlségszamitas mindenkinek, Polygon kiad6 1999
[VO1] Vancsé Odon (szerzd és szerk.): Matematika kézikdnyv. 26. és 27. fejezetek Akadémiai Kiadé 2010
[VO2] Vancsé Odon: Lesz-e olyan pillanat, amikor minden tancos ,halott”? K6MaL 2003. oktéber
URL: http://www.komal.hu/cikkek/2003-10/vancso/vancso.h.shtml
[VGVQ] Velkeyné Grétzy Alice - Vancsé Odén: Hany liveg lidit6t kell atlagosan venniink, hogy 6sszegy(jtsiik mind a 6 kiilénbdz6
kupont? Raabe tudastar, 2002



11. A tanitas tervezése.
Matematikai tantervek, pedagogiai alapelvek, oratipusok, killonb6zé munkaformak
(kooperativ médszerek, projektiv médszerek). Differencialt foglalkozasok tervezése.

Az oktatasi folyamat tervezése — lebonyolitasa — értékelése
Tipp: Gondoljon ki egy konkrét tervet és érzékeltesse a tervezés, lebonyolitas és az
értékelés kbzti kblcsbnhatast! Egy tanegységet egy kivalasztott modell szerint strukturaljon.
Esetleg egy tanegységet legalabb ket kivalasztott modell szerint strukturaljon és a
Strukturakat hasonlitsa 6ssze!
IDEALIS ELKEPZELES F(VAN) = KELL
REALITAS F*(@(VAN)) = y*(KELL)
1. Atervezés funkcioi
Az 6ra
e szakszer(iségének biztositasa
(Nehogy elfelejtkezzlink fontos és ésszerl dontésekrdl.)
o ellenérizhetéve tétele
(Annak vizsgalata, hogy a tervezés soran hozott dontések a kivant eredményekhez
vezettek-e.)
e ismételhetbvé tétele
(A szamitogép szerepe mindebben)
2. Atervezés elemei (Kormodell: mindig szem elétt tarthatjuk az 6sszes szempontot)

Szak, téma,

o tartalom,
Folérendelt Problémak,
szempontok feladatok

képzési cél,
tanterv

Didaktikai
és
pedagodgiai

A tanulék
fejlettséqi
- szintjének

felmérése
Kilsé feltételek
felszereltség, révid

és hosszutavu
hatasok

Alap- munka-
és szocialis
formak,

maodszerek

Az oktatas
folyamatanak,
Iépéseinek
tervezése

Média, tanulasi
és tanitasi
eszkdzok

3. Atervezés szintjei
Tanterv: folérendelt célok, normak, tanévi és tagabb attekintés
Tanmenet: a tananyag elrendezése, a fogalmak, eljarasok, tételek logikai halgja;
célok, idébeosztas, média, stb
Heti terv: attekinthetd id6tartam (1-3 hét) tartalom, idé és modszer szerinti tervezése
Napi terv: osztaly, tantargy, idépont, téma, célok, a tartalom strukturalasa (inditas,
motivavio, fontos tanulasi Iépések, szocialis és munkaformak, media,



ismétlési, illetve rogzitési fazisok, hazi feladatok, utbgondozas
megbeszélések a vezetétanarral, ...
Egy 6ra terve
4. Részletes tervezeés
4.1 Feltételek, korulmények
Subjektiv: tudati (kognitiv), szocialis, érzelmi (emocionalis), motorikus feltételeinek
feltarasa, illetve biztositasa: a szikséges ismeretek, jartassagok és készségek
mozgositasa
Objektiv: az iskola, osztaly, tanulo lehet6ségei, technikai felszereltség, évszak, napszak,
hosszutavu és rovidtavu hatasok (computer, bejaras, ...)

4.2 Célok
Mit akarunk elérni?
Kognitiv célok, ismeretek, szakmai célok, tartalmi célok, eszk6zhasznalati célok,
képességek és jartassagok
Erzelmi, beallitddasi célok
Nevelési célok, pedagogiai célok, szocialis célok, értékrend, pszichomotorikus célok

A szakma, a tartalom, a tanulécsoport, a tantervi irdnyelvek altal indukalt iranyok,
globalis és finom célok (NAT tanulasi és ellenbrzési kdvetelmények)

Mirél ismerszik meg az eredményesség?

A célokat ismerjék meg a tanuldk — Mit? Miért? Hogyan?

4.3 Szakmai elemzés

A SZAKMAI

téma
tartalom,
probléma

STRUKTURA ELEMZESE

vizsgalati

maodszerek,
hagyomanyok,
preferenciak

belsd tagolas,
felépités,
kapcsolatok

Pre- pedagdgiai szakmai elemzés

szakszerlség, szakismeret

A tartalom nemcsak egy tananyag, hanem egy miveltségi terulet része!
Pedagogiai szakmai elemzés

A szaktudomany és a tanuld kozotti kozvetités pedagodgiai és didaktikai eszkozei.

4.4 Didaktikai elemzés — a tervezeés centruma

A komplex tananyag mely részei keriiljenek a kbzpontba, melyeket lehet kiegészité
tartomanyba sorolni? (Alap — Kiegészitd)

Jelentésége a tanuldk jelenlegi és jovdbeni élete szempontjabol?



Mesterpélda a téma, a fogalom, a médszer szempontjabol?

A cél eléréséhez milyen modszereket kell a tanuloknak (meg)ismerni?

Milyen tudati, érzelmi, szocialis, motorikus ... szintrél indulnak a tanulok?

A didaktikai elemzésbdl vezethetbk le az 6ra alapjat adé konkrét tanulasi célok.

4.5 Modszertani elemzés

A modszerek passzitasa a tartalomhoz, célokhoz, feltételekhez
(»A kOzvetités eszkdzrendszere®)

A tananyag és a diak taldlkozdsanak optimalizalasa
(pedagdgiai és didaktikai szempontokbdl korulhatarolt mértékben).

A célok, a tartalom és a mdédszerek szoros kapcsolatban kell, hogy alljanak!!!.
(tanulaspszichologiai szempontok elsérendisége, pl. kul. érzékszervekre hatni,
stabilitas, ...)

Mdédszerek variacidja (munka- és szocialis formak, globalis, média, segédanyag)

Az 6nallé dontési és tevékenységi képességet fokozatosan erdsiteni.

4.6 Az ora lefolyasanak terve

Az oktatas idébeli kereteit szabja meg, az egyes Iépéseket folyamatta fogja dssze.

Kis és nagylépéses oktatasi modszer (a szakmai rendszer és a tanulasi torvényszeriiségek

hatarozzak meg a szakaszolast)

Tajékoztatni kell a tanulokat a legfontosabb 1épésekrdl. (Informalé inditas).

Az ora lefolyasi terve segit abban, hogy a tanar a konkrét torténésekre figyeljen,

észrevegye a terv hidnyossagat, elére nem latott nehézségeket.

Technikailag egyszer( és attekinthet6 forma javasolt.

A felesleges kotottségeket keruljuk.

Egy lehetséges tagolas
Feltételek
Az 6ra a heti tervben, az osztaly helyzete, adatai, munka- és szocidlis viszonyok
Feltételezhetd ismeretek, érdekl6dés, a tanarhoz valo viszony
Az egyes tanulok
Szervezeti keretek: felszereltség, id6keretek, Glésrend ...
Szakmai elemzés
A szakmai rendszer - tartalom, téma, probléma
Didaktikai elemzés
Tantervi el6irasok
A tanuldk szempontjai- a téma jelenlegi és jovébeli jelentésége
Az anyag formai és tartalmi elrendezése
Célok
Moédszertani elemzés
A valasztott médszer
oktatasi-, munka-, megbeszélés- und szocialis formak
Alternativak, lehetséges tanulasi nehézségek és a megfelels segitség, differencialasi kinalat, média,

segedeszkozok
Lefolyas
Irodalom (1 — hasznalt, 2 —-Kolleganak, 3 — tanulénak)
Mellékletek
Feladatlapok
Tablakép

Példak oraszerkezetekre
l. 1. . V.
Inditas Rahangolas Problémafelvetés Inditas
Célok Problémafelvetés A probléma strukturalasa | Motivacio
Ravezetés Kidolgozas Problémamegoldas Elmélyités
Kidolgozas Transzfer Ertékelés, elmélyités Ismétlés
Gyakorlas Lezaras Altalanositas Osszefoglalas
Rogzités Kitekintés Alkalmazas
Lezaras




Formai minta

Szalc Osztaly Datum

Tanegyseg

Téma

Célok Media

Szocialis és

5 Tervezett lépések
1d9 P munkaformak

Meggondolandok:

A tervezési és szituaciofliggbd kompetenciak kapcsolata
Elemenkénti — szintetizal6 haladas (sajat példa)
Egységes — elemzd haladas (sajat példa)

Improvizalas szukségessége — egy szituaciot leirni

NAT, kerettantervek. Kompetencia alapu kerettanterv és programcsomag.
URL: www.oh.hu és http://www.sulinet.hu/tart/cikk/S/0/35423/1
http://kerettanterv.ofi.hu/



http://www.sulinet.hu/tart/cikk/S/0/35423/1

12. Ellendrzés, értékelés a matematikaoktatasban

Mérélapok (diagnosztikus, formativ és szummativ), kompetenciamérések, vizsgak. Hazai és
nemzetkozi mérések.

[AA2] 178-179 és 187-197. oldal, [OKM], [EK], [AP] 83-69. oldal.

1. Mit mérink, értékeliink?

o tudasszintet (készségek és jartassagok szintjét is beleértve) — megfelel-e és milyen
mértékben felel meg a tanterv kdvetelményeinek, elegendé-e a tovabbhaladashoz.

Ezek a kdvetelmények a tanitasi folyamat konkrét szintjeihez kétédnek, ahhoz, hogy a
gyerek milyen iskolatipusban, hanyadik osztalyban milyen témakort tanul.

e kompetenciat (a kompetencia jelentését lasd alabb)

A kompetencia mérése alapvetben fuggetlen attdl, hogy a gyerek milyen iskolatipusba,
hanyadik osztalyba jar. Azt méri, hogy egy gyerek egy teruleten milyen szinten all a
kompetencia “idealisként”, 100%-ként megallapitott kritériumahoz képest.

Mi a matematikai kompetencia?

A matematikai kompetencia alapvetéen ismeretek, készségek és képességek egyuttese, amely
ezeken kivil még a hozzajuk kdtédd motivumokat és attitliddket is magaban foglalja. Osszetett
fogalom, ot f6 0sszetevébdl, és sok kisebb komponensbdl all, melyeket az alabbi tablazatban
O0sszegeztlnk.

Készségek Szamlalas, szamolas, mennyiségi kovetkeztetés,becslés, mérés,
mértékegységvaltas, szoéveges-feladat megoldas

Gondolkodasi rendszerezés, kombinativitas, deduktiv kovetkeztetés,

képességek induktiv kovetkeztetés, valoszinlségi kovetkeztetés

Kommunikacios érvelés, bizonyitas, relacidészokincs, szovegértés,

képessegek szovegertelmezés

Tudasszerz6 térlatas, térbeli viszonyok, abrazolas, prezentacio,

képességek problémaérzékenység, probléma-reprezentacio,
eredetiség, kreativitas, problémamegoldas

Tanulasi képességek | metakognicio, figyelem, rész—egész észlelés, emlékezet,
feladattartas, feladat-megoldasi sebesség

Fabian Maria, Olasz Tamasné, Lajos Jozsefné, dr. Vidakovich Tibor: Matematika
kompetenciatertilet
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2 _matematika/l koncepcio/matematikai_kompet
encia_fejlesztese.pdf

2. Mérés, értékelés az osztalyban

Az iskolai munkaban a mérés egyik alapvetd eszkdze a dolgozat iratasa. A dolgozatok
Osszeallitasa, értékelése a méreés céljatol fuggden tobbféle lehet:

helyzetfeltaras — a tovabbhaladashoz szlikséges, kulcsfontossagu ismeretek meglétét
ellenérzi. Pontozhatjuk, de nem osztalyozzuk. Abban a dontésben segit, hogy a
tovabbhaladas el6tt mit és milyen mélységben kell atismételniink. (Diagnosztikus értékelés)

- fejlesztés — egy-egy tudaselem feldolgozottsaganak a szintjét méri. Pontozhatjuk, de nem
osztalyozzuk. Annak megallapitasaban segit, hogy kinek van sziksége pétlasra,


http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/1_koncepcio/matematikai_kompetencia_fejlesztese.pdf
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/1_koncepcio/matematikai_kompetencia_fejlesztese.pdf

korrepetalasra, vagy esetleg az egész anyagot — egy mas megkozelitésben - ujra kell
tanitanunk. (Formativ értékelés)

lezaras, mindsités — egy-egy tanitasi szakasz vegeén elért szintet méri. Az elért eredményt
osztalyzattal is mérjuk. (Szummativ értékelés)

Mindegyik tipushoz kaphatok kész, kidolgozott mérélapok, amelyek lefedik a teljes tananyagot.
(hallgatoi pelda)

A szdbbeli felelet (nem csak feleltetés) az ellendrzés és értékelés masik, nem kevésbé fontos
terulete.

Alkalmas mindazoknak a céloknak a szolgalatara, mint a dolgozat, de elsédlegesen a formativ
értékelésre érdemes hasznalnunk. Hatranya, hogy az eredményt nehezebb szamokban
meghatarozni, elénye, hogy természetesebben beleilleszthetd a tanitas folyamataba, és
mélyebb bepillantast tesz lehetdvé.

3. Kompetenciamérések

A kompetenciamérések 2001 6szetdl kezdbdtek. A 2007/2008. tanévtdl kezd6déen minden évben
orszagosan felmérik a 6., 8. és 10. évfolyamos tanuldék korében a szévegértési képességeket és
a matematikai eszkoztudast. A mérélapok kozpontilag készllnek, és kidolgoztak egy szoftvert, ami
minden tanar szamara hozzaférhetdvé teszi az eredményeket. Osszehasonlithatja a munkajat az
orszagos atlaggal, emellett figyelemmel kovetheti az egyes gyerekek matematikai
kompetenciajanak fejlédését az évek soran.

A kompetenciamérés
e nem az adott tanévi tananyag ismeretanyaganak szamonkéréese

e az elsajatitott ismeretek alkalmazasanak képességét vizsgalja mindennapi életbdl vett
feladatok megoldasaban

e valamilyen életszerl szituacioban megjelend probléma matematizalasat, megoldasat és a
megoldas kommunikalasat kéri a matematika kilénbdz6 terlleteit érintve (mennyiségek és
miveletek; hozzarendelések és dsszefliggesek; alakzatok sikban és térben; események
statisztikai jellemzéi és valdszinlisége).

A kompetenciamérések talan legfontosabb célja a fejlesztés kozéppontu tanitas tdmogatasa. A
készségek, képességek fejlédése ugyanis tdbbéves folyamat, amelynek soran minden gyerek a
maga Utemében juthat el a fejlettség egyre magasabb szintjeire, és amihez folyamatos, témakon,
tanéveken, iskolafokozatokon ativel6 fejlesztésre van szikség.

A kompetenciamérések segitenek abban, hogy a tanarok kdvethessék, hogy egy-egy kompetencia
fejlesztésében, az optimumként megallapitott kritériumhoz képest hol tart a tanuld, az osztaly, az
iskola, az orszag az értékelés idépontjaban. ,Megtudhatjuk tovabba, hogy mit kell még tenni,
mekkora utat kell még bejarni az optimalis hasznalhatdsag kritériumanak eléréseig. Ezt nevezik
diagnosztikus kritériumorientalt értékelésnek.”

http://www.kir.hu/okmfit/ : készség és képességmerés

A legfontosabb, un. kulcskompetenciakhoz tehat megallapitottdk a 100%-os teljesitésnek a
kritériumat. és a mérések soran azt mérik, hogy ennek hany szazalékaval rendelkezik. Ennek
megfeleléen a gyerekek egy-egy kompetenciaban elért fejlettségi szintjét 6t kategériaba soroljak:

el6készitd, kezdd, halado, befejezb és optimum.
(hallgatéi példa)


http://www.kir.hu/okmfit/

4. A matematika érettséqi vizsga

Az érettségi kdvetelményeit két szinten hataroztak meg:

kozépszinten a mai tarsadalomban tajékozodni és alkotni tudé ember matematikai
ismereteit kell megkdvetelni, ami elsésorban a matematikai fogalmak, tételek gyakorlati
helyzetekben vald ismeretét és alkalmazasat jelenti;

az emelt szint tartalmazza a k6zépszint kdvetelményeit, de az azonos médon
megfogalmazott kovetelmények kdrében az emelt szinten nehezebb, tobb oOtletet igényl6 feladatok
szerepelnek. Ezen tulmenéen az emelt szint kdvetelményei kdzott specialis anyagrészek is
talalhatok, mivel emelt szinten elsésorban a fels6oktatasban matematikat hasznald, illetve tanuld
diakok felkészitése torténik.

A vizsga formaja kozépszinten irasbeli, emelt szinten irasbeli és szobeli.
A matematika érettséqi vizsga altal értékelt és mért legfontosabb teruletek:

logikusan gondolkodas

allitasok, bizonyitasok szabatos megfogalmazasa;

szamolasi technikak, becslési készség, az onellenbrzés igénye

statisztikai gondolatok megértése, felhasznalasa, a fliggvény- vagy fliggvényszeri
kapcsolatok értelmezése

sikbeli és térbeli szituaciok abrazolasa, kapcsolédd szamolasok;

e tanult ismeretek alkalmazasa mas teruleteken;

e gyakorlati kérdésekhez kapcsolodd modellalkotas, problémamegoldd stratégiak
alkalmazasa;

e matematikai segédeszkdzok (fuggvénytablazat, zsebszamoldgép, szamitdgép) célszeri

alkalmazasa;

Az emelt szinten a felsoroltakon kivil mért tovabbi terlletek
e a fels6foku matematikai tanulmanyokhoz szikséges alapok;
e hipotézis, sejtés, bizonyitott allitds megkulonboztetése;
e kombinativ készség, kreativ gondolkodas;

A feladatsor dsszedllitasakor az alabbi tartalmi aranyok az iranyadok:

¢ Gondolkodasi modszerek, halmazok, logika, kombinatorika, grafok 20%
Aritmetika, algebra, szamelmélet 25%
Flggvények, az analizis elemei 15%
Geometria, koordinatageometria, trigonometria 25%
Valoszinlségszamitas, statisztika 15%

A részletes tartalmi kovetelmények megtalalhatok pl. a kovetkezd cimen:
http://www.oh.gov.hu/letolt/okev/doc/erettsegi_40 2002_201201/matematika_vk.pdf

(hallgatoi példa)

5. Nemzetkdzi mérések

Orszagunk a hazai kompetenciamérések mellett tdbb nemzetkdzi mérésben is részt vesz
melyeket az OECD (Organisation for Economic Co-operation and Development/ Gazdasagi
Egyuttmikodési és Fejlesztési Szervezet), illetve az IEA (International Association for the
Evaluation of Education Achievement — Tanuléi Teljesitmények Vizsgalatanak Nemzetkozi
Tarsasaga) szervez.



e PISA (Programme for International Student Assessment) méréseket az OECD szervezi.
Haromévenként rendezik meg a 15 éves korosztaly szamara. Haromféle miveltségteriletet
vizsgalnak (szbvegértés, matematika, természettudomany) melyek kézil egy mindig
hangsulyosabb szerepet kap.

A vizsgalat soran els6sorban nem az iskolai tananyag szamonkérése a cél, hanem annak
felmérése, hogy a tanuldk megalljak-e helyuket a mindennapi életben, képesek-e tudasukat
hasznositani, Uj ismereteket befogadni és azokat alkalmazni.

e ATIMSS-vizsgalatokat (Trends in International Mathematics and Science Study) az IEA
szervezi. Négyévenként felmérik a 4. és 8. évfolyamos tanuldk teljesitményét a matematika
és a természettudomanyok tertletén.

A felmérés fontos részét képezi a kulonbozé hattéradatok gydjtése pl. a tantervek tartalmarél és
azok megvaldsulasardl, a tanarok felkészultségérdl, a rendelkezésre allé forrasokrol.
http://www.oh.gov.hu/orszagos-nemzetkozi/nemzetkozi-meresek

(Hogyan szerepelt Magyarorszag ezeken a méréseken?)



