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1. Fogalmak tanításának alapkérdései 

A fogalmak tanításával kapcsolatos módszerek, eljárások, feladattípusok. 

(AA2) 57-72.o., (SRR) 24-73.o és (PGY3) 19-47.o. 

 

Absztrakció és osztályba sorolás – szempontok, példák (Ambrus A és Skemp) 

A matematikai fogalmak tanulása  

„1. Definíció segítségével senkinek nem közvetíthetünk az általa ismerteknél 

magasabb rendű fogalmakat, hanem csakis oly módon, hogy megfelelő példák 

sokaságát nyújtjuk. 

  2. Minthogy a matematikában az előbb említett példák majdnem mind különböző 

fogalmak, ezért mindenekelőtt meg kell győződnünk arról, hogy a tanuló már 

rendelkezik ezekkel a fogalmakkal.” (Skemp)  

Fogalmak kapcsolata ( innentől AA) 

Empirikus és teoretikus fogalomképzés – példák 

Fogalom tartalma és terjedelme – példák 

Fölérendelt, alárendelt és mellérendelt fogalom – példák 

Fogalmak fajtái: 

 Tárgyi fogalmak – példák 

 Reláció-fogalmak – példák 

 Műveleti fogalmak – példák 

Fogalmak osztályozása:  

Egy fogalom terjedelmének részhalmazokra bontása a következő feltételek mellett: 

 A felosztás egy meghatározott lényeges tulajdonság, jegy alapján történik. 

 A részhalmazok közül bármely kettőre teljesül, hogy nincs közös elemük. 

 A kapott részhalmazok egyesítése az eredeti halmaz (a fogalom terjedelme). 

 A fogalom az osztályozás során keletkezett fogalmak legközelebbi fölérendelt 

fogalma 

Fogalmak definiálása 

A definíciók szerkezete, definíciók fajtái: 

 Definiálás a (legközelebbi) fölérendelt fogalom és a megkülönböztető 

tulajdonság(ok) alapján – példák 
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 Genetikus definíció (a fogalom keletkezése alapján) – példák 

 Rekurzív definíció – példák 

 Konvencionális definíciók (szimbólumokkal) – példák 

 Közvetett definiálás axiómák segítségével – példa 

Leírás, magyarázat, példákon keresztüli absztrakció  

 (Életkori sajátosságok figyelembevétele) 

Követelmények definíciókkal szemben: 

 Teljesség 

 Ellentmodásmentesség 

 Nem lehet körbenforgó  

 Pontos, egyértelmű 

 Szimbólumok használata esetén mindkét oldalon szerepelnie kell ugyanazon 

szimbólumnak 

 A meghatározó részben csak már (alapfogalmak és) definiált fogalmak 

szerepelhetnek 

 A definíció (lehetőleg) ne tartalmazzon felesleges elemeket 

 A definiált objektum egyértelmű legyen 

 A definícióban szerepelnie kell a meghatározandó fogalomnak 

( A definíció rendszerint egy olyan mondat, melynek állítmánya az, hogy „nevezzük”.) 

Fogalmak tanítása 

 Fogalmak elsajátítása (mikor sajátított el egy tanuló egy fogalmat) 

 Induktív út, előnyök, hátrányok (AA és Pólya) – példák 

 Deduktív út, előnyök, hátrányok – példák 

 Konstruktív út – példák 

 (Analógiák szerepe (Pólya)) 

Fogalom megerősítése, rögzítése, a fogalmak tanulásával, tanításával kapcsolatos 

feladattípusok – példák 

A szkéma fogalma, a tanulásban játszott szerepe, asszimiláció és akkomodáció – 

példák (Skemp) 



2. Bizonyítások tanításának alapkérdései 
Érvelési, indoklási, bizonyítási típusok. Tételek megsejtését szolgáló eljárások. Prematematikai 
indoklások, szemléletes utak és szemléletes bizonyítások, ezek átvezetése a precíz matematikai 
bizonyításba. Bizonyítási stratégiák. (Ambrus jegyzet 73-106. o.,) 
 
A bizonyítások jellemzői az általános- és középiskolában:  

- a bizonyítások elfogadása egy szociális folyamat, melynél a tartalmi megértés legalább olyan  
fontos szerepet játszik, mint a formális kritériumok, 

- a matematikai gondolkodási folyamatok legalább olyan fontosak, mint a matematikai 
eredmények,  

- a matematikai tartalom hangsúlyozása a formalizmus helyett. 
A tanulók bizonyítási igénye és a bizonyítások befogadásának képessége erősen függ 
az életkortól és a tanuló matematikai gondolkodásmódjától is! 

A bizonyítási tevékenység feltételezi a tanuló részéről a következtetési képességet és az 
absztrakt fogalmakkal való műveletek végzését. Piaget szerint a gyermek gondolkodása több 
fokozaton át jut el a formális szintig (műveletek előtti szakasz, konkrét műveletek szakasza, 
formális műveletek szakasza). A formális műveletek végzésére általában 12-13 éves korban 
lesznek képesek a tanulók. Ezek alapján a legtöbb országban 6., ill. 7. osztályban fordulnak elő 
először explicite bizonyítások. Ez az időszak a konkrét műveletekről a formális műveletekre való 
áttérés periódusa, a szemléletes még jelentős szerepet játszik. Ezért is van jelentősége az ún. 
prematematikai bizonyításoknak, melyeknél konkrét, materiális objektumokkal való manipulálás, 
illetve a matematikai tényállások, kapcsolatok szemléltetése képek, vázlatok segítségével fontos 
szerepet játszanak (tartalmi, szemléletes bizonyítások). 

Argumentációk, indoklások, bizonyítások     
A nemzetközi matematikadidaktikai szakirodalomban egy szélesebb értelemben vett 

bizonyításfogalmat használnak. A szigorúan vett bizonyítások mellett egyre inkább előtérbe 
kerülnek - főként az alsóbb osztályokban - az argumentációk, indoklások.  

A nem formális bizonyítások szükségességét a matematikaoktatásban az alábbi didaktikai 
elvek is hangsúlyozzák: 

- fokozatosság elve,  
- a reprezentációs szintek variálásának elve,  
- a szemléltetési eszközök variálásának elve,  
- spiralitás elve,  
- operatív elv. 

Prematematikai bizonyítások       
Semadeni (1976) szerint egy prematematikai bizonyítás bizonyos konkrét cselekvésekből 

áll, melyek:  
- először mint konkrét fizikai cselekvések kerülnek realizálásra (tárgyakkal végzett cselekvések, 

képek rajzolása, ábra alapján történő okoskodás stb.),  
- ezt követi egy interiorizációs folyamat (a cselekvés belső, szellemi elvégzése),  
- végső fázis az általánosítás (a tanuló biztos abban, hogy a felhasznált módszer nemcsak 

néhány konkrét esetben igaz, hanem minden olyan esetben, amelyre az állítás vonatkozik).  

BIZONYÍTÁSOK TANÍTÁSI FÁZISAI 
A bizonyítások tanítása során négy fázist különböztetünk meg:  

1. tételek megsejtése; 
2. bizonyítási ötlet megtalálása;  
3. bizonyítási stratégiák, módszerek alkalmazása;  
4. bizonyítás rögzítése, leírása: reflexió.  

Az egyes fázisok a gondolkozás során gyakran nem különülnek el egymástól, és a 
sorrendjük is cserélődhet.  

Tételek megsejtését szolgáló eljárások, bizonyítási ötlet megtalálása 

- Tételek megfordítása  
Pl.: Pitagorasz tétele és megfordítása;  



párhuzamos szelők tétele és megfordítása;  
oszthatósági szabályok, stb. 

- Analógia 
 Az analógiás következtetés olyan gondolkodási művelet, amely alkalmazásakor két vagy 
több jelenségnek, dolognak bizonyos tulajdonságokban, viszonyokban, struktúrában való 
megegyezése alapján más tulajdonságban, viszonyban, struktúrában való megegyezésüket is 
sejtjük.  
Pl.: Síkgeometriai tételek térbeli megfelelői. 

- Általánosítás  
 Egy szűkebb osztály elemeire vonatkozó összefüggést analógiás következtetés segítségével 

átviszünk egy ezen osztályt tartalmazó tágabb osztály elemeire.  
Pl.: Pitagorasz-tétel  és  cosinustétel;  

9-cel való oszthatóság tízes számrendszerben  és (g - 1)-gyel való oszthatóság g alapú 
számrendszerben; stb. 

- Indukció  
 Induktív következtetésnek nevezzük azt az eljárást, amikor valamely osztályon (halmazon) belül 

az egyes esetekből az általánosra következtetünk.  
Pl.: Konkrét szerkesztésekből a magasságpont létezésének megsejtése;  

sorozat általános tagjának megsejtése, stb. 

- Számítási feladat megoldása, elemzése  
Pl.: Konkrét teljes négyzetté alakításokból a másodfokú egyenlet megoldóképletének 

megsejtése, stb. 

- Szerkesztési feladat megoldása, elemzése  
Pl.: Thalesz tétel; párhuzamos szelők tétele, stb. 

- Egy geometriai konfiguráció elemzése  
Pl.: Húrnégyszögtétel, stb. 

- Algebrai tételek megsejtése és bizonyítása geometriai szemléltetés alapján  
Pl.: Kéttagú összeg négyzete; két pozitív szám számtani és mértani közepe közötti összefüggés, 
stb. 

 

Bizonyítási stratégiák, módszerek       

Egy A ⇒ B szerkezetű tétel bizonyítása során a tétel A feltételét és az adott elmélet már ismert 
tételeit, definícióit, axiómáit fölhasználva helyes logikai következtetések segítségével kell eljutni a 
tétel B következményéhez. Ez a lépéssorozat gyakran hosszú, bonyolult. Ezért is célszerű a 
tanulók számára tudatosítani bizonyos stratégiákat, melyek alkalmazása megkönnyíti a 
következtetési lánc megtalálását.  
 

Az iskolai gyakorlatban bizonyítási előforduló módszerek:  
Direkt bizonyítások 
 Például történhet így a szinusz tétel; oszthatósági szabályok; stb. igazolása. 
Teljes indukciós bizonyítások 

A természetes számokon érvényes (vagy természetes számokon érvényesre vissza-
vezethető) állításokra működik. Az indukció Peano axiómáján alapul. De az iskolában a 
szemléletre építünk! 

 A bizonyítás két dolog belátásából áll: 
I. Állításunk a szóbajövő legkisebb természetes t számra (általában, de nem kizárólag 

a 0-ra vagy az 1-re) igaz; 
II. Ha az állításunk egy természetes számra igaz, akkor a rákövetkezőre is igaz. 

(Öröklődés.) 
I. és II. teljesülése esetén az állítást minden t-nél nem kisebb természetes számra igaznak 
tekintjük. 



Például történhet így összegzési formulák igazolása; kombinatorikai problémák megoldása, 
stb. 

 Indirekt bizonyítások 
Logikai alapok  

1. Ellentmondás törvénye: A ˄ A mindig hamis.  
2. A harmadik kizárásának törvénye: A ˅  A mindig igaz.  

Az indirekt bizonyítási módok kérdésében a nemzetközi matematika-didaktikai szakirodalom nem 
egységes. A sokféle logikai variáns miatt itt egy didaktikai szempontokon alapuló osztályozást  
mutatunk be. 

1. Direkt kipróbálás. 
Lehetetlenségi állítás esetén az összes szóba jövő eset kipróbálása, és annak 
megmutatása, hogy egyik sem valósulhat meg.  
Pl.: Bizonyítandó, hogy a H={1,2,3,4,5} halmaz nem bontható fel két olyan részhalmazra, 
hogy mindkét részhalmazban csak olyan számok szerepeljenek, melyek különbsége nincs az 
illető részhalmazban! 

2. Létezési állítások igazságának megmutatása. Belátjuk, hogy a nem létezés lehetetlen. 
Például történhet így a skatulyaelv alkalmazása. 

3. Általános állítás hamisságának megmutatása ellenpélda segítségével. 
Például történhet így a valós számok körében a (a+b) 2 ≠ a 2+ b 2   igazolása, stb. 

4. Általános állítás igazságának, létezési állítás hamisságának igazolása logikai következ-
tetések segítségével.  

 

Az indirekt bizonyítások típusai: 

Kontrapozíció 

 Formulával: (A ⇒ B) ⇔ ( B ⇒  A) 
   A kontrapozíció módszere gyakran fordul elő a matematika-oktásban. Például:  
      a) Fogalomazonosítás;  
      b) Kontrollmódszerek: 

- dimenziópróba  
 Egy fizikai mennyiségre vonatkozó formula mindkét oldalán azonos dimenziónak kell 

szerepelnie.  
- szimmetriaelv  
 Ha egy egyenletrendszerben a változók szerepe szimmetrikus, akkor a megoldások 

is mutatják ezt a szmmetriát. 
- függvénytulajdonságok felhasználása  
 Egyenletek megoldása során gyakran könnyű egy megoldást találni. Az egyenlet két 

oldala által meghatározott függvények tulajdonságai alapján meg lehet mutatni, hogy 
nem létezik több megoldás. 

„Reductio ad absurdum”  
„Lehetetlen dologra való visszavezetés.” A bizonyítandó állítás tagadásának felhasználásával 
ellentmondáshoz jutunk. 

a) Ellentmondás az indirekt feltevésnek; formulával: ( A ⇒ A) ⇒ A   
Például a „végtelen sok prímszám létezik” állítás Euklidesz-féle bizonyítása. 

b) Következtetés egy állításra és annak tagadására; formulával:   [A ⇒ (B ˄  B)] ⇒  A   
Például történhet így a „nem létezik szabályos rácsháromszög” állítás bizonyítása.  

c) Ellentmondás a tétel feltételének  
Például történhet így annak bizonyítása, hogy „ha hét pont úgy helyezkedik el egy 
egységsugarú körben, hogy bármely kettő távolsága legalább 1, akkor egyik pont 
egybeesik a kör középpontjával”. 

d) Ellentmondás egy ismert tételnek, definíciónak, axiómának; formulával:   

[(A ˄  B) ⇒ (C ˄ C)] ⇒ (A ⇒ B), ahol C jelöli az ismert tételt. 
Például történhet így annak bizonyítása, hogy egy pozitív valós szám és a 
reciprokának összege mindig legalább 2. 



Elimináció módszere 
Ha egy állítás matematikai objektumok olyan halmazára vonatkozik, amely például A,B és 
C részhalmazokra bontható és az állítás szerint a C részhalmaz elemei rendelkeznek egy 
bizonyos tulajdonsággal, ezt úgy is megmutathatjuk, hogy kizárjuk az A, illetve B 
halmazokat.  

Formulával: [(A ˅ B ˅ C) ˄ ( A ˄  B)] ⇒ C  
Például történhet így annak bizonyítása, hogy ha egy háromszögben a2 > b2 + c2 teljesül,  
akkor az a oldallal szemközti szög nagyobb, mint 90°, azaz a háromszög tompaszögű. 

Tanulói problémák az indirekt bizonyításokkal kapcsolatban   
A legtöbb tanuló direkt, illetve konstruktív módon gondolkodik, önmagától, tanári segítség 

nélkül ritkán folyamodik indirekt módszerhez. 
Az indirekt bizonyítás lényeges pontja az ellentmondáshoz jutás. Az ellentmondást mint olyat 

viszont fel kell ismerni, ami stabil tudást kíván meg a tanulóktól. 
A problémák megoldásánál hiányzik a tudatos stratégiaválasztás. A legtöbb tanuló spontán lát 

hozzá valamit csinálni a feladattal kapcsolatban. 
A tanulók nem ismerik azokat a stratégiákat, melyek elvezethetnek a megoldási ötlethez.  

Javaslatok az indirekt bizonyítások tanításával kapcsolatban  
Már az alsó tagozaton lehetséges és kell is olyan feladatokat kitűzni, melyek indirekt 

okoskodást kívánnak.  
Alapvetően fontos a „feltétel” és „következmény” világos megkülönböztetése. Ez különösen 

akkor okoz gondot, ha a tétel nem „Ha ..., akkor ...” formában van megfogalmazva.  
Az állítások tagadásának képzése állandó, folyamatos feladat.  
A prematematikai bizonyítások között is forduljanak elő indirekt bizonyítások.  
Az indirekt bizonyítások bevezetésére aritmetikai példák általában alkalmasabbak, mint a 

geometriai példák.  
Tudatosítani kell a tanulókban, hogy az indirekt bizonyítási módot gyakran célszerű alkalmazni 

a következő esetekben:  
- tételek megfordítása;  
- létezési és „nem létezési” állítások igazolása;  
- olyan állításoknál, melyek következmény részében a „nem” szó előfordul; 
- olyan állításoknál, melyeknél kevés a megkülönböztetendő eset (pl. háromszög: hegyes-

szögű, derékszögű, tompaszögű; egész szám: páros, páratlan; egy pont elhelyezkedhet 
egy körön belül, a körön, a körön kívül; stb.);  

- amikor az egyéb módszerek alkalmazása nem járt eredménnyel.  
 
Irodalom 

Ambrus András: Bevezetés a matematika didaktikába. Egyetemi jegyzet. ELTE Eötvös Kiadó, 2004 
Lakatos Imre: Bizonyítások és cáfolatok. Typotex Kiadó 1998 
Pólya György: A gondolkodás iskolája. Gondolat Kiadó Budapest, 1969. 
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3. A matematikatanulással kapcsolatos reprezentációs elméletek.  
Bruner reprezentációs elmélete, duálkód-elmélet, az emberi agy aszimmetriái. A belső és külső 
reprezentációk, ezek típusai, példák különböző matematikai területekről. [AA1], [BJ] 72-106. o. 
 

idézetek 
Pólya György: „nem szabad semmi olyat elmulasztani, aminek valami esélye van arra, hogy a diákokhoz közelebb hozza a 

matematikát. A matematika nagyon absztrakt tudomány – éppen ezért nagyon konkrétan kell előadni.”  

Konfucius: Hallom és elfelejtem. Látom és megjegyzem (emlékszem rá. Csinálom és megértem.  

www.KaganOnline.com:  The more ways we teach, the more people we reach   

And, the more ways we reach each    

And, the more deeply what we teach will reach  

Minél többféleképpen tanítunk, annál több embert érünk el,  

És minél többféleképpen érjük el őket,  

Annál mélyebben fogják elsajátítani, amit tanítunk.   
 

A matematikai információkat – fogalmakat, törvényszerűségeket, eljárásokat, elveket – különféle formákban 

reprezentálhatjuk. A külső reprezentációk (megfigyelhető, látható, hallható, észlelhető, manipulálható) 

fajtái: tárgyi, képi (vizuális) és szimbolikus. A belső reprezentációk (kódolás, emléknyomok) az agyunkban 

létrejövő idegsejt kapcsolatok, hálózatok. A hatékony tanulás alapfeltétele a lényeges információk pontos 

kódolása, tárolása és előhívhatósága. Az agykutatás legújabb eredményei felhívják a figyelmet a többfajta 

kódolás szükségességére, előnyeire.  

A matematikai gondolkodás nagyon komplex tevékenység, amelyben agyunk különböző területei vesznek 

részt: elsősorban a frontális és halánték lebenyekben zajlik a komplex matematikai gondolkodás, de amikor 

a matematikai problémákat vizualizáljuk a vizuális kortex is közreműködik. A matematikai készségek 

erősen nyelvfüggők, így komplex olvasási teljesítményekre van szükség, amelyben a Broca és Wernicke 

agyterületek vesznek részt.  
 

1. Példák külső reprezentációkra (saját példa kell!) 

      Reprezentációs szint          ENAKTÍV  

KONKRÉT MANIPULATÍV 

TÁRGYI MATERIÁLIS  

IKONIKUS  

KÉPI 

VIZUÁLIS  

SZIMBÓLIKUS  

Matematikai fogalom Tapasztalatgyűjtés, megfigyelés (verbális és mat.) 

TERMÉSZETES SZÁM kupacolás ötösével,  

öt darab golyó, és egyéb halmazok,  

üres halmaz 
     

     

öt,V, 5, (12-7), lg 100000 

Ív a matematikában (maradékos 

osztás, prím, prímtényezőre bontás, 

lnko, lkkt, euklideszi algoritmus, 

stb.) 

TÖRTSZÁM  
Osztozkodás, elfelezés, torták, gyümölcsök 

felosztása, szétosztása, egyforma szeletek, 

arányos osztozkodás 

 

        

 

fél, egy osztva kettővel, kétfelé 

osztva, egyketted, 
2

1
,

4

2
 0,5, 

számkörbővítés, racionális számtest 

 

EXPONEN- 

CIÁLIS  

FÜGGVÉNY  

Tengeri barna alga a megfigyelés kezdetekor 

1 m hosszú. Hetente megkétszereződik a 

hossza. Vizsgáljuk az idő és a hossz kap-

csolatát a megfigyelési idő alatt.  

grafikon  

 

f(x) = 2x 

fN: NN, 

fQ: QQ, limesz, mon. 

f: RR, 

ELTOLÁS  Egy szekrény eltolása, vonat a síneken, 

óriáskerék  

Eltoltak felismerése, indoklása,  

szerkesztések eltolással   vektorok, transzformáció-csoportok, 

fixelemek 

Tv
    

 

2. Áttérés egyik reprezentációról a másikra (saját példa kell!) 

A hatékony, rugalmas tanulás, problémamegoldás fontos feltétele egyik reprezentációról a másikra való áttérés. A külső 

reprezentációs táblázatunkban az exponenciális függvénynél a szituáció szöveges leírása, grafikon és képlet szerepel. Konkrét  

összetartozó értékeket könnyen tudunk alkotni az megadott információk alapján, azaz táblázatot is tudunk szerkeszteni.  

 

http://www.kaganonline.com/
http://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=F%C3%A1jl:Triangle.Centroid.svg&filetimestamp=20060318175805
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Szituációk 
Képek és szöveges 

leírások 

Táblázatok Grafikonok Képletek 

Modellalkotási készségek 

Mérés 
Ábrázolás 
grafikonnal 

Kapcsolat leírása 
szimbolikusan 

In
te

rp
re

tá
c
ió

s
  

k
é
s
z
s
é
g
e
k
 Táblázatok Olvasás  

Pontonkénti 
ábrázolás 

Képlet illesztése 
az adatokhoz 

Grafikonok Értelmezés Leolvasás  
Képlet illesztése 

a grafikonhoz 

Képletek 
Paraméterek 
észrevétele 

Számolás Ábrázolás  

 

3. Belső reprezentációk (saját példa kell!) 

Észlelési memória: Érzékszerveink segítségével felfogott külső információk, pillanatokig maradnak csak 

fenn, ha figyelmet szentelünk neki.  

Munkamemória: Amit figyelmünk fontosnak, érdekesnek tart, az átkerül az un. munkamemóriába. 

Munkamemória agyunk azon része, amelyben a gondolkodás, problémamegoldás koncentrálódik. A 

munkamemória komponensei agyunk különböző területein lokalizálódnak. 

A hosszú távú memória tartalma lehet  

 deklaratív (explicit) tudás: szemantikus tudás a világról való általános tudást jelenti,  

 epizodikus tudás az időben lefolyó, helyhez kötött eseményeket, mint sztorikat jelenti.  

 nem deklaratív (implicit) tudás: procedurális tudás a kognitív, motoros, valamint az észleléssel 
kapcsolatos jártasságokat jelenti.  

A kondícionálás lehet klasszikus (feltétlen) és instrumentális (feltételes)  
 

A munkamemória szerkezete Baddeley szerint (tájékoztató) 

CENTRAL EXECUTIVE 

KÖZPONTI SZABÁLYOZÓ 

 

 

Rehearsal 

ismétlés 
 ismétlés  

Rehearsal 

ismétlés 

     

Fonológiai tár belső beszéd  Epizodikus tár  
Képi-téri tár 

belső szem 

Beszéd alapú információk 

tárolása 

(tárolás, fenntartás 

transzformálás)  

Kiejtési eljárások  

Egységek ismétlése a 

közvetlen előhívás, kimondás 

céljából 

 

Integrálja a beszédalapú 

és/vagy vizuális divergens 

információkat a két 

alaprendszerből és a 

hosszútávú memóriából 

 

Specializálódott a téri és/vagy 

képi kódolásra vizuális/képi 

információk tárolása, 

fenntartása, transzformálása  

Vizuális képzeleti feladatok  

Téri, vizuális kereső 

feladatok 

 

Központi szabályozó  

(Supervisori Attentional System, Kontrollált figyelem)  

Funkciói: tervezési folyamatok, ellenőrző és döntési folyamatok megindítása és szabályozása, következtetések, 

nyelvi megértés, ismétlés segítségével az információk átvezetése a hosszú távú memóriába, kódolt információ 

megfejtése, áttérés egyik (rész)feladatról egy másikra 

 

Nehézségek a munkamemóriával kapcsolatban  

1. Funkcionális rögzöttség: képtelenség egy ismerős objektum, fogalom új módon való felhasználására: 

2x + 4 csak algebrai szempontból való tekintése 

2. Beállítódás: Merev ragaszkodás egy bevált megoldáshoz, még ha létezik egy egyszerűbb módszer is.  

3. Sok tanuló munkamemóriája könnyen zavarba hozható, a nem releváns, tévútra vezető információkat 

nem tudják elnyomni.   

4. Egyénenként nagy különbség van a munkamemória kapacitását illetően. (Osztálytanítás csak 

kismértékben tud igazodni e tényhez)  
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Reprezentációkkal kapcsolatos elvek  
1. Paivió kettős kódolás elmélete szerint az információ két memóriarendszerben raktározható el: egy 

képszerű (vizuális) és egy jelentésen alapuló (verbális) rendszerben. Olyan verbálisan, szimbolikusan 

közvetített információk, amelyeket a befogadó (tanuló) jól el tud képzelni magának vizuálisan, könnyebben 

megtanulható. A vizuális képzelet lehetősége (egy szó konkrétsága) a legszorosabban összefügg könnyebb 

megtanulhatóságával.  

2. Dolgozzuk fel a matematikai tananyagot háromféle reprezentációs szinten!  

Törekedni kell az új matematikai ismeretek feldolgozásánál a konkrét- manipulatív, képi és szimbolikus 

reprezentációk párhuzamos használatára lehetőleg minden korosztálynál. Tanulási problémákkal küzdő 

tanulók számára elengedhetetlenül szükséges lehet a manipulatív eszközök használata. A helyzetet árnyalja, 

hogy a tanulók tanulási stílusa jelentősen eltérhet egymásétól: lehet inkább verbális, absztrakt vagy inkább 

vizuális, konkrét jellegű. A különféle reprezentációk alkalmazását a matematika tanulásában, tanításában 

nagyon gondosan kell tervezni és végrehajtani. Előfordulhat, hogy egy tanuló a manipulatív dolgokkal, mint 

olyanokkal jól tud bánni, de nem látja a kapcsolatukat a kívánt matematikai műveletekkel, fogalmakkal. A 

hatékony alkalmazás elérése lassú folyamat, ezért sok tanár inkább csak a szimbolikus műveletek 

megtanulását szorgalmazza, anélkül, hogy a tanulók számára lenne egy képi, konkrét háttér, amely számukra 

a szimbolikus műveletek értelmét megvilágítja.  

3. Tanítsunk mindkét agyfélteke számára!  
Hámori József Az emberi agy aszimmetriái c. könyvében részletesen elemzi a bal illetve jobb agyfélteke jellemzőit. Kutatásai és a 

nemzetközi kutatási eredmények összegzése alapján arra a következtetésre jut, hogy az emberek 85 %-ánál az illető agyféltekére 

dominánsan jellemzőek az alább felsorolt tulajdonságok  

Bal félteke Jobb félteke 

beszéd, nyelvhasználat néma, látó,térmanipuláló 

szekvenciális, digitális egyidejű, analóg 

logikus, analitikus szintetikus, holisztikus 

algebrikus geometrikus, intuitív 

intellektuális ösztönös 

konvergens divergens 

következtető képzelőerő, kreativitás 

racionális irracionális 

absztrakt (gondolkodás) tárgycentrikus (gondolkodás) 

realisztikus, objektív impulzív, szubjektív 

humorérzék nincs humorérzék 

irányított szabad 

időérzék időtlen 

 

A tanároknak törekedni kell olyan matematikai órák tartására, melyek sokkal több jobb agyfélteke 

használatot kívánnak, mivel sajnos a  „hagyományos” matematikaoktatás balfélteke orientált.  
 

4.Gazdag fogalomképzet (concept image)  

Shlomo Vinner izraeli  matematika didaktikus vezette be a fogalomképzet (concept image ) elnevezést a 

matematikadidaktikai szakirodalomban. Fogalomképzetnek nevezzük a fogalom nevéhez kapcsolt teljes 

kognitív struktúrát, mely tartalmazza a vizuális reprezentációkat (képek, diagramok, grafikonok) mentális 

képeket (belső kapcsolatokat), konkrét tapasztalatokat, konkrét példákat, élményeket, tulajdonságokat, 

eljárásokat.  
 

5.Előhívást segítő jelek, címkék, események  

Ha a matematikai információ feldolgozásához egy esemény, kép kapcsolódik, akkor ezek a teljes információ 

felidézését is elősegíthetik. Egy jó ábra a megfelelő bizonyítást „beindíthatja”. A teljes ábra segít áttekintést 

nyerni a teljes bizonyítási folyamatról.  Egy sztori a megfelelő fogalom felidézését ösztönözheti. 

Tapasztalataink szerint például a tengeri barna algás történet az exponenciális, logaritmikus fogalmakat 

aktivizálhatja.  
 

Saját példa kell tárgyi, képi reprezentációk használatára  
I. Egész számok összeadása és kivonása 

Piros és kék korongok használata  
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Ez a modell lényegében a vagyon – adósság modell egyszerűsített, konkretizált változata. Kék és piros korongok állnak a 

tanulók rendelkezésére. A kék korong +1 eurót, 1 piros korong -1 eurót jelent. A tanulók konkrét tevékenység révén 

modellálják az egész számok összeadását és kivonását, az összeadás a megfelelő színű korongok hozzáadását jelenti, míg a 

kivonás az elvételét. Az elején rögzíteni kell, hogy egy piros és egy kék korong kiegyenlíti egymást, a „vagyonunkhoz” 

akárhány piros-kék párt hozzátehetünk, vagyoni állapotunk nem változik.  

Például a 2- (-3) kivonást modellezhetjük a következőképpen. Van két kék korongunk, ahhoz, hogy elvehessünk 3 piros 

korongot, 3 kék-piros korongpárt kell hozzátennünk, így végrehajtható lesz az elvétel, az eredmény (+5) lesz, hiszen 5 kék 

korongunk marad.  

Tapasztalatok szerint az oktatásban korongok rajzolása szerepel csak. Bár ez a tevékenység is konkrét, de lényegében a 

konkrét koronghasználat képi kódolását jelenti, ezért némelyik tanulónak a valódi koronghasználat is szükséges. Mindig 

rögzíteni kell a képi reprezentáció mellett a szimbolikus műveleteket is.  

 

II. Az első n pozitív egész szám összege  

Geometria módszer az első n pozitív egész szám összegképletének meghatározására  

                                             
Algebrai módszer (a geometriai módszer analógiája) 

Írjuk fel kétszer egymás alá az első n tag az összegét! Először egytől n-ig, majd n-től egyig  

 

           
 

Az egymás alá került tagok alkossanak egy párt! Mivel soronként n db szám van, ezért a párok száma is n, és észrevehető, 

hogy mindegyik pár összege (n + 1). A teljes összeg pedig ennek n-szerese, vagyis n(n+1) lesz. Mivel minden szám kétszer 

szerepelt, az összeget még felezni kell.  

 Megjegyzések 

1. Fiatalabb tanulóknál szükség lehet konkrét, tárgyi tevékenység, azaz színes papírnégyzetek használata.  

2. Az algebrai módszer lényegében a vizuális (konkrét) megoldás kódolása szimbolikusan.  

3. Számoknak megfelelő számú egységnégyzetet feleltetünk meg, az összeget az egységnégyzetek száma fogja jelenteni. 

Sok tanulónak nem egyszerű áttérni a területre a számok összegéről.  

4. Sok tanuló a téglalapok oldalainál a teljes hosszúságot, mint egy számot adja meg. Ahhoz, hogy általánosítani lehessen, 

az ábrán látható módon a tevékenységre kell ráirányítani a figyelmet, a lépcső fordított helyzetű ráhelyezésével az utolsó 

tagra az első tag kerül. (7 + 1 illetve n + 1 a függőleges oldal)  

 

[AA1] Ambrus András: A konkrét és vizuális reprezentációk használatának szükségessége az iskolai matematikaoktatásban. Lásd 

a Matematikadidaktikai fórumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.html 

[BJ] Bruner, J. S.: Új utak az oktatás elméletéhez. Gondolat Kiadó, Budapest, 1974. 
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4. A problémamegoldó gondolkodás fejlesztése, feladatorientált matematikaoktatás. 

Problémamegoldási stratégiák, heurisztikus elvek, algoritmikus gondolkodás. Feladattípusok, problémavariációk. 

[AA2] 107-123. o., [PGY1], [PGY2] 

A kidolgozás elsősorban [AA2]-ra támaszkodik, mert a könyv alapként felhasználja a másik két említett irodalmat. 

A probléma fogalmának többféle meghatározása; alapjai: ismert eszközök kombinációja ismeretlen kimenetelű 

kérdések megválaszolására, gondolkodás; eszközei a motiváció, szakismeret, kíváncsiság, szellemi rugalmasság, 

tudatosság, pontosság. 

A problémamegoldási képesség fejlesztésének alapfeltételei  – Claus szerint: ismeretszerzés, divergens 

gondolkodásra ösztönzés, rutinszerű gondolkodás visszaszorítása, kérdezés igényének kialakítása, problémafelvetés 

ösztönzése,  szaknyelv fejlesztése,  önálló gondolkodás igényének kialakítása, heurisztikus stratégiák kialakításának 

ösztönzése, reflexiók és diszkussziók ösztönzése. 

A problémamegoldási folyamat modelljei (A pólya-féle modell alapján):  

1. a feladat megértése,  

2. terv készítése,  

3. a terv megvalósítása,  

4. a megoldás vizsgálata.  

(Pólya-modell, Pólya-modell kiegészítve, ismeretek, magatartási minták, Mason-féle modell, problémemegoldási 

séma) A Pólya-féle modell finomítása, lépésekre bontása. 

Problémamegoldási stratégiák, heurisztikus elvek, kontrollmódszerek, gyakorlati megvalósítás 

Egy konkrét példán történő bemutatás: (Saját példa kell!) 

Oldjuk meg az 

              

         

egyenletrendszert! 

Algebrai megoldás: Vegyük észre, hogy a második egyenlet az elsőnek a 6-od része.  

(Ismert eszköz, korábbi tapasztalat.)  

Ebből kiindulva próbáljunk meg a két egyenlet alapján olyan szorzatalakot felírni, amely 0-val egyenlő – így 

következtethetünk a megoldásokra. 

                     . 

Innen 

                        . 

Több megoldási lehetőség is leolvasható ebből az alakból:            , ami valóban megoldás,  

illetve ezek valamelyikét a többi ismeretlen 0 értékével kombinálva vagy maga az        , amelyeknek 

viszont egyike sem megoldás.  

(Heurisztikus gondolat, nincs rá garancia, hogy megoldást kapunk, illetve hogy minden megfelelő számhármas 

megoldás)  

(Diszkusszió)  
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Van-e másik megoldás, és ha igen, azt hogyan kaphatjuk meg?  

Mindegy, hogy mi az a másik (vagy több másik) megoldás, amit keresünk, felírhatjuk az ismeretleneket  

6              alakban. Ezekre a második egyenlet miatt           . Az elsőbe behelyettesítve pedig:  

          
             

            
      

amiből pedig – felhasználva az eddigieket – valóban következik, hogy nincs más megoldás. 

Szisztematikus meggondolás, javítás: Azt már láttuk, hogy arra kevés az esély, hogy egy szorzatot kapjunk a bal 

oldalon, míg a jobb oldalon nullát, de arra még lehet remény, hogy a bal oldalon valós kifejezések négyzetösszege 

(korábbi ismeretek), a jobb oldalon nulla szerepeljen. Ennek megfelelően csak akkor lehet nulla a bal oldali kifejezés, 

ha minden tag külön-külön nulla.  

Mivel tudjuk, hogy a megoldás            , ezért az                       kifejezés – vagy ehhez 

hasonló – lenne megfelelő. Hogyan érhető ez el? Mivel a konstans tagok összege itt          , illetve a 

kétszeres szorzatok sem használhatók (          ), jobb lenne, ha a négyzetek valamilyen pozitív 

szorzótényezővel szerepelnének. (A pozitív együtthatókra azért lesz szükség, hogy valamely valós szám négyzeteként 

gondoljunk rá.)  

Az a sejtésünk, hogy az 1, 2, 3 együtthatók alkalmasak lehetnek. 

                                                    

ami átalakítva 

                                    

ahogy arra számítottunk. 

Geometriai interpretáció:  

Az első egy origó középpontú ellipszoid egyenlete, a második egy sík. A metszetük ellipszis (speciálisan kör, illetve 

elfajuló esetben pont) lehet. A sík a koordinátatengelyeket a (0,0,11), (0,11,0), (11,0,0) pontokban metszi.  

Jelen példában az ellipszoidot érinti a sík a (6,3,2) pontban. 

 

Irodalom 

[AA2] Ambrus András: Bevezetés a matematika didaktikába. Egyetemi jegyzet. ELTE Eötvös Kiadó, 2004 107-123. o.,  

 

Ajánlott irodalom 
[PGY1] Pólya György: A gondolkodás iskolája. Gondolat Kiadó Budapest, 1969.  
[PGY2] Pólya György: A problémamegoldás iskolája I-II. Tankönyvkiadó Budapest, 1967-1968. 
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5. tétel: Matematikai modellalkotás az oktatásban, alkalmazásorientált matematikaoktatás.  
Matematikán kívüli problémák matematikai modellezése, néhány alkalmazás ismerete. [AG1], 
[AG2], [VÖ3], [TB] 

1. A matematikai modell fogalma 
A modell szó többféle értelemben használatos, lehetséges jelentései például a következők: 
- valamilyen alapeset (standard), esetleg példa, amely utánzásra, összehasonlításra szolgál; 
- valamilyen épület, szerkezet stb. kicsinyített változata (makett);  
- személy vagy tárgy, aki (amely) alapján művészeti alkotás készül;  
- állítások, kapcsolatok rendszere, amely eleget tesz bizonyos axióma rendszernek.  

A matematikai modell valamely szituáció részleges matematikai reprezentációja, amely a 
modellezési folyamat során jön létre. A modellezés vagy modellalkotás során valamilyen − 
többnyire matematikán kívüli − problémát vagy kérdést oldunk meg úgy, hogy matematikán belüli 
kontextusba helyezzük azt. A probléma matematizálásának módja sokszor bonyolult és nem 
lineáris folyamat. Az elkészült modell és a valóság egybevetése gyakran szükségessé teszi a 
modell módosítását, esetleg teljes elvetését.  
A modell és a létrejöttéhez szükséges modellezési folyamat szoros kapcsolatban van egymással, 
és elmondható, hogy maga a folyamat éppolyan fontos (néha talán még fontosabb is), mint 
eredménye, a modell. 
Összegezve a következő meghatározást vehetjük alapul: 
A matematikai modell egy elméleti séma, amelynek tanulmányozása megkönnyíti az adott 
jelenség, szituáció megértését és vizsgálatát.  

2. A modellezés folyamata 
A  modellezési folyamat leírására többféle ábra készült már, mostanában leginkább a következő 
használatos: 

  
Blum és Leiß, 2006 

Az első lépés a szituáció megértése, ekkor készül el a szituációs modell. 
A továbbiakban a modellezés folyamatában csak ez vesz részt, vagyis az a „valóság”, ahogyan a 
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tényleges szituációt megértettük, értelmeztük.  
Folyamatból való kilépés nincs jelezve, ezzel is utalva arra, hogy szükség esetén a ciklus akár 
többször is végrehajtható; ha már az eredmény elfogadható, akkor fejeződik be.  
A hangsúly a folyamaton van,  

 aminek segítségével elkészül egy (több) modell, és  

 a modell(ek) alapján számítások végezhetők az adott szituációra vonatkozóan.  
Ezeket értékelve, összevetve, az adott szituáció esetére átgondolva, figyelembe véve a 
meghatározott feltételeket, adunk végül (lehetséges) választ a feladatban megfogalmazott 
kérdésre.  

3. Példa modellezésre: Vízparti séta (saját példát kigondolni!) 
Béla bácsi és unokája Lili a parton sétálgatnak. Megszámolták, hogy Lili átlagosan 70 lépéssel 
tudja megtenni a tölgyfa és a fenyőfa közötti utat. Béla bácsinak ehhez körülbelül 30 lépés kellett. 
Béla bácsi 180 cm magas.  
Mekkora lehet a két fa távolsága? Hány éves lehet Lili?  

A példában szereplő szituáció egyszerű, érdekessége, hogy nagyon különböző szintű megoldások 
készíthetők aszerint, hogy milyen modellt alkotunk a kérdéses távolság és életkor becslésére.  

Megoldás a modellezési ciklus alapján (általános iskola negyedik osztálytól):  
1. Megértés Egyszerű szituáció, nem okoz gondot 
2. Egyszerűsítés, 

valós modell, 
készítése 

Ha ismernénk a nagyapa lépéshosszát, akkor a kislány lépésének 
hossza és a két fa távolsága is számítható lenne.  
Mi befolyásolja a lépéshosszat? 
- kor, 
- magasság, 
- mindkettő.  
Hogyan befolyásolják ezek a lépéshosszat?  
Egyszerűsítés:  
Feltesszük például, hogy a nagypapa és a kislány egyaránt közel 
egyenletes lépéshosszal sétál. 
Mérés alapján a nagypapa lépéshossza kb. 80 cm lehet (ehhez 180 
cm körüli magasságú férfiak lépéshosszának átlaga is vehető, vagy a 
mérések alapján a „legjobban valószínű” érték). 

3. Matematikai modell A két fa távolsága nagypapa lépéshosszának 30-szorosa.  
Lili lépésének hossza pedig a fák távolságának 70-ed része.  

4. Számítások a 
modellben 

A két fa távolsága 2400 cm = 24 m. 

Ebből Lili lépésének hossza  34 cm. 
5. Értékelés és 

egybevetés a 
valósággal 

A kislány lépéshossza körülbelül egy 5-7 éves kislányénak megfelelő. 
 

Az értékelés és a megfontolás magasabb évfolyamokon kibővíthető:  
Ha a lépéshossz egyenesen arányos lenne a testmagassággal, akkor az előbbi értékek alapján 
irreálisan alacsony érték adódna a kislány magasságára: 30∙180/80 = 76,5 cm. Ez a magasság 
jellemzően 1 éven aluli gyermek magassága lenne, aki viszont nem képes 34 cm-es 
sétalépésekre. Ezek szerint érdemes lenne a magasságon kívül más tényezőket is figyelembe 
venni a lépéshossz megállapításához. (Ettől most eltekintünk, mert  bonyolítaná az eljárást.) 
További lehetőség: több 180 cm-es férfi lépéshosszának megmérése és átlag számítása. 
Feltehető, hogy a nagypapa és a kislány fogják egymás kezét, és akkor valószínűleg hatással 
vannak egymás haladására - például úgy, hogy a kislány szaporázza a lépteit, hogy együtt 
haladhasson a nagypapával, ekkor idősebb kislány is szóba jöhet. Az is az egyszerűsítések közé 
tartozik, hogy ettől eltekintünk. Ennek alapján a kislány életkorára és magasságára igen eltérő 
eredmények is adódhatnak. 
Jól látható, hogy a feltételek alapján elkészített modellben számolva a kapott eredmény csak a 
figyelembe vett feltételek között érvényes (validálás). 



3 
 

4. A modellezési feladatok legfontosabb jellemzői  

 Nyitottság  
Míg a hagyományos feladatok többsége zárt, a modellezési feladatok meghatározó tulajdonsága, 
hogy nyitott. Nyitott feladatokról akkor beszélünk, amikor a feladat megadásánál a kiindulási 
állapot, a célállapot vagy a kettőt összekötő megoldási mód nem előre tisztázott. (Egy feladat zárt, 
ha a kiindulási és a célállapot, illetve a megoldási mód is egyértelműen meghatározott.) 

 Komplexitás 
A valóság általában bonyolult, összetett, így ha a modellezéshez le is egyszerűsítjük, illetve több 
ponton egyértelművé is teszünk benne egyes részleteket így is „komplex” marad a szituáció. Azaz 
általában többféle ismeretre (matematikai és nem matematikai) és többféle eljárásra lehet szükség 
a modellezési feladatok megoldásához. 

 Valóságközeliség 
Bármennyire is életszerű egy feladat, azért a valóság általában más. Részben azért, mert a 
valóságos világ túl összetett ahhoz, hogy ezt az iskolában teljes bonyolultságában vizsgáljuk, 
részben azért, mert sok jelenség a szakemberek számára is csak „közelítőleg” vizsgálható, 
elemezhető. A modellek feltételeinek (érvényességének) meghatározásával az adott szituáció 
tovább „távolodik” a valós helyzettől, viszont egyben vizsgálhatóvá is válik – az adott körülmények 
között. 

 Autentikusság (valódiság, hitelesség) 
Ez  lényegében azt jelenti, hogy témájuknál és a szükséges ismeretek (nemcsak matematikai), 
illetve a megoldásukhoz elvárt gondolkodási mód alapján az adott korosztrály számára 
megfelelőek.  
Van olyan elképzelés is, ami az autentikusságot a téma és a korosztály megfelelésére szűkíti le. 

 Problémaközpontúság 
Mint már szerepelt is az eddigiekben, probléma megoldása valamilyen akadály leküzdését is 
jelenti. A modellezési feladatok esetében már a kezdetekkor számos kérdés tisztázásra vár, nem 
lehet rutinszerűen eljárni.  Előfordul, hogy egy nagyobb probléma kisebb részproblémákra 
bontásával tudjuk megoldani a feladatot. 

5. A modellezési feladatok alaptípusai  
A modellezés céljától függően különböző típusú modelleket hozhatunk létre: 

a) Leíró:  célja egy jelenség leírása, leképezése;  

 példa: például egy híd alakjának leírása parabola segítségével 

b) Normatív (előíró): célja a folyamatok adott körülmények között történő végbemenetelének 
megadása illetve előírása;  

 példa: A Newton féle lehűlési törvény képlete  

c) Előrejelző: célja, hogy meg tudjunk jósolni valamit;  

 példa: hogyan alakul a villamos energia ára a következő 10 évben? 

d) Magyarázó: célja magyarázat adása, a (jobb) megértés elérése;  

 példa: miért nem merülsz el a vízben, ha csónakázni mész a Balatonon? 

Természetesen előfordulhat, hogy egy-egy modellnek többféle célja is van, így akár több 
kategóriába is beletartozhat.   

6. Iskolai alkalmazás  
Pár, illetve csoportmunkában végezhető. Jól használható többféle kooperatív módszer is. A 
csoportok munkája megfelelő szempontok alapján értékelhető, az értékelés lehet szummatív és 
formatív.  
További lehetőség: Modellezési feladatok és kompetenciák kapcsolata 
 
Ambrus G.: Titanic a Balatonon és más modellezési feladatok matematikából középiskolásoknak, Műszaki kiadó 2012 
[AG1] Ambrus Gabriella: Gondolatok a valóságközeli matematikaoktatásról.Lásd a Matematikadidaktikai fórumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.html  

[AG2] Ambrus Gabriella: Modellezési feladatok. Lásd a Matematikadidaktikai fórumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.html 
[VÖ3] Vancsó Ödön: Matematikai modellezés nehézségei egy OKTV feladat kapcsán. Matematika Tanítása 2009, szeptember 30-34 

[TB] Tóth Bettina: Modellezési feladatok a matematikában. Szakdolgozat 2010 URL: http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/bsc_mattan/2010/toth_bettina.pdf 
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6. A számfogalom fejlesztése.  
Műveleti modellek az egész számok körében, számkörbővítés, permanenciaelv.  
 
A téma összetettségét jól kiemeli a Surányi Jánostól származó idézet:  „ha valakit megkérdezünk mekkora a kerülete 

egy 1cm oldalú négyzet csúcsain átmenő körnek, hamar megadja a választ:      cm. Ha viszont azt kérdezzük mi az 

értelme ennek a szorzatnak, mit értünk azon, hogy    -t és a    -t összeszorozni, akkor általában csak egy definíció 
merül fel, ami azonban itt semmire sem használható: „a szorzandót annyiszor veszem összeadandóul, ahányszor a 

szorzó mutatja”. Mit jelent a   számú vagy a    számú összeadandó? Ennek bizony semmi értelme sincs.” 

 
I. A téma helye és szerepe az iskolai matematikában.  
A számfogalom fejlesztése végighúzódik egész iskolai tanításunkon az alsó tagozattól az 
érettségiig. Az egymásra épüléssel egyidejűleg szerteágazó kapcsolódásokkal köti össze a 
különböző iskolai témaköröket.  

A tanítás különböző szintjein egyaránt fontos szempont, hogy támaszkodjunk a korábbi 
szinteken szerzett tapasztalatokra: a felső tagozaton építsünk az alsó tagozatból hozott 
ismeretekre, a középiskolában az általános iskolai ismeretekre. Az intuitív 
benyomásokat és a konkrét tevékenységek tapasztalatait felhasználva kell a fogalmi 
szintet felépíteni. (A tervezés tétel alapján) 

 
II. A számkör felépítésének elvi menete, kulcsfogalmai. 
Pozitív egész számok, egész számok, racionális számok, valós számok értelmezése. Műveletek 
értelmezése, tulajdonságaik.  
A pozitív egész számok bevezetése halmazokkal és axiómákkal. Számkörbővítés, műveletek 
értelmezése a bővített számkörökben (egész számok, racionális számok) a permanencia elv 
alapján. (Kapcsolódó témák: ellentett, abszolút érték, relációk, függvények, egyenlőtlenségek, 
oszthatóság, teljes indukció, algebrai struktúrák.) 

Módszertani szempontok: a definíciók és tételek tartalmának szemléletes, konkrét 
tevékenységen alapuló modelljeinek ismerete.(Tételek és definíciók tétel) 

 
III. Bő vázlat 
1. A pozitív egész számok 
Értelmezés: Absztrakció ekvivalens véges halmazok közös tulajdonságából. Számlálás: véges 
halmazok elemeit összepárosítjuk sorra a tőszámnevekkel. Mérések, mérőszámok. Pozitív egész 
számok írása, olvasása, számrendszerek. 
Peano axiómák.  

Módszertani megjegyzés: alsó tagozatos tevékenységekből tapasztalatgyűjtés 
halmazokkal, továbbszámlálással.  

Műveletek.  
Módszertani megjegyzés: az összeadás és a szorzás többféle modellel, konkrét 
példákban a megfelelő számkörben, már a legelejétől kezdve a tanult számkörben. 
(Összeadás: összesítés, hozzátevés, stb.; szorzás: rendezett elempárok pl. színezések, 

azonos tagokból álló összeg). 
Összeadás:  
A + jel már az alsó tagozaton is többféle jelentéssel bír (hozzáadás, összeadás, előjel, ...).    
Az összeadás értelmezése és tulajdonságai a halmazok egyesítésének tulajdonságaira 
vezethetők vissza. A hozzáadás matematikai leírása a Peano axiómákra épül. 
Szorzás:  
Az ismételt összeadásként és halmazok direkt szorzatával is értelmezhető és  
levezethetők a szorzás alaptulajdonságai is.  
Összekapcsolva: a+b=b+a, a∙b=b∙a,  (a+b)+c=a+(b+c) és (ab)c=a(bc) és (a+b)c=ac+bc, a(b+c)=ab+ac 
mindkét irányban. 
Kiterjesztés, teljes indukció: azonosságok kiterjeszthetők több tagra, illetve több tényezőre.  
Megállapodások: zárójelek használata, műveleti sorrend, „egytagú” összeg, „egytényezős” szorzat, ... 
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Pozitív egész kitevőjű hatványozás értelmezése, az alapazonosságok igazolása az összeadás és a 
szorzás azonosságainak alkalmazásával, kezdetben konkrét példákon. A hatványozás nem 
kommutatív, nem asszociatív, de például (a∙b)

c
 = a

c
∙b

c
. 

 
2. A kivonás, mint a hozzáadás inverze.  
Az a+x=b vagy a b+y=a egyenletek megoldhatóságának vizsgálata a pozitív egész számok körében. 
Ha létezik ilyen x pozitív egész szám, akkor a b - a szám a b és az a számok különbsége,  ha létezik 
ilyen y pozitív egész szám, akkor az a - b az a és b különbsége. A kettő közül legfeljebb az egyik 
létezik. Ha a=b, nem létezik, egyébként pontosan egy. A kivonás azonosságai konkrét tapasztalatok 
alapján.  

Módszertani megjegyzés. konkrét példák: mennyivel egészítettük ki, mennyivel több?, stb. 

kérdések felvetése a tanult számkörökben, szemléletes példák, játékok a kivonás 
azonosságaira a megfelelő számkörben, már a legelejétől kezdve. 

 
3. Egyenlőtlenségek 
A kivonás elvégezhetősége alapján bevezetjük az egyenlőtlenségeket.  
Az a < b,vagy b > a, ha létezik olyan c pozitív egész szám, hogy  a + c = b.   
Az a < b, a = b, a > b relációk tulajdonságai, trichotómia. (Kisebb egyenlő, nagyobb egyenlő, 
rendezés) 
Monotonitás a pozitív egészek körében: a < b,  a + c < b + c   és a < b     ac < bc. 
 
4. A maradékos osztás, ismételt kivonás 
Az osztás elvégezhetősége elvezet az oszthatósági relációhoz. Ha létezik olyan x pozitív egész 
szám, hogy a∙x = b,  akkor  azt mondjuk, hogy a osztója b-nek és x = b:a a hányados. Az osztás 
műveleti tulajdonságai. Számelméleti alapfogalmak (osztó, többszörös, oszthatósági szabályok, 
euklideszi algoritmus, lnko, lkkt, prím, ... , a prímekkel kapcsolatos érdekes kérdések).  
A négy alapművelet a pozitív egész számok körében, számolás fejben, írásban és géppel. 

MM: konkrét kérdésekkel, szemléletes példákkal a megfelelő számkörben, már a 
legelejétől kezdve. 

 
5. Egész számok, számkör bővítés 
A 0 és az additív inverz bevezetése,  az a + x = a egyenlet megoldása legyen a 0, minden a pozitív 
egészre és  legyen minden a-hoz    ,  amelyre        .   

MM: a negatív szám bevezetése konkrét modellekkel, hőmérő, mélység,-magasság, 
adósság-vagyon, ellentett fogalma, abszolút érték fogalma. Minden egész számnak van 

ellentettje és abszolút értéke, a 0 ellentettje önmaga. Az        függvényt minden 
egészre értelmezzük. 

Példa a permanencia-elv alkalmazására 
A pozitív egészek körében szerepelt: ha a  b = a + c,  akkor       . Itt megmutatjuk, hogy 
                            Tehát          .  

MM: a tanításban hosszú ez az út. Jelölési problémák: előjel és műveleti jel használata. 
Az egész számok körében az összeadás és kivonás lehetséges eseteit konkrét 
példákon modellekkel tárgyalják. Az adósság –vagyon modell lényege, hogy minden 
egész szám sokféleképpen rakható ki „adósságcédulák” és „pénzérmék” együttesével, 
így az összeadás és kivonás művelete mindig elvégezhető hozzátevéssel és elvétellel. 
Ez az egész számok pozitív egész számpárokkal történő felépítését modellezi. Egyéb 
modellek, pl.: „kisautós modell”, lépkedés a számegyenesen, stb. 

 
Szorzás az egész számok körében.  
Az előjelszabályok a permanencia elv alapján értelmezhetők. A tanításban modellekkel, pl.: adósság 
vagyon modellel; vagy pl. úgy, hogy a cx függvény értelmezését kiterjesztjük minden egészre. A 
bővített számkörben a műveletek értelmezése az azonosságok érvénybe maradása alapján egy-két 
eset megmutatható. Például megmutathatjuk, hogy a·0 = 0, minden egész a-ra.   
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A nulla  "a + 0 = a minden a-ra" definíciójából a disztributivitás felhasználásával következik, hogy   
a·0 = 0 minden egész a-ra. A szorzás előjel szabályai is megmutathatók az azonosságok értelmezési 
körének az egészekre történő kiterjesztésével. Például:             , mert           
                (Itt már felhasználtuk a 0 előzőleg megmutatott tulajdonságát.) 
 
5. A törtek bevezetése, (a multiplikatív inverz értelmezése) 
Az osztás elvégezhetősége érdekében új halmazzal bővítjük az egészek halmazát, egész 

számpárokból: Az (a:b) számpárt vezetjük be, mint a         egyenlet megoldásának,      , 
akkor is, ha nincs ilyen x egész szám, de kizárva, hogy a számpár második elem 0 legyen.  

MM .Jelölések, törtek szemléletes értelmezése többféleképpen (egyenlő részekre 
osztás, a szorzás különböző értelmezésének megfordításai.)  

Egyszerűsítés, bővítés, reciprok, műveletek törtekkel. Műveletek értelmezése a permanencia elv 
alapján. Az elvégezhető osztások eredményét azonosítjuk az egész számokkal. 
 
6. A racionális számok értelmezése a törtek ekvivalenciaosztályaiként. 
Tizedestörtek, műveletek tizedestörtekkel, becslés, kerekítés, közelítés, számolás írásban és géppel. 
Véges és végtelen tizedes törtek. A végtelen szakaszos tizedes törtek (beleértve a végeseket is) és a 
racionális számok halmazának ekvivalenciája. 
 
7. A valós számok.  
A valós számok értelmezése közelítések, határértékek segítségével, analízisbeli fogalmak 
alkalmazásával. Jelölések, elnevezések. Az alapazonosságok értelmezési körének kiterjesztése a 
műveletek monotonitásának megtartásával. Intervallumok. Gyakori előfordulások: függvények 
értelmezési tartománya és értékkészlete, egyenletek, geometriai mértékek, stb.  

MM, példák racionális és irracionális számokra − nemcsak a     vagy a π − 
tizedestörtekkel is. A műveletek elvégezhetősége, műveletek a racionális és irracionális 
számok között. 

 
8. Számossági kérdések.  
A számosság fogalma. A természetes számok halmazának számossága, mint a megszámlálhatóan 
végtelen számosság. Sorbarendezhetőség. A racionális számok halmaza megszámlálható. Az 
irracionális számok halmaza nem megszámlálható. A valós számok halmaza nem megszámlálható. 
Számosságok rendezése (hatványhalmaz). 
 
Irodalom 
[PJ1] Peller József: A számfogalom fejlesztésének szintjei az oktatási gyakorlatban. Tankönyvkiadó, Budapest 1974. 
[SJ] Surányi János: A számkör felépítése. Útközben (középiskolai matematikatanítási kísérlet) 1. és 2. kötet MTA 
 Matematikai Kutató Intézet Didaktikai Csoport Budapest 1974.  
 URL: http://dl.dropbox.com/u/100162898/pic/szemelv1.pdf 35. oldaltól 
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7. Az algebrai struktúrák az iskolai tananyagban 

 

Struktúrákról általában:  

Művelet, műveleti tulajdonságok, asszociativitás, kommutativitás, disztributivitás, egység, 

egységelem, inverz fogalma. Példákkal illusztrálva hol és milyen körülmények között bukkannak 

fel illetve szilárdulnak meg ezek a fogalmak az alap- és középfokú oktatásban.  

Félcsoport, csoport, gyűrű, test. A részstruktúra fogalma. Példa nem kommutatív struktúrára.  

 

Természetes számok: 

A természetes számok axiomatikus rendszere – Peano-aritmetika. A természetes számok algebrai 

struktúrája. Műveletek a természetes számok körében. Hogyan bővül és szilárdul meg a 

természetes számok fogalma az alap- és középfokú oktatásban. Néhány szó a természetes 

számokról, mint számosságról.  

Példák arra, hogy milyen aritmetikai állítások általánosítása vezetnek strukturális tételekhez (pl. 

Euler-Fermat tétel és ciklikus csoportok elemeinek a rendje). 

 

Egész számok gyűrűje: 

Műveletek és tulajdonságaik az egészek körében. Az egészek algebrai tulajdonsága. A 

természetes számok, az egész számok részstruktúrája.  Szöveges feladat típusok, melyek segítik 

motiválni a negatív számok fogalmát. Egyenletekről, melyeknek megoldásai az egész számok 

halmazának a részhalmazai. Néhány szó az egész számokról, mint számosságról. Az egész 

számok ábrázolása a számegyenesen, didaktikai kérdések a nem korlátos halmazok 

megjelenítéséről. Az egész számok néhány nevezetes azonossága;  

pl. mely algebrai tulajdonságból következik a „(-1)x(-1)=1”? 

 

Racionális számok teste 

Műveletek és azok tulajdonságai a racionális számok körében. Testaxiómák teljesülése. A 

rendezett test fogalma és néhány következménye. A racionális számok mindenütt sűrű halmazt 

alkotnak.  

Didaktikai kérdések, amik e halmaz számegyenesen való megjelenítéséből fakadnak. A racionális 

számok ekvivalens megfogalmazásai; (a,b) rendezett elempárokból álló halmaz, (ahol a és b 

egész számok és b különbözik nullától) és ezen a halmazon definiált műveletek.  

Egyenletek, melyeknek megoldásainak a halmaza a racionális számok halmaza.  

A racionális számok iskolai bevezetésének a fokozatai.  

Feladatok, melyek motiválják a racionális számok bevezetését. 

 

A valós számok teste 

Műveletek és azok tulajdonságai a valós számok körében. A valós test axiómái testaxiómák. A 

valós számok halmaza az adott axiómákra rendezett testet alkotnak és ennek néhány 

következménye. Irracionális számok.  

Példa néhány irracionális számra az iskolai matematikában (pl.         , irracionalitása).  

Az irracionális számok halmaza mindenütt sűrű halmazt alkot. Racionális és irracionális számok 

összegének és szorzatának eredményének racionalitása, ill. irracionalitása. Valós számok 

megjelenítése végtelen tizedes tört alakban. E decimális törtek egyértelműsége.  A racionális és 

irracionális számok karakterizációja a decimális törtek segítségével. Decimális törtek és végtelen 

sorok kapcsolata. A decimális törtekkel kapcsolatos didaktikai kérdések. A valós számok 

megjelenítése és a kontinuum fogalmának motiválása az iskolában. Egyenletek és 
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megoldáshalmazaik; példa egyenletekre, melyek megoldásai nem valós számok. Mely testaxióma 

következménye ez?  

 

Javasolt irodalom a természetes számok, egész számok, a racionális számok és a valós 

számok pontokhoz:  

Laczkovich M. T.Sós Vera: Analízis,  

Szendrei János: Algebra és számelmélet, Nemzeti Tankönyvkiadó, Bp., 1996. 

Kitekintő irodalom:  

Cut the knot! természetes, egész, racionális és valós számokkal foglalkozó oldalai: http://www.cut-

the-knot.org/ctk/index.shtml,   

Fried K. Korándi J. Török J. : Bevezetés a modern algebrába, http://www.cs.elte.hu/~kfried/tamop-

algebra3/Fried_Korandi_Torok-Bevezetes_a_modern_algebraba.pdf 

 

Maradékosztályok 

Maradékos osztás. Kongruencia reláció az egészek körében. Műveletek maradékosztályokban. 

Kongruenciák és velük való műveletek. Milyen struktúrát alkotnak, a modulus értékétől függően. 

Nevezetes tételek a kongruenciák körében. Ezek kapcsolata az iskolai számelmélet feladatokkal. 

Példa véges testre.  

Néhány feladat, amelyeknek megfogalmazása egyszerűbb a maradékosztályok nyelvén 

megfogalmazva.  

Javasolt irodalom:  

Gyarmati E.-Freud Róbert: Számelmélet Tankönyvkiadó, Bp., 1996 

Kitekintő irodalom:  

Sárközy A. : Számelmélet Bolyai-könyvek. Műszaki Könyvkiadó, Bp,  

Fried K. Korándi J. Török J. : Bevezetés a modern algebrába 

 

Szimmetrikus csoportok 

Egy n-elemű halmaz önmagára való leképezései. Permutációk, és ezek száma. A permutációk 

megjelenítése. Permutációk szorzata. Az n-edrendű szimmetrikus csoport.  Inverzió fogalma. 

Páros, páratlan permutációk. Transzpozíció. Bármely permutáció transzpozíciók szorzata. Néhány 

iskolai-szakköri feladat, ahol ilyen típusú kérdés felmerül (pl. tizenötös játék; megoldhatatlan 

pozíciók a játékban).  

Szabályos sokszögek szimmetriái. A sík kongruens leképezései és azok egymás utáni 

alkalmazásai. A síknak egy négyzetet fixen hagyó leképezéseinek a csoportja. A szabályos 

háromszöget fixen hagyó leképezései csoportjának a szorzótáblája. Példa nem kommutáló 

elemekre e csoportban.  

Milyen iskolai (pl. geometriai) feladatok kapcsolódnak e fenti csoportokhoz? 

Javasolt irodalom:  

Kiss Emil: Bevezetés az algebrába,  

Fuchs László: Algebra,  

Szabó Endre: Csoportelmélet, http://www.renyi.hu/~endre/csoportok-fizikusoknak/3.szakasz.xhtml 

Kitekintő irodalom:  

C. D. Bennett: Topspin és a szimmetrikus csoport, 

http://nyelv.fazekas.hu/fordpalyazat/include/docs/TopSpin_Dinh_Attila.pdf  

a Cut the knot! szimmetria csoporttal foglalkozó oldalai: http://www.cut-the-knot.org/ctk/index.shtml 

 

http://www.cut-the-knot.org/ctk/index.shtml
http://www.cut-the-knot.org/ctk/index.shtml
http://www.cs.elte.hu/~kfried/tamop-algebra3/Fried_Korandi_Torok-Bevezetes_a_modern_algebraba.pdf
http://www.cs.elte.hu/~kfried/tamop-algebra3/Fried_Korandi_Torok-Bevezetes_a_modern_algebraba.pdf
http://nyelv.fazekas.hu/fordpalyazat/include/docs/TopSpin_Dinh_Attila.pdf
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Vektorterek 

A vektortér fogalmának geometriai háttere. Műveletek vektortérben. Példa vektorterekre (pl. valós 

test felett, a polinomok összeadására és skalárral való szorzására nézve, korlátos intervallumon 

Riemann integrálható valós függvények halmaza).  

Alapvető fogalmak; lineáris kombináció, lineáris függetlenség, összefüggőség, generátorrendszer, 

bázis, véges dimenzió, vektortér altere. Véges dimenziós vektorterek izomorfiája.  

Lineáris leképezések és mátrix reprezentációjuk. Néhány geometriai transzformáció, mint lineáris 

leképezés.   

Euklidészi terek; skalárszorzat, a norma, távolság, és vektorok által bezárt szög meghatározása 

magasabb dimenzióban.  

Geometriai feladatok vektorgeometriai megoldása a középiskolában; néhány egyszerűbb példa. 

Koordinátageometria feladatok és euklidészi terek (egyenesek hajlásszöge, pont és egyenes 

távolsága stb.) 

Javasolt irodalom:  

Freud Róbert: Lineáris algebra, ELTE Eötvös Kiadó, Bp., 2004.,  

Fried Ervin: Algebra I., Elemi és lineáris algebra, Nemzeti Tankönyvkiadó, Bp., 2000. 

Szendrei János: Algebra és számelmélet, Nemzeti Tankönyvkiadó, Bp., 1996. 

Scharnitzky Viktor: Mátrixszámítás. Bolyai-könyvek. Műszaki Könyvkiadó, Bp. 6. kiad. 1998. 

Kitekintő irodalom: 

Wikipédia: 

http://hu.wikipedia.org/wiki/Line%C3%A1ris_algebra#Struktur.C3.A1lis_line.C3.A1ris_algebra 

Fried K. Korándi J. Török J. : Bevezetés a modern algebrába, http://www.cs.elte.hu/~kfried/tamop-

algebra3/Fried_Korandi_Torok-Bevezetes_a_modern_algebraba.pdf 

http://hu.wikipedia.org/wiki/Line%C3%A1ris_algebra#Struktur.C3.A1lis_line.C3.A1ris_algebra


8. Geometriai fogalmak kialakítása és a geometriai térszemlélet fejlesztése. 
A geometriai fogalmak fejlődésének szintjei. Szintetikus (elemi), koordináta- és 
vektorgeometria az általános és középiskolában. A térszemlélet fejlesztését szolgáló 
témakörök, módszerek és eszközök.  

 
Megjegyzés: A többi tétel idevágó részeire is gondoljanak, itt csak a specialitásokra utalunk. 
Igyekezzenek saját példát keresni és azt végigkísérni a fogalomcsírától a pontos 
matematikai szintig. 
 

8.1 A geometriatanítás céljai 
- a környező világ leírása, megértése és értelmezése 
- példa mutatása axiomatikus elméletre 
- gazdag és változatos feladatkészlet biztosítása a tanulók számára 
- megtanítani a diákokat sejtések megfogalmazására, bizonyítások készítésére, példák és 

ellenpéldák kitalálására 
- eszközt teremteni más matematikai területeknek 
- gazdagítani a tanulók matematikáról alkotott képét 

8.2 A geometriai fogalmak fejlődésének szintjei (részletesen lásd Hollai Mártánál) 
Pierre és Diana Van Hiele szerint a geometriai gondolkodás fejlődése során a következő 
(egymásra épülő, de elkülöníthető) fogalmi szintek figyelhetők meg:  
Vizuális – látvány utáni megítélés 
Elemzés – pl. alakzatfajták osztályba sorolása az alkotórészek tulajdonságainak 

figyelembevételével 
Informális dedukció – pl. a korábban felfedezett tulajdonságok kapcsolatrendszerének átlátása 
Dedukció – tételek bizonyítása 
Matematikai szigor – pl. tételek alkotása különböző axiómarendszerekben 

A szintek a gyerekek korábbi tapasztalataitól és így a tanításuk során a fogalomépítést 
szolgáló módszerektől is erősen függenek.  

Példa: A sokszögek tanításának fogalmi vonatkozásai (részletesen lásd Török Juditnál) 
A sokszögek osztályozása, Venn-diagrammok, vizuális és nem vizuális szimmetriák  

Körültekintően kell megválasztani, hogy az adott életkorban mit definiálunk, mert számos alapvető fogalmat 
igen nehéz definiálni. Például általános iskolás korban sok egyszerű sokszöget ismernek, ki tudják ezeket 
választani a síkidomok közül, de a „sokszög” szabatos definíciója (pl. véges sok háromszög egyesítése vagy a 
zárt töröttvonalas) még túl nehéz számukra. Ugyanakkor könnyen definiálhatók és vizsgálhatók a speciális 
háromszög- és négyszögfajták.  
Megérthetik a különbséget egy alakzat definíciója és egy már definiált alakzatról szóló egyéb igaz állítás között, 
vizsgálhatók logikai kapcsolatok, példa olyan igaz állításokra, melyek megfordítása nem igaz.  

8.3 Szintetikus (elemi), koordináta- és vektorgeometria az általános és középiskolában. 
(részletesen célszerű a kerettanterv és az ahhoz illeszkedő tankönyvsorozat alapján átnézni) 

A matematikai tartalom strukturálása különösen fontos a geometria tanítása során. A fogalomépítés 
folyamatában jelentős szerepet játszik az új ismeretek bevezetésének rendszere is és a problémamegoldásra 
vagy gyakorlásra szánt feladatok megválasztása is. Sokat segíthet a geometriai fogalmak megértésében, ha 
olyan tanulási környezetet teremtünk, amely gazdag nem csak a témakörön belüli, hanem a geometria 
különböző területei illetve a geometria és más témakörök közötti kapcsolatokban. 

Néhány matematikadidaktikai szempontból kulcsfontosságú fogalom 
Geometriai transzformációk  
- a transzformációk, mint függvények;  
- transzformációcsoport,  
- az erlangeni program 
Szögfüggvények és trigonometria 
Geometriai szerkesztések, a szerkeszthetőség kérdése 
Mérés és mértékek (távolság, terület, térfogat) 

a szakasz és szög mérése, kerület, felszín  
A szakaszfelező merőleges és a szögfelező közötti kapcsolat  
A tér ábrázolásai: a perspektíva geometriája, az ábrázológeometria elemei 
A sík- és térgeometria kapcsolata 
- a túl korai szétválasztás problémái 



- síkgeometriai problémák megoldása a térben,  
- térbeli problémák megoldása metszeten és vetületen 
- analógiák és különbségek sík és tér között (pl. háromszög és tetraéder súlypontja, magasságpontja) 
- analógiák és különbségek sík és gömb között  
Euklidész rendszere, egyszerűbb „más világok”, pl. kutyageometria. 

Néhány gyakori tanulói-tanári típushiba 
- a négyzet nem téglalap (paralelogramma, trapéz ...) 
- "általános" háromszög 
- "egyenlőszárú trapéz", "szimmetrikus trapéz", "húrtrapéz" elnevezések 
- "sztenderd" pozíció az egyes alakzatok ábrázolásában 
- Egy táblán vagy feladatlapon ábrázolt négyszögről hogyan dönthetjük el, hogy pl. húrtrapéz-e (stb) (nem úgy, 

hogy megmérjük vonalzóval a megfelelő szakaszok hosszát, még alacsony korosztályokban sem.) 

Híres hibás bizonyítások (pl. minden háromszög szabályos) 

8.4 A térszemlélet fejlesztését szolgáló témakörök, módszerek és eszközök 
A geometria tanítása során használunk 

 konkrét, megfogható alakzatokat, modelleket (műanyag, papír, stb), geometriai 
építőjátékokat, szöges táblát és más, akár hétköznapi eszközöket 

 átlátszó papírt, körzőt, vonalzót, ábrákat és rajzokat  

 Lénárt gömböt 

 dinamikus eszközöket (aktív tábla, számítógépes programok) 
Mindezek használata alapvetően fontos segédeszközei a geometria tanításának, de a modellhez kötött ismeret 
téves fogalmak kialakulásához is vezethet! 
A számítógépek jól alkalmazhatók szemléltetésre és tanulói kísérletekhez, tapasztalatszerzésre, 
összefüggések felfedezésére, sejtések kialakítására. A számítógép semmiképp nem pótolhatja teljesen a 
manipulatív eszközökkel, játékokkal, a hétköznapi élettel való kapcsolatok felderítésével szerezhető sokoldalú 
valódi tapasztalatokat.  

 

Irodalom 
Kerettantervek az OFI vagy a sulinova honlapon 

 http://kerettanterv.ofi.hu/ 

 Kerettanterv 1-4.évf (A és C típus)  

 http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_alsotagozat.pdf 

 Kerettanterv 5-8.évf (A és C típus)  

 http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_felsotagozat.pdf 

 Kerettanterv 9-12.évf (A és C típus)  

 http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_kozepiskola.pdf 

 Kerettanterv Szakiskola 9-10.évf. (A típus)  

 http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_szakiskola.pdf 

 Kerettanterv Kereszttantervi programcsomagok 3-12.évf. (B típus)  

 http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_matematika_b_3-12_evf.pdf 

Hollai Márta: A geometriai gondolkodás és a transzformációs szemlélet szintjei. ELTE TTK, Szakmódszertani Közlemények, V. 1972. 

Török Judit: Angol, belga, magyar és spanyol matematikatanítási hagyományok összehasonlítása. PhD értekezés,  
URL: http://dl.dropbox.com/u/100162898/torok/dissz.pdf  

Vásárhelyi Éva: A vizuális reprezentáció fontossága a matematikaoktatásban. Oktatási segédanyag.  
Lásd a Matematikadidaktikai fórumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.html  

Vásárhelyi Éva: A számítógép a matematikaoktatásban. Oktatási segédanyag.  
Lásd a Matematikadidaktikai fórumon http://mathdid.elte.hu/html/forum.html 

http://kerettanterv.ofi.hu/
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_alsotagozat.pdf
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_felsotagozat.pdf
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_kozepiskola.pdf
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_szakiskola.pdf
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/2_tantervek/kerettantervek/kerettanterv_matematika_b_3-12_evf.pdf
http://dl.dropbox.com/u/100162898/torok/dissz.pdf
http://mathdid.elte.hu/html/forum.html
http://mathdid.elte.hu/html/forum.html
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9. Az analízis elemei az iskolai tananyagban. 

A függvényfogalom fejlesztési folyamata a kezdő foktól az érettségiig.  

Elemi függvényvizsgálat. Szélsőérték-feladatok megoldásának módszerei. Végtelen 

sorozatok, sorok. A határérték szemléletes fogalma.  

 

A függvények 
     
A függvényfogalom a tantervekben, fogalomépítés, reprezentációs elméletek 
alsó tagozat: „gépes játék”, számokkal, a logikai készlet elemeivel 
felső tagozat: lineáris függvények, fordított arányosság, geometriai transzformációk, 

koordinátarendszer, növekedés-csökkenés; 
gimnázium: a függvények megadása, ábrázolása, elemi függvényvizsgálat, elemi függvények és 

néhány más függvény 
 

Folyamatosan épülő fogalmak a függvényekkel kapcsolatban 
A függvény, mint kapcsolat, összefüggés.  
A függvény, mint objektum, amivel műveletek végezhetők. 
Határérték, folytonosság, pl. a határértékfogalom szemléletes előkészítését is szolgálja, ha nem 

megyünk el szótlanul az 1/3 tizedes tört alakjának kérdése mellett, hiszen egyrészt a 
későbbiekben a sorokhoz, az improprius integrálhoz vezet az ez az út, másrészt a szigorúan 
növekedő, a határértékét soha el nem érő sorozat a kezdők számára a legjellegzetesebb 
határérték.   

A szélsőérték-vizsgálat módszerei (elemi módszerek, szemléletes megoldások, deriválás)  
A szélsőérték látszólag egészen ártatlan algoritmusok, pl. a kerekítés szabályai során 
előkerülhet. A tudatos fogalomépítés a felsőoktatási tanulmányok sikeres folytatásában is 
nagy szerepet játszhat. 

Ismeretek és képességfejlesztés 
Az analízis is hozzájárul a matematikai tudatosság fejlesztéséhez a megsejthető és bizonyítható 
állítások által: 

- függvények megadási módjai  ( pl. szabadon választható-e az értelmezési tartomány; a 
Dirichlet függvény formulával egyszerűen definiálható, de csak utalásszerűen ábrázolható, 
stb.) 

- a függvény és a függvény grafikonjának kapcsolata (a függvénytranszformációk hatása az 
egyes tulajdonságokra - páros-páratlan függvény, periodicitás, stb.)  

Problémamegoldás  

- bonyolultabb függvények ábrázolása; 
- a lehető legtágabb értelmezési tartomány megkeresése;  
- egyenletek, egyenlőtlenségek grafikus megoldása, közelítő megoldások  

Gyakorlati problémák matematikai modellezésére sok lehetőség van 

- újságcikkek grafikonjainak elemzése, adatgyűjtés, az adatok ábrázolása a különböző 
szakmákban 

Egy téma részletes kidolgozása  
- egy választott anyagrész egy órájának megtervezése, a lokális és globális célok kapcsolata, 

preferenciák, az ellenőrző dolgozat feladatainak összeállítása, az értékelés fő 
szempontjainak bemutatása 

 
Példa: A logaritmusfüggvény 
A logaritmus a gimnáziumi kerettanterv szerint (pl. olvasható a NTK honlapján) a 11. osztály tananyaga. Két fő terület 
részeként szerepel a tantervben: 

a) algebra: a hatványozás kiterjesztése, és a hatványozás „másik” inverze, a logaritmus 
b) függvények, sorozatok: exponenciális és logaritmus függvények 

Mivel a tanterv feladatokat, követelményeket jelöl ki, a témák sorrendjét viszont nem köti meg, ezért az adott iskola 
hagyományain, az egyes tanárok döntésén múlik, hogy ezt a két részt időben közelítik egymás, vagy más, e 
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témarészeket elkülönítő logikát követnek. Ettől függetlenül szükséges a logaritmus fogalmát a tanárnak is, és később 
a diáknak is egységben látnia.  
A logaritmus tanításának céljai:  

 Az egyenletmegoldó és a függvényvizsgáló képességek fejlesztése szempontjából is nagy jelentőségű, hogy 
a tanulók változatos, a tapasztalati bázisukat szélesítő, a tanult fogalmakat (pl. egyenletmegoldás és a logikai 
műveletek, nyitott mondatok; a függvények értékkészlete és értelmezési tartománya, invertálás) sokoldalúan 
megjelenítő ismereteket szerezzenek 

 A matematikai és a matematikán kívüli alkalmazás miatt az egyetemek első éves anyagában a 
függvényeknek, ezen belül a logaritmus függvénynek kiemelkedő jelentősége van. 

A logaritmus tanításának előzményei: 

 a negatív számokkal és a közönséges törtekkel végzendő műveletek, az egyenletmegoldási technikákból 
származó, általánosítható tapasztalatok a megoldáshalmazról, a koordinátarendszer alkalmazáskész 
ismerete, a függvény és grafikonja, szoros kapcsolatuk és lényegi különbségük; az állítások és a definíciók 
világos megkülönböztetésének képessége; 

 a hatványozás, a geometriai vonatkozások miatt ezen belül a négyzetre emelés és a köbre emelés;  

 a magasabb kitevőjű hatványok a polinomok tanulása során, valamint a kombinatorikai alkalmazás miatt; 

 a négyzetgyök és köbgyökvonás; 

 a számelméleten belül elsősorban a tényezőkre bontás, a tanulók additív szemléletének elmozdítása abba az 
irányba, hogy a multiplikatív jelenségeket is képesek legyenek észrevenni 

A logaritmus tanításának története 
Hagyományosan e témának lényegesen nagyobb szerepe volt. A számítógépek elterjedése előtt a logaritmusra nagy 
szükség volt a műszaki és tudományos életben a számítások elvégzéséhez, emiatt természetesebbnek tűnt, hogy a 
tanulók sok, a gyakorlati életben közvetlenül szükségesnél mélyebb ismeretet sajátítottak el. Ma már lényegében 
senki sem használ logarlécet és logaritmus táblázatot, ezzel szemben a különböző tudományterületeken a logaritmus 
nagyon gyakran előfordul.  
 
A témához tartozó ismeretek: 

FEJLESZTÉSI FELADATOK, 
TEVÉKENYSÉGEK  

TARTALOM  A TOVÁBBHALADÁS FELTÉTELEI  

Számtan, algebra (24 óra) 

Modell megtalálása a matematikán 
belüli problémánál. 

Másodfokúra visszavezethető 
egyszerű egyenletek.  

 

A matematikai fogalom célszerű 
kiterjesztése, a fogalmak 
általánosításánál a permanencia elv 
felhasználása. 

A hatványozás kiterjesztése pozitív 
alap esetén racionális kitevőkre. 
A hatványozás azonosságai és 
alkalmazásuk. 

A hatványozás definíciója, műveletek, 
azonosságok ismerete egész kitevő 
esetén. 

Bizonyítás iránti igény mélyítése. 
Matematikatörténeti vonatkozások 
megismerése (könyvtár- és 
internethasználat).  

A logaritmus értelmezése. 
A logaritmus azonosságai.  

A logaritmus fogalmának ismerete, 
azonosságainak alkalmazása 
egyszerűbb esetekben.  

Az absztrakciós és szintetizáló 
képesség fejlesztése. 
Az önellenőrzés igényének fejlesztése.  

A definíciókon és a megismert 
azonosságokon alapuló 
exponenciális, logaritmikus és 
trigonometrikus egyenletek. 

Exponenciális, logaritmusos és 
trigonometrikus egyenlet egyszerű 
konkrét feladatokban.  

Függvények, sorozatok (12 óra) 

A függvényfogalom fejlesztése. 
Összefüggések felismerése a 
matematika különböző területei között. 
A bizonyításra való törekvés 
fejlesztése.  

A 2
x
, a 10

x
 függvény, az exponenciális 

függvény vizsgálata, exponenciális 
folyamatok a természetben. 
A logaritmus függvény, mint az 
exponenciális függvény inverze.  

 

Számítógép használata a 
függvényvizsgálatokban és a 
transzformációkban. 

A tanult függvények tulajdonságai 
(értelmezési-tartomány, értékkészlet, 
zérushely, szélsőérték, monotonitás, 
periodicitás, paritás). 
Függvény- transzformációk:  
f(x) + c; f(x + c); cf(x); f(cx). 

Az alapfüggvények ábrái és 
legfontosabb tulajdonságainak 
vizsgálata (értelmezési-tartomány, 
értékkészlet, zérushely, szélsőérték). 

 
A felépítés arra a téves következtetésre enged jutni, hogy a logaritmus fogalmára a csak a matematika belső fejlődése 
miatt van szükség. Ezzel szemben fontos hangsúlyozni, hogy a gyakorlatban igen sokszor fordul elő, hogy egy 
mennyiség exponenciálisan függ egy másiktól (pl. A biztosan telitalálatos totó-szelvényhez szükséges szelvények 
száma a mérkőzések számának 3

n
 exponenciális függvénye, ha pedig azt kérdezzük, hogy egy adott összeg hány 

meccs esetén elég a szükséges összes szelvény megvásárlásához, máris a logaritmus fogalmánál vagyunk. 
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Hasonlóan szemléletes megközelítés, ha a sakkjáték feltalálójának jutalmára gondolunk: a mezők számától 
(exponenciálisan) függ a jutalom, és ha azt kérdezzük, hogy a jutalom adott értékét hányadik mezőnél érhetjük el, újra 
a logaritmus fogalmához érkezünk.) A valóban gyakorlati példák már sokkal bonyolultabb összefüggésben 
jelentkeznek, pl. a valószínűségszámításban.  
 
Megjegyzések a téma legfontosabb fogalmainak tanításához 
A hatványozás kiterjesztése pozitív alap esetén racionális kitevőkre. 
A logaritmus értelmezése 
A szöveges feladatok lehetővé teszik, hogy a logaritmus fogalmát a tanulók számukra könnyen érthető szituációkban 
ismerék meg, és a definíció és a jelölés már csak a tudottak összefoglalása 
A logaritmus függvény, mint az exponenciális függvény inverze  
Érdemes az inverz képzést a táblázatos megadással, a sorok felcserélésével és a függvény grafikonjának az y=x 
egyenesre tükrözésével is megvizsgálni.  
Értékelés a NAT szerint 
Az egyéni értékelés összegzésének összetevői: 
- Különféle tevékenységi formákban mutatott aktivitás, a társakkal való együttműködés képessége alapján. 
- Előre kiadott témák közül tetszés szerint választott kérdéskör feldolgozása (képi, írásbeli, szóbeli) és ennek 

értékelése. 
- Vitaszituációkban való részvétel, vitakultúra, argumentációs képesség szintjének írásbeli, szóbeli értékelése. 
- Projektmunkában való részvétel (egyéni vagy csoportos) szóbeli, írásbeli értékelése. 
Példák az egyes helyzetekhez illő feladatokra: 
1. Képes-e a tanuló a felkínált tevékenységformák közül kiválasztani azokat, ahol ő különösen jó, pl. a grafikonok 
szép ábrázolása, és ahol azért kell aktívnak lennie, mert intenzív fejlődésre van szüksége, pl. a szöveges feladatok 
adatainak megjegyzése 
2. A logaritmus felfedezése, a sok értékes jegyű számítások elvégzésére szolgáló régi algoritmusok 
3. Más területről: A határérték-fogalom önálló definiálása, ellenpéldák keresése a kezdetleges definíciókra  
4.Projekt-munka: valós adatok gyűjtése a különböző konstrukcióban felvett hitelek törlesztésére, a valódi adatok és az 
egyszerű matematikai modellek eltérésének elemzése 
 
A matematikai versenyek szerepe a fogalmak építésében, a problémamegoldó gondolkodás fejlesztésében 
Néhány, a témához illeszkedő szép feladat 
A középiskolai és az egyetemi tananyag kapcsolatának eddig nem érintett kérdései. 
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10. Valószínűségszámítás és matematikai statisztika az iskolai tananyagban. 
A véletlen esemény fogalma. Kombinatorikus és geometriai módszerek. Valószínűségszámítási 
szemléltetések (fa diagram, kettős fa diagram). Statisztika és valószínűségszámítás kapcsolata. 
Leíró statisztika alapvető céljai.  
 
A valószínűségszámítás és matematikai statisztika tanítása az első négy osztályban folyó 
számolási-számítási, elemi gondolati, logikai kompetenciák megalapozása után, az ötödik 
osztályban kezdődik (tulajdonképpen már előbb is, véletlen a játékokban, adatgyűjtés, strigulázás 
már alsóban is szerepelhetnek). Természetesen az életkori sajátosságok figyelembevételével  a 
gyakorlathoz és a mindennapi élethez kapcsolódó tevékenységekkel, feladatokkal kapcsolatban 
merülnek fel először azok az ismeretek, amelyek ehhez a témakörhöz tartoznak. A statisztika 
valamint a valószínűségszámítás felépítése egyre absztraktabb szinteken keresztül a 12. 
évfolyam végéig tart.  
 
A téma az iskolai és az egyetemi tananyagban: 
 
1. Az 5.-8. osztályban az alábbi ismeretanyaggal kell találkozni a tanulóknak: 
Adatok, gyűjtése a tanulók közvetlen környezetéből, illetve 7.-8.-ban egyéb forrásokból, azok 
rendszerezése, táblázatba foglalása, ábrázolása.  

Lényegtelen, hogy a gyerekek saját fél- vagy egyperces szívverésüket számlálják, vagy 
a tanterem előtt adott időegység alatt elhaladó piros autókat, vagy fehér libákat. A 
lényeg az, hogy saját maguk gyűjtsenek adatokat, azokat valamilyen logikus 
elrendezés szerint rögzítsék és az osztályban - a tanár vezetésével - közösen 
feldolgozzák.  

Ebben az időszakban jelenik meg a gyakoriság, a relatív gyakoriság, a rendezett halmaz, a 
rendezett minta, valamint a középértékekre jellemző mérőszámok, azaz az átlag, a medián és a 
módusz. Ezek kiszámítása csak kevés számú adat esetén feladat. A követelmények szerves 
részét képezi az adatok megjelenítése grafikonok, diagramok segítségével. Fontos téma a 
grafikonokkal történő manipulációk megismerése. 

A tanárnak ennél az anyagrésznél lehetősége nyílik a nagyon mély tantárgyi 
koncentráció megvalósítására, hiszen a történelem, földrajz, biológia … tantárgyakban 
számolatlanul sok lehetőség nyílik táblázatok, grafikonok statisztikák használatára és 
elemzésére. Az egyes oszlop-, vonal- vagy pontdiagramok készítése elemi feladat, 
később a százalékszámítás megjelenése után pedig kör- és szalagdiagramokat is kell 
az kell készíteni. Lényeges elem, hogy ne a tanulókat hidegen hagyó (Ausztrália GDP-
jének alakulása a 60’ években) adatokból, hanem az ő érdeklődésüket is felkeltő, 
életkori sajátosságaikhoz igazodó adatokkal dolgozzunk az órákon.  

(hallgatótól példák)  
A relatív gyakoriság alapos megismerése után a tanulók elemi példákon keresztül becslik, illetve 
kiszámítják egyes elemi események valószínűségeit (kockadobások, sorsolások, leszámlálásos 
feladatok).  

Hasznos olyan esteket venni, ahol valami logikával ki tudjuk számolni a 
valószínűséget, s ezt összevethetjük a relatív gyakoriság alakulásával.  

(hallgatótól példák) 
Ezekhez a fogalmakhoz az első 4-5 valószínűségszámítás előadás anyaga kapcsolódik 
szervesen, amikor a valószínűség axiomatikus bevezetése után belátjuk, hogy a Bernoulli-törvény 
értelmében (a nagy számok törvényének valószínűségekre vonatkozó alakja) egy A esemény 
bekövetkezésének relatív gyakorisága sztochasztikusan konvergál az adott esemény P(A) 
valószínűségéhez. A statisztika témakörben az egyetemi kurzusokon elhangzik a medián, a 
módusz és az átlag definíciója is, mint jellemző középértékek, sőt megismerkedünk a várható 
érték fogalmával és kiszámítási módjával is, kezdetben csak diszkrét valószínűségi változókra.  
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Az elemi leszámlálásos feladatmegoldásokat kombinatorikus meggondolásokkal, 
illetve statisztikai döntésekkel támaszthatjuk alá.  

(hallgatótól példák). 
 
2. A 9.-12. osztályban az alábbi ismeretanyaggal kell találkozni a tanulóknak: 
Kezdetben, azaz a 9. osztályban csak az 5.-8. osztályban tanult ismeretek újragondolása, 
ismétlése és nagyobb adathalmazokra alkalmazása a feladat. Itt fontos szerepet kaphat a 
számítógép vagy a grafikus kalkulátor. Újra alkalmazzuk a mediánt, a móduszt és az átlagot, most 
már nem csak számtani, hanem a súlyozott számtani és megfelelő esetekben megjelenik, mint 
jellemző érték a mértani közép (említhető a harmonikus és a négyzetes közép is). Ezek 
megjelennek az egyetemi tananyagban általánosan, mint a várható érték tetszőleges függvényei, 
illetve mint egy valószínűségi változó függvényének várható értékei. Ismétlésre kerül még a 
diagramkészítés és ezzel együtt a valószínűségek arányokkal, illetve százalékokkal történő 
megadása.  

Módszertani szempontból ezeket a témaköröket is – mint minden hasonló esetben – a 
párhuzamosan futó tantárgyakkal, illetve a fiatalokat érintő-érdeklő adatokkal 
összefüggésben érdemes bemutatni.  

(hallgatótól példák)  
Ebben az évben, csakúgy, mint a korábbiakban, jelentős szerepe van a valószínűségi 
kísérletek végrehajtásának, azok valóságos kivitelezésének. Érdemes és tanulságos az 
egyes tanulók vagy tanulói csoportok eredményeinek összesítése, ahol a tanulók 
érezhetik, hogy eredményeikkel mennyire járulhatnak hozzá az osztály összességének 
eredményeihez, mekkora hatással vannak az átlagra.  

(hallgatótól példák)  
A 10.-11. osztályban bevezetésre kerül a terjedelem, majd az átlagtól való eltérés mérésének 
szükségessége, néhány ilyen mérőszám, köztük a szórás és megjelenik a valószínűségi 
kísérletek elvont végrehajtása, tehát amikor nem feltétlenül hajtunk végre kísérleteket, hanem 
azokat teoretikusan, idealizált körülmények között végezzük el. A tanulók megismerkednek a 
„klasszikus” valószínűségi modellel, tehát amikor minden elemi esemény (csak véges sok!) 
egyenlő valószínűséggel következik be. Ekkor alkalmazni lehet a valószínűség meghatározására 
a mindenki által jól ismert  
valószínűség = kedvező esetek száma / összes esetek száma formulát. Nem keverendő a 
hasonló relatív gyakoriság formulával. 
Az egyes események valószínűségeinek meghatározása már nem csak leszámlálással, hanem 
kombinatorikus formulák segítségével is történhet. Sok-sok példán keresztül el kell sajátítani a 
binomiális eloszlásra vezető visszatevéses mintavételből származó egyes események 
valószínűségeinek kiszámítási módját. Ennek az eloszlásnak a fontossága a nagy számok 
törvényében csúcsosodik ki, mivel az egymásután végzett kísérletek modelljeként vezethető be.  
Más eloszlások, mint az egyenletes, illetve a visszatevés nélküli mintavételezésből származó 
hipergeometriai eloszlás is megjelennek, illetve egyéb kombinatorikus úton kiszámítható 
valószínűségek.  

Érdemes felhívni a figyelmet a feladatkitűzők által igen kedvelt „sztenderd” megoldási 
eljárásokra: ilyenek az egyes esetek osztályokba sorolása, párokba rendezése, 
valamint az esemény tagadásának (komplementerének) meghatározása.  

(hallgatótól példák) 
12. osztály: A szórás kiszámításának különböző módjai, azok értelmezése, különböző konkrét 
eloszlások esetén, valamint a binomiális (és a hipergeometriai) eloszlás szórása általános esetben 
(utóbbi csak kiegészítő anyag!). További kitekintésként megjelenhetnek a folytonos eloszlások 
közül a normális eloszlás, különösen akkor, ha más tárgyakhoz köthető grafikonokat is elemeznek 
az órákon.  
(hallgatótól példák)  
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3. Az iskolai tananyag megalapozása az egyetemi előadásokon  
Az egyetemi előadások és gyakorlatok jelentős mennyiségű elméleti hátteret adnak diszkrét 
állapotterű stacionárius átmenet-valószínűségű Markov-láncokhoz, valamint egyéb folytonos 
eloszlású valószínűségi változókhoz.  
Részletesen tárgyalja az előadó és a gyakorlatvezető a következő eloszlásokat: karakterisztikus, 
egyenletes, binomiális, hipergeometriai, Poisson, negatív binomiális, illetve a folytonos eloszlások 
közül az egyenletes, exponenciális, gamma és normális eloszlásokat.  
Bevezetésre kerül a várható érték és a szórás elméleti fogalma, azok kiszámítási módjai és 
tulajdonságai.  
Része még az anyagnak a korreláció, a lineáris regresszió, a Markov-, Csebisev-egyenlőtlenség, 
a nagy számok gyenge törvényei, a Moivre-formula, valamint statisztikából a becsléselmélet és a 
hipotézisvizsgálat alapjai.  
Ezek – hasonlóan a többi egyetemi kurzushoz – azt szolgálják, hogy a tanárnak átfogóbb, 
mélyebben kiterjedő tudása legyen, melynek magasságából jobban átlátja a tárgy struktúráját, 
felépítésének lépéseit. 
 

Irodalom:  

[PJS] Pálfalvi Józsefné: Matematika didaktikusan. Typotex Kiadó Budapest 2000. 148-166. o., 

 URL: http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tkt/matematika-didaktikusan/ch05.html   

Ajánlott  irodalom:  

[BNT] Bognárné-Nemetz-Tusnády: Ismerkedés a véletlennel. Tankönyvkiadó, Budapest, 1980 

Nemetz Tibor: Valószínűségszámítás, Typotex kiadó 

Nemetz Tibor – Wintsche Gergely: Valószínűségszámítás mindenkinek, Polygon kiadó 1999 

 [VÖ1] Vancsó Ödön (szerző és szerk.): Matematika kézikönyv. 26. és 27. fejezetek Akadémiai Kiadó 2010 

[VÖ2] Vancsó Ödön: Lesz-e olyan pillanat, amikor minden táncos „halott”? KöMaL 2003. október 

 URL: http://www.komal.hu/cikkek/2003-10/vancso/vancso.h.shtml 

[VGVÖ] Velkeyné Grétzy Alice - Vancsó Ödön: Hány üveg üdítőt kell átlagosan vennünk, hogy összegyűjtsük mind a 6 különböző 

 kupont? Raabe tudástár, 2002 

 

 

 



11. A tanítás tervezése.  
Matematikai tantervek, pedagógiai alapelvek, óratípusok, különböző munkaformák 
(kooperatív módszerek, projektív módszerek). Differenciált foglalkozások tervezése.  
 
Az oktatási folyamat tervezése – lebonyolítása – értékelése 
Tipp: Gondoljon ki egy konkrét tervet és érzékeltesse a tervezés, lebonyolítás és az 
értékelés közti kölcsönhatást! Egy tanegységet egy kiválasztott modell szerint strukturáljon. 
Esetleg egy tanegységet legalább két kiválasztott modell szerint strukturáljon és a 
struktúrákat hasonlítsa össze! 
IDEÁLIS ELKÉPZELÉS    F(VAN) = KELL 
REALITÁS                        F*(ψ(VAN)) = ψ*(KELL) 

1. A tervezés funkciói  
Az óra  

  szakszerűségének biztosítása   
(Nehogy elfelejtkezzünk fontos és ésszerű döntésekről.)    

 ellenőrizhetővé tétele  
(Annak vizsgálata, hogy a tervezés során hozott döntések a kívánt eredményekhez 

vezettek-e.) 

 ismételhetővé tétele  
(A számítógép szerepe mindebben) 

2. A tervezés elemei (Körmodell: mindig szem előtt tarthatjuk az összes szempontot)  

Szak, téma, 

tartalom, 

Problémák, 

feladatok

Az oktatás 

folyamatának,

lépéseinek 

tervezése

Külső feltételek 
felszereltség, rövid 

és hosszútávú 

hatások

Média, tanulási 

és tanítási 

eszközök

Alap- munka-

és szociális 

formák, 

módszerek

A tanulók

fejlettségi

szintjének

felmérése

Didaktikai 

és 

pedagógiai

célok

Fölérendelt 

szempontok

képzési cél, 

tanterv

 
 
3. A tervezés szintjei 

Tanterv: fölérendelt célok, normák, tanévi és tágabb áttekintés  
Tanmenet: a tananyag elrendezése, a fogalmak, eljárások, tételek logikai hálója; 

célok, időbeosztás, média, stb  
Heti terv: áttekinthető időtartam (1-3 hét) tartalom, idő és módszer szerinti tervezése  
Napi terv: osztály, tantárgy, időpont, téma, célok, a tartalom strukturálása (indítás, 

motivávió, fontos tanulási lépések, szociális és munkaformák, media, 



ismétlési, illetve rögzítési fázisok, házi feladatok, utógondozás 
megbeszélések a vezetőtanárral, … 

 Egy óra terve  
4. Részletes tervezés 

4.1 Feltételek, körülmények  
Subjektív: tudati (kognitív), szociális, érzelmi (emocionális), motorikus feltételeinek 
feltárása, illetve biztosítása: a szükséges ismeretek, jártasságok és készségek 
mozgósítása 
Objektív: az iskola, osztály, tanuló lehetőségei, technikai felszereltség, évszak, napszak, 
hosszútávú és rövidtávú hatások (computer, bejárás, …)  
                           
4.2 Célok 

Mit akarunk elérni? 
Kognitív célok, ismeretek, szakmai célok, tartalmi célok, eszközhasználati célok, 

képességek és jártasságok  
Érzelmi, beállítódási célok  
Nevelési célok, pedagógiai célok, szociális célok, értékrend, pszichomotorikus célok 
 
A szakma, a tartalom, a tanulócsoport, a tantervi irányelvek által indukált irányok, 

globális és finom célok (NAT tanulási és ellenőrzési követelmények) 
Miről ismerszik meg az eredményesség?  
A célokat ismerjék meg a tanulók – Mit? Miért? Hogyan?   

                                                         
4.3 Szakmai elemzés 

  
Pre- pedagógiai szakmai elemzés  

szakszerűség, szakismeret  
A tartalom nemcsak egy tananyag, hanem egy műveltségi terület része! 

Pedagógiai szakmai elemzés  
A szaktudomány és a tanuló közötti közvetítés pedagógiai és didaktikai eszközei. 

 
4.4 Didaktikai elemzés – a tervezés centruma   
A komplex tananyag mely részei kerüljenek a központba, melyeket lehet kiegészítő 
tartományba sorolni? (Alap – Kiegészítő) 
Jelentősége a tanulók jelenlegi és jövőbeni élete szempontjából?  



Mesterpélda a téma, a fogalom, a módszer szempontjából? 
A cél eléréséhez milyen módszereket kell a tanulóknak (meg)ismerni?    
Milyen tudati, érzelmi, szociális, motorikus … szintről indulnak a tanulók?  
A didaktikai elemzésből vezethetők le az óra alapját adó konkrét tanulási célok.  
4.5 Módszertani elemzés      
A módszerek passzítása a tartalomhoz, célokhoz, feltételekhez  
 („A közvetítés eszközrendszere“)    
A tananyag és a diák találkozásának optimalizálása  
 (pedagógiai és didaktikai szempontokból körülhatárolt mértékben).  
A célok, a tartalom és a módszerek szoros kapcsolatban kell, hogy álljanak!!!.  

(tanuláspszichológiai szempontok elsőrendűsége, pl. kül. érzékszervekre hatni, 
stabilitás, …) 

Módszerek variációja (munka- és szociális formák, globális, média, segédanyag) 
Az önálló döntési és tevékenységi képességet fokozatosan erősíteni.  
4.6 Az óra lefolyásának terve                                                        
Az oktatás időbeli kereteit szabja meg, az egyes lépéseket folyamattá fogja össze.  
Kis és nagylépéses oktatási módszer (a szakmai rendszer és a tanulási törvényszerűségek 
határozzák meg a szakaszolást)  
Tájékoztatni kell a tanulókat a legfontosabb lépésekről. (Informáló indítás).  
Az óra lefolyási terve segít abban, hogy a tanár a konkrét történésekre figyeljen, 
észrevegye a terv hiányosságát, előre nem látott nehézségeket. 
Technikailag egyszerű és áttekinthető forma javasolt.  
A felesleges kötöttségeket kerüljük.  

Egy lehetséges tagolás 
Feltételek  

Az óra a heti tervben, az osztály helyzete, adatai, munka- és szociális viszonyok  
Feltételezhető ismeretek, érdeklődés, a tanárhoz való viszony   
Az egyes tanulók  
Szervezeti keretek: felszereltség, időkeretek, ülésrend ...  
Szakmai elemzés  
A szakmai rendszer - tartalom, téma, probléma  
Didaktikai elemzés  
Tantervi előírások  
A tanulók szempontjai- a téma jelenlegi és jövőbeli jelentősége  
Az anyag formai és tartalmi elrendezése  
Célok   
Módszertani elemzés  

A választott módszer  
oktatási-, munka-, megbeszélés- und szociális formák  
Alternatívák, lehetséges tanulási nehézségek és a megfelelő segítség, differenciálási kínálat, média, 
segédeszközök 
Lefolyás  
Irodalom (1 – használt, 2 –Kollegának, 3 – tanulónak)  
Mellékletek  
Feladatlapok  
Táblakép  
 

Példák óraszerkezetekre 

I. II. III. IV. 

Indítás  Ráhangolás  Problémafelvetés  Indítás  

Célok                                                            Problémafelvetés  A probléma strukturálása   Motiváció  

Rávezetés  Kidolgozás  Problémamegoldás  Elmélyítés  

Kidolgozás  Transzfer Értékelés, elmélyítés  Ismétlés  

 Gyakorlás  Lezárás  Általánosítás  Összefoglalás   

Rögzítés  Kitekintés  
 

Alkalmazás  

Lezárás  
   

 



Formai minta 

 
Meggondolandók: 
A tervezési és szituációfüggő kompetenciák kapcsolata 
Elemenkénti – szintetizáló haladás (saját példa) 
Egységes – elemző haladás (saját példa) 
Improvizálás szükségessége – egy szituációt leírni  
 

NAT, kerettantervek. Kompetencia alapú kerettanterv és programcsomag.  
URL: www.oh.hu és http://www.sulinet.hu/tart/cikk/S/0/35423/1 

  http://kerettanterv.ofi.hu/ 

http://www.sulinet.hu/tart/cikk/S/0/35423/1
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12. Ellenőrzés, értékelés a matematikaoktatásban 

Mérőlapok (diagnosztikus, formatív és szummatív), kompetenciamérések, vizsgák. Hazai és 
nemzetközi mérések.  

[AA2] 178-179 és 187-197. oldal, [OKM], [ÉK], [AP] 83-69. oldal. 

  

1. Mit mérünk, értékelünk? 

 tudásszintet (készségek és jártasságok szintjét is beleértve) – megfelel-e és milyen 
mértékben felel meg a tanterv követelményeinek, elegendő-e a továbbhaladáshoz.  

Ezek a követelmények a tanítási folyamat konkrét szintjeihez kötődnek, ahhoz, hogy a 
gyerek milyen iskolatípusban, hányadik osztályban milyen témakört tanul.  

 kompetenciát (a kompetencia jelentését lásd alább) 

A kompetencia mérése alapvetően független attól, hogy  a gyerek milyen iskolatípusba, 
hányadik osztályba jár. Azt méri, hogy egy gyerek egy területen milyen szinten áll a 
kompetencia  “ideálisként”, 100%-ként megállapított kritériumához  képest. 

Mi a matematikai kompetencia? 
A matematikai kompetencia alapvetően ismeretek, készségek és képességek együttese, amely 
ezeken kívül még a hozzájuk kötődő motívumokat és attitűdöket is magában foglalja. Összetett 
fogalom, öt fő összetevőből, és sok kisebb komponensből áll, melyeket az alábbi táblázatban 
összegeztünk. 

Készségek Számlálás, számolás, mennyiségi következtetés,becslés, mérés, 
mértékegységváltás, szöveges-feladat megoldás 

Gondolkodási 
képességek 

rendszerezés, kombinativitás, deduktív következtetés, 
induktív következtetés, valószínűségi következtetés 

Kommunikációs 
képességek 

érvelés, bizonyítás, relációszókincs, szövegértés, 
szövegértelmezés 

Tudásszerző 
képességek 

térlátás, térbeli viszonyok, ábrázolás, prezentáció, 
problémaérzékenység, probléma-reprezentáció,  
eredetiség, kreativitás, problémamegoldás 

Tanulási képességek metakogníció, figyelem, rész–egész észlelés, emlékezet, 
feladattartás, feladat-megoldási sebesség 

Fábián Mária, Olasz Tamásné, Lajos Józsefné, dr. Vidákovich Tibor: Matematika 
kompetenciaterület 

http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/1_koncepcio/matematikai_kompet
encia_fejlesztese.pdf 

 

2. Mérés, értékelés az osztályban 

Az iskolai munkában a mérés egyik alapvető eszköze a dolgozat íratása. A dolgozatok 
összeállítása, értékelése a mérés céljától függően többféle lehet:  

◦ helyzetfeltárás – a továbbhaladáshoz szükséges, kulcsfontosságú ismeretek meglétét 
ellenőrzi. Pontozhatjuk, de nem osztályozzuk. Abban a döntésben segít, hogy a 
továbbhaladás előtt mit és milyen mélységben kell átismételnünk. (Diagnosztikus értékelés) 

◦ fejlesztés – egy-egy tudáselem feldolgozottságának a szintjét méri. Pontozhatjuk, de nem 
osztályozzuk. Annak megállapításában segít, hogy kinek van szüksége pótlásra, 

http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/1_koncepcio/matematikai_kompetencia_fejlesztese.pdf
http://www.sulinet.hu/tanar/kompetenciateruletek/2_matematika/1_koncepcio/matematikai_kompetencia_fejlesztese.pdf
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korrepetálásra, vagy esetleg az egész anyagot – egy más megközelítésben - újra kell 
tanítanunk. (Formatív értékelés) 

◦ lezárás, minősítés – egy-egy tanítási szakasz végén elért szintet méri. Az elért eredményt 
osztályzattal is mérjük. (Szummatív értékelés) 

Mindegyik típushoz kaphatók kész, kidolgozott mérőlapok, amelyek lefedik a teljes tananyagot. 

(hallgatói példa) 

A szóbeli felelet (nem csak feleltetés) az ellenőrzés és értékelés másik, nem kevésbé fontos 
területe.  

Alkalmas mindazoknak a céloknak a szolgálatára, mint a dolgozat, de elsődlegesen a formatív 
értékelésre érdemes használnunk. Hátránya, hogy az eredményt nehezebb számokban 
meghatározni, előnye, hogy természetesebben beleilleszthető a tanítás folyamatába, és 
mélyebb bepillantást tesz lehetővé. 

 

3. Kompetenciamérések  

 A kompetenciamérések 2001 őszétől kezdődtek. A 2007/2008. tanévtől kezdődően  minden évben 
országosan felmérik a 6., 8. és 10. évfolyamos tanulók  körében a szövegértési képességeket és 
a matematikai eszköztudást. A mérőlapok központilag készülnek, és kidolgoztak egy szoftvert, ami 
minden tanár számára hozzáférhetővé teszi az eredményeket. Összehasonlíthatja a munkáját az 
országos átlaggal, emellett figyelemmel követheti az egyes gyerekek matematikai 
kompetenciájának fejlődését az évek során. 

A  kompetenciamérés  

 nem az adott tanévi tananyag ismeretanyagának számonkérése 

 az elsajátított ismeretek alkalmazásának képességét vizsgálja mindennapi életből vett 
feladatok megoldásában  

 valamilyen életszerű szituációban megjelenő probléma matematizálását, megoldását és a 
megoldás kommunikálását kéri a matematika különböző területeit érintve (mennyiségek és 
műveletek; hozzárendelések és összefüggések; alakzatok síkban és térben; események 
statisztikai jellemzői és valószínűsége). 

A kompetenciamérések talán legfontosabb célja a fejlesztés középpontú tanítás támogatása. A 
készségek, képességek fejlődése ugyanis többéves folyamat, amelynek során minden gyerek a 
maga ütemében juthat el a fejlettség egyre magasabb szintjeire, és amihez folyamatos, témákon, 
tanéveken, iskolafokozatokon átívelő fejlesztésre van szükség.  

A kompetenciamérések segítenek abban, hogy a tanárok követhessék, hogy egy-egy kompetencia 
fejlesztésében, az optimumként megállapított kritériumhoz képest hol tart a tanuló, az osztály, az 
iskola, az ország az értékelés időpontjában. „Megtudhatjuk továbbá, hogy mit kell még tenni, 
mekkora utat kell még bejárni az optimális használhatóság kritériumának eléréséig. Ezt nevezik 
diagnosztikus kritériumorientált értékelésnek.”  

http://www.kir.hu/okmfit/ : készség és képességmérés 

A legfontosabb, un. kulcskompetenciákhoz tehát megállapították a 100%-os teljesítésnek a 
kritériumát. és a mérések során azt mérik, hogy ennek hány százalékával rendelkezik. Ennek 
megfelelően a gyerekek egy-egy kompetenciában elért fejlettségi szintjét öt kategóriába sorolják: 

   előkészítő, kezdő, haladó, befejező és optimum. 

(hallgatói példa) 

http://www.kir.hu/okmfit/
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4. A matematika érettségi vizsga  

Az érettségi követelményeit két szinten határozták meg: 

  középszinten a mai társadalomban tájékozódni és alkotni tudó ember matematikai 
ismereteit kell megkövetelni, ami elsősorban a matematikai fogalmak, tételek gyakorlati 
helyzetekben való ismeretét és alkalmazását jelenti; 

  az emelt szint tartalmazza a középszint követelményeit, de az azonos módon 
megfogalmazott követelmények körében az emelt szinten nehezebb, több ötletet igénylő feladatok 
szerepelnek. Ezen túlmenően az emelt szint követelményei között speciális anyagrészek is 
találhatók, mivel emelt szinten elsősorban a felsőoktatásban matematikát használó, illetve tanuló 
diákok felkészítése történik. 

A vizsga formája középszinten írásbeli, emelt szinten írásbeli és szóbeli. 

A matematika érettségi vizsga által értékelt és mért legfontosabb területek: 

 logikusan gondolkodás 

 állítások, bizonyítások szabatos megfogalmazása; 

 számolási technikák, becslési készség, az önellenőrzés igénye 

 statisztikai gondolatok megértése, felhasználása, a függvény- vagy függvényszerű 
kapcsolatok értelmezése 

 síkbeli és térbeli szituációk ábrázolása, kapcsolódó számolások; 

 tanult ismeretek alkalmazása más területeken; 

 gyakorlati kérdésekhez kapcsolódó modellalkotás, problémamegoldó stratégiák 
alkalmazása; 

 matematikai segédeszközök (függvénytáblázat, zsebszámológép, számítógép) célszerű 
alkalmazása;  

 
Az emelt szinten a felsoroltakon kívül mért további területek 

 a felsőfokú matematikai tanulmányokhoz szükséges alapok; 

 hipotézis, sejtés, bizonyított állítás megkülönböztetése; 

 kombinatív készség, kreatív gondolkodás; 
 
A feladatsor összeállításakor az alábbi tartalmi arányok az irányadók: 

 Gondolkodási módszerek, halmazok, logika, kombinatorika, gráfok  20% 

 Aritmetika, algebra, számelmélet  25% 

 Függvények, az analízis elemei  15% 

 Geometria, koordinátageometria, trigonometria  25% 

 Valószínűségszámítás, statisztika  15% 
 
A részletes tartalmi követelmények megtalálhatók pl. a következő címen: 
http://www.oh.gov.hu/letolt/okev/doc/erettsegi_40_2002_201201/matematika_vk.pdf 

(hallgatói példa) 

 

5. Nemzetközi mérések 

Országunk a hazai kompetenciamérések mellett több nemzetközi mérésben is részt vesz 
melyeket az OECD (Organisation for Economic Co-operation and Development/ Gazdasági 
Együttműködési és Fejlesztési Szervezet), illetve az IEA (International Association for the 
Evaluation of Education Achievement – Tanulói Teljesítmények Vizsgálatának Nemzetközi 
Társasága) szervez. 
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 PISA (Programme for International Student Assessment) méréseket az  OECD szervezi. 
Háromévenként rendezik meg a 15 éves korosztály számára. Háromféle műveltségterületet 
vizsgálnak (szövegértés, matematika, természettudomány) melyek közül egy mindig 
hangsúlyosabb szerepet kap.  

A vizsgálat során elsősorban nem az iskolai tananyag számonkérése a cél, hanem annak 
felmérése, hogy a tanulók megállják-e helyüket a mindennapi életben, képesek-e tudásukat 
hasznosítani, új ismereteket befogadni és azokat alkalmazni.  

 A TIMSS-vizsgálatokat (Trends in International Mathematics and Science Study) az IEA  
szervezi. Négyévenként felmérik a 4. és 8. évfolyamos tanulók teljesítményét a matematika 
és a természettudományok területén.  

A felmérés fontos részét képezi a különböző háttéradatok gyűjtése pl. a tantervek tartalmáról és 
azok megvalósulásáról, a tanárok felkészültségéről, a rendelkezésre álló forrásokról. 
http://www.oh.gov.hu/orszagos-nemzetkozi/nemzetkozi-meresek 
(Hogyan szerepelt Magyarország ezeken a méréseken?) 


