HETKOZNAPI ES MATEMATIKAI PROBLEMAK MEGOLDASA ANALOGIA SEGITSEGEVEL
Maus Pal és Vasarhelyi Eva:
ELTE TTK Matematikai Intézet Matematikatanitasi és Modszertani Kézpont

1. MINTAPELDA

1. Probléma: Egy utazasi iroda ugy szervez utakat n uticélhoz, hogy minden helység
minden helységbél kozvetlenll elérhet. Hany kapcsolat szikséges?

A megoldas |épései

» Stratégiavalasztas (,Finding a pattern”): kis szamu célallomas és mindig egyet hozzaveszink vagy az n
szdgpontu teljes grafot vizsgaljuk.

» A probléma stratégia-orientalt vizsgalata: Kis szamu célallomasok mellett a probléma kdonnyen kezelhetd.
A kapcsolatok szamat természetes médon noéveljuk egy-egy Ujabb allomas hozzavételével — egy Uj
helyrél minden el6z8be kell kapcsolat (a régiek mar 6ssze vannak kotve).

» A megoldas lépéseinek 6sszekapcsolasa: 0 +1+2 + ... + n-1.

» A megoldas elemzése: A kiegészités altal kapott eredményt ellenérizzik valamilyen konkrét szamra (pl.
n=10) és az adott szamra kapunk egy masodik megoldast, amelybdl az n(n-1)/2 képlet is megsejthetd. A
kiegészités kevesebb absztrakcids készséget igényel, mint a graf lokalis és globalis vizsgalata (a
csucsnal n-1 él talalkozik, minden élt kétszer szamolunk), ugyanakkor a kész eredményt igy is érdemes
interpretalni.

2. Probléma: Hany tartomanyra darabolhat6 a sik n egyenessel?

A megoldas lépései

» Stratégiavalasztas: Kiprobaljuk az el6z6 sikeres eljarast (stratégiat): Megnézzik, hogy egy Ujabb egyenes
hozzavételével hogyan valtozik a tartomanyok szama.

» A probléma stratégia-orientalt vizsgalata: A tartomanyok szédma figg az egyenesek kolcsénds
helyzetétdl. Azt sejtjik, hogy az idealis eset akkor all el6, amikor minden egyenespar kuldnb6zé
metszéspontot hoz létre.

» Szabélyszerliség keresése: Az elsd egyenes felezi a sikot. A masodik egyenes szét tudja vagni mindkét
félsikot. Az n-edik egyenes az el6z6 tartomanyokbdl n tartomanyt tud két részre vagni. (Idealis esetben
az n-edik egyenes mind az n-1 régi egyenest metszi és ezaltal az n-edik egyenes n darabra lesz vagva. A
2 félegyenes és az n-2 darab szakasz kettévagnak egy-egy el6z6 tartomanyt.)

» A megoldas lépéseinek 6sszekapcsolasa:2+2+3+...+n=1+(1+2+3+ ... +n)

» A megoldas elemzése: A kiegészitéses eljaras intuitiv atvitele egyszer( és elvezet a megoldashoz. A
kész konfiguraciok dsszehasonlitasa ezzel szemben még zavart is okozhat a sziikséges nézdpontvaltas
(helység — egyenes, kapcsolat — tartomany) miatt.

II. MINDENNAPI PROBLEMA MATEMATIKAI MODELLJENEK KERESESE
ANALOGIA ALAPJAN

Vizontdgetés és diofantoszi egyenletek — problémamegoldas konkrét tevékenységgel

3.a Probléma: Egy kirandulason a leveshez pontosan 5 liter vizet akarunk hozni a
forrastdl. Csak egy 4 literes és egy 7 literes edényunk van. Hogyan oldhaté
meg a probléma?

Megoldasi otlet: A 4 literes edénnyel megtoltjik a 7 literes edényt. Ehhez kétszer megtoltjik a 4 literes
edényt, Masodszor 1 liter marad benne. Kilritjik a 7 literes edényt, beledntjik az 1 liter maradékot és még
4 litert. Meg/lejegyezzik a sikeres eljarast: 4 + 4 -7 + 4 = 5.

3.b Probléma: Hany liter vizet tudunk egy 4 és egy 7 literes edény segitségével kimérni?

Megoldasi otlet: Az el6z6 megoldasi ttletet alkalmazzuk és eredménylinket rogzitjik.

ADAG [LITER] 4-LITERES EDENY 7-LITERES EDENY
1 4+4-7
2 4+4-T+4+4-7
3 7-4
4 4
) 4+4-7+4
6 A4+4-T+4-T+4+4
7 7
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3.c Probléma: Hany liter vizet tudunk egy 3 és egy 9 literes edény segitségével kimeérni?

Megoldasi otlet: Az el6z6 megoldasi otletet vizsgalva észrevessziik, hogy az eredménytabla 4 és 7 6ssze-
geit és kulonbségeit tartalmazza. Ezt a felfedezést a (4,7 és 3,9) analdgia szemszdgébdl atvisszik, és azt
sejtjik, hogy 3, 6 és 9 liter mérhetd ki.

3.d Probléma: Hany liter vizet tudunk egy a és egy b literes edény segitségével kimérni?

Megoldasi otlet: A (4 - 7 és 3 - 9) analdgiaval nyert felfedezést atvisszlk az Uj szituaciora. Azt sejtjik, hogy
az 0sszegek és kilonbségek (tehat a legnagyobb kézos osztd tobbszordsei) mérhetdk ki.

4. Probléma: Hany vendéget tudunk egy 4+1 és egy 7+1 Uléses autdval elszallitani, ha
csak ,telekocsi” indulhat?

Megoldasi otlet: Szisztematikus probalkozassal az alabbi értékeket kapjuk

4,4+4=8,4+4+4=12,4+4+4+4=16, ...
7, 7+7=14,7+7+7=21, ...
4+7=11,4+27=18,4+37=25, ...
24+7=1524+27=22,24+37=29, ...

és ebbdl megsejthetd a 4m + 7n megoldasrendszer.

5. Probléma: Melyek a 4x + 7y = 5 egyenlet egész megoldasai?

Megoldasi otlet: Valamilyen megoldasunk mar van, 5 liter vizet 4- és 7-literes edénnyel ugy mértink ki,
hogy haromszor megtdltottik a 4-literes edényt és ebbdl a 12 literbél 7 litert kiboritottunk, azaz x = 3, y = -1.
Tovabbi megoldasokat keresve

5 liter 4+4+4-7

2 liter 4+4+4-T7)+4-7

3 liter ((4+4+4-T)+4-T7)+4+4-7
0 liter (4+4+4-T7)+4-T7)+4+4-T7)+4-7
O+5liter (((4+4+4-T7)+4-T7)+4+4-T7)+4-T7)+(4+4+4-7)

k-0+5 liter 4(3 + 7k) + 7(-1 — 4k)
Végtelen sok x = 3 + 7k és y = —1 — 4k, (k pozitiv egész) alaku megoldast talaltunk. A 3.a probléma
megoldasa éppen a k = 0 eset realizacidja. Negativ k értékekre behelyettesitéssel ellenérizhetjik a
megoldast. A megoldasok alakja igy: x =3 + 7k és y = —1 — 4k, (k egész).
Megmutatandé még, hogy minden megoldast felsoroltunk. Legyen x*, y* egy tetszfleges, és x = 3, y = —1
egy megtalalt megoldas. A 4x + 7y — 5 = 0 egyenletbe behelyettesitve, egyenlévé téve és atrendezve
4(x* — 3) = 7(—1 — y*) adddik, azaz x*, y* is szerepel a felsoroltak kdzott.

6. Probléma: Milyen c értékre megoldhaté az ax + by = c¢ diofantikus egyenlet?

Megoldasi otlet: A 3.d problémaval valé 0sszevetésbdl nyerhetjiik a sejtést: Az egyenlet pontosan akkor
oldhaté meg, ha a és b legnagyobb kézds osztdja osztja c-t.

7. Probléma: Egy 8 literes edény tele van vizzel. Hogyan lehet a vizet egy 3 és egy 5
literes edény segitségével megfelezni?

Megoldasi otlet: Ugy is értelmezhetjilk a problémat, hogy egy 3 és egy 5 literes edény segitségével 4 liter
vizet kell kimérni.

Megjegyzések:

» A szerény matematikai érdeklédéslek is probléma-megoldasi élményhez juthatnak, hiszen a

vizOntogetés konkrét adatokkal kénnyen végiggondolhatd és komoly eséllyel sikerhez vezet.
Részmegoldas is lehetséges.

» Ezek az analodgiak egyfeldl elvezetnek a matematikai modellhez (diofantikus egyenletek), masfeldl a
modell és a valésag kapcsolatanak vizsgalatahoz is példaként szolgal (pl. negativ megoldasok).

» Amint a példak mutatjak, a matematikai tartalomnak sem kell csorbat szenvednie.
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I A KORME};K@ZEST(")L AZ IRANYiTpTT GRAFI(} — SZITUACIOHOZ
KAPCSOLODO (ALTALANOSITHATO) MEGOLDASOK

1894 6ta létezik az érettségiz6k szamara az Eo6tvos-, késébb Kiurschak Matematikaverseny, amelyen 3
versenytételt kapnak a versenyz6k. A 3 probléma megoldasara 4 ora all rendelkezésukre és minden
segédeszkozt hasznalhatnak. A kovetkezd problémak kozil tobb is szerepelt versenytételként, vagy
analégia utjan kapcsolatba hozhatoé az ott szerepl6 feladatokkal. Az évszamot zaréjelben kdzoljik (vo. [3]).

8. Probléma (1954/3): Egy kdérmérkdzéses bajnoksagon mindenki mindenkivel egyszer
jatszott és nem sziletett dontetlen. Van-e olyan résztvevd, aki minden
jatékost megnevez, mikézben felsorolja azokat, akiket vagy 6, vagy az
altala legy6zottek gydztek le?

Megoldasi otlet I: (hétkbznapi indoklas): Minden jatékos bemegy egy terembe. Egy jatékos elhagyja a
termet és mindazok, akiket 6 legy8z6tt (esetleg senki). Ha van még jatékos a teremben (aki az 6sszes el6z6t
legydzte), akkor kimegy valaki és az altala legy6zottek. Ezt az eljarast folytatjuk mindaddig, amig a terem
kiurdl. A terem kilritje legy6zte mindazokat, akik vele egyitt kimennek és azokat is, akik mar korabban
kimentek (kilénben nem maradhatott volna a teremben). A kilrit6é tehat mindenkit felsorol, ha az altala, vagy
az altala legy6zottek altal legy6zotteket felsorolja.

Megoldasi otlet II: (indirekt indoklas): Kivalasztunk egy jatékost ugy, hogy senkinek nincs tébb gyézelme,
mint neki. Ha A nem felelne meg a feladat feltételeinek, akkor lenne egy B jatékos, akit sem A, sem az A
altal legy6zottek nem gydztek le. igy azonban B-nek legaldbb 1-gyel tébb gyézelme lenne, mint A-nak. Ez
lehetetlen, tehat A megfelel a feladat kirovasainak.

A megoldasi utak elemzése:

a) A gydztes, vagy a gyéztesek egyike megfelel a feladat feltételeinek.

b) Nem igaz, hogy csak a gy6ztes ilyen, hiszen lehet, hogy a vesztes is, vagy minden jatékos megfelel6
(lasd a tablazatot és a grafot, 8. abra).

11213415
1 + + | — _
2| +l_ |+ 5%
3|-1|- + |+
4 | — |+ | - +
5|+ |-]—-1|-
8. abra

c) A problémat grafokkal a kovetkez8képpen fogalmazhatjuk meg (A jatékosokat a szogpontok, a
gy6zelmeket az iranyitott élek reprezentaljak.):

9. Probléma: Bizonyitandd, hogy egy véges, iranyitott, teljes grafban létezik olyan
szogpont, amelybdl barmely szdgpont elérheté az iranyitasnak megfeleléen
haladé, legfeljebb 2 hosszu uttal.

Megjegyzes: Az allitas vegtelen grafra nem igaz. Legyenek peldaul P, P, Ps, ... egy végtelen graf
szdgpontjai és az éleket iranyitsuk a kisebb index( pont felé. Igy csak véges sok pont érhet6 el az
irdnyitasnak megfeleléen.

Aritmetika — egy furcsa kdnyvtar és a grafok

10. Probléma (1952/2): Az 1-t6l 3n-ig terjed6 egész szamok kozul kivalasztunk n+2
darabot. Bizonyitandd, hogy a kivalasztott szamok kdzott van kettd, amelyek
kilonbsége n és 2n kozott van (n > 1).

Megoldasi 6tlet I: Elegend® azokat az eseteket vizsgalni, amikor 3n a kivalasztott szamok kdzoétt van, mert

ha 3n nincs kivalasztva, akkor minden kivalasztott szamot egységesen megndvelink ugy, hogy 3n legyen a

legnagyobb kivalasztott szam. (Ez a ndvelés nem valtoztatja meg a kilonbségeket.)

a) Ha n+1, n+2, ..., 2n-1 valamelyike a kivalasztott szamok kdz6tt van, akkor ennek és 3n-nek a kuldnbsége
n és 2n kozott van.

b) Ha n+1, n+2, ..., 2n-1 egyike sincs a kivalasztottak kézott, akkor a szébajové szamokbdl n darab olyan
part képezink ugy, hogy a tagok kdzotti kildnbség 2n-1 legyen: 1, 2n; 2, 2n+1; 3, 2n+2; ..., n, 3n-1. Egy
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szam mar ki van valasztva (3n), a tovabbi n+1 szam kdzé mindenképpen bekeril valamelyik par mindkét
tagja. (Skatulyaelv)

Megoldasi otlet Il: A 12. Probléma altalanositasanak megoldasa.

Megoldasi otlet 1ll: Felirjuk a 3n természetes szamot ndévekvé sorrendben, egyenlé tavolsagra egy
kérvonalra. Egy 6ra szamlapja az n=4 esetet szemlélteti. Két szam akkor felel meg a feltételnek, ha
(n6vekvé iranyban) 6sszekotd iv hossza a kérvonal hosszanak egyharmada és kétharmada kozétt van. A
kiegészitd iv a kdrvonal egyharmada és kétharmada k6zoétt van. Ha egy iv egyharmadnal hosszabb, akkor a
kiegészité iv automatikusan kétharmadnal révidebb. Az kell tehat, hogy az iv és a kiegészit6 iv egyszerre
legyen egyharmad kérivnél hosszabb. Ezzel visszavezettik a problémat a (kdvetkezd,) 11. Problémara.

3n=12
S
2
3
n=4
n+1=5

11. abra 12.a abra 12.b. abra

11. Probléma: Egy koérvonalon 3n pont fekszik egyenlé kdézokben. Bizonyitandd, hogy
akarhogyan valasztunk ki n+2 pontot, a kivalasztott pontok kézo6tt mindig van
egy par, amely a korvonalat két 1/3-nal nagyobb ivre osztja.

Megoldasi 6tlet: Megprébalunk néhany pontot ugy kivalasztani, hogy ne keletkezzen 1/3-nal hosszabb iv. A
feltétel azt a tilalmat jelenti, hogy egy kivalasztott pont tarsa nem fekidhet a szemkdézti harmadiven. Azt
mondjuk, hogy egy iv ,szabad”, ha két kivalasztott pont hatarolja és tovabbi kivalasztott pontot nem
tartalmaz. A tilalom értemében nem létezhet egyharmadnal hosszabb szabad iv. Ugyancsak a tilalom
értelmében nem létezhet olyan szabad iv, amelynek hossza egyharmad és kétharmad kozott van.
Kovetkezésképpen egy megengedett kivalasztasnal a maximalis szabad iv vagy egyharmad, vagy legalabb
kétharmad.

a) Ha a legnagyobb szabad iv 1/3, akkor csak a kiegészitd 2/3 iv felez6pontja valaszthaté ki. Ezt a pontot ki
is kell valasztani, kiilénben nem lenne a kiindulasi iv a leghosszabb szabad iv (12.a abra).

b) Ha a legnagyobb szabad iv a kérvonal kétharmada, vagy hosszabb, akkor a kivalasztott pontok egy
egyharmadnyi (zart) koériven fekszenek (12.b abra). Ebbdl az n+1 pontbdl valaszthatunk (akar
mindegyiket). Mivel n+2 nagyobb, mint n+1 és n > 1 esetén n + 2 nagyobb, mint 3, a tilalom megszegése
nélkdl nem valaszthatd ki n+2 pont.

A 10. Probléma n = 60 esetén a kdvetkezd humoros formaban (12. Probléma) is megfogalmazhatd.

12. Probléma: Egy konyvtar déli 12 o6rakor nyit és 15 orakor zar. A latogatdk egész
perckor, egyenként léphetnek be, el6szor 12 orakor, utoljara 14 o6ra 59
perckor. Minden konyvtarlatogato elalszik 1 o6raval az érkezés utan és egy
oran at alszik, hacsak a konyvtar be nem zar kozben. Alvo konyvtarlatogatét
tilos belépéssel zavarni. Bizonyitandd, hogy emellett a szabalyozas mellett
nem tud 62 vagy annal tobb latogaté egy nap a kdnyvtarba belépni.

Megoldasi otlet: Felilrél akarjuk becsilni a latogatok szamat, ezért feltessziik, hogy a portas az elsé
latogatod érkezésekor 12 érara dllitja vissza az 6rat, azaz azt a szituaciot vizsgaljuk, amelyben az elsé
latogato 12 érakor jon. Harom részesetet vizsgalunk aszerint, hogy 1 és 2 érakor jon-e valaki.

a) 1 orakor és 2 orakor is jon 1-1 latogaté. Ha valaki 12 és 1 jonne, 6 2 drakor aludna és ez 2 drakor
belépési tilalmat jelentene. A 12 érai latogatd 1 és 2 kdzott alszik, az 1 orai latogatd 2 és 3 kozott alszik,
emiatt ebben az idészakban nem Iéphet be ujabb latogato.

b) 1 érakor j6n 1 latogatd és 2 6rakor nem jon senki. 1 éra utan senki nem Iéphet be, mert a 12 érai latogatéd
1 és 2 kozott alszik, az 1 orai latogato pedig 2 és 3 kozott. Minden lehetséges latogaténak 12 és 1 kdzott
kell tehat belépni, ami legfeljebb 61 latogatot jelent.

c) 1 érakor nem jOn latogatd. Kivalasztjuk azt a latogatét, aki 1 ora el6tt utolsoként érkezett (ez lehet esetleg
a 12 érai latogatd). A kivalasztott latogatd érkezésétdl szamitott két éran belll senki sem érkezhet, hiszen
csak az 6 alvasa el6tt érkezhetne valaki, de az 6 érkezése utadn 1 6raig és 1 6rakor nem jon senki. 1
oratdl a kivalasztott latogato elalvasaig nem johet senki, mert alszik a 12 6rai latogatd, amennyiben a két
latogatd nem azonos. A kivalasztott latogato érkezésétdl szamitott két 6ran belll a lehetséges belépések
kézil 119 kihasznalatlanul marad, tehat az elvileg lehetséges 180 belépéshdl legfeliebb 61 eset
realizalodik.
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Osszefoglalva: Legfeljebb 61 latogatoja lehet ennek a kiilénds kényvtarnak.

Altalanositas: Megallapitasaink akkor is érvényben maradnak, ha az érat 60 perc helyett n részre osztjuk.
Ekkor 61 belépd helyett n+1 belép6t kapunk felsé becslésnek, és ez a szam 3-nal kisebb nem
lehet, azaz n > 1.

A 10 — 12. Problémak koz6s matematikai modellje a grafok nyelvén a kévetkez6képpen fogalmazhaté meg:

13. Probléma: Legyen n egy 1-nél nagyobb adott természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy
létezik olyan 3n szdgpontu graf, amelyben barmely harom szégpontbdl ketté
Ossze van kotve, és nem tartalmaz n+2 szdgpontu teljes részgrafot.

Megjegyzés:

Egy ilyen grafot a kovetkez6képpen allithatunk el6: 3n darab pontot kivalasztunk a korvonalon és
megszamozzuk 1-t8l 3n-ig. Minden pontot 6sszekotink a megel6zd és a rakdvetkez6 n ponttal. Két pont
tehat akkor nincs Osszekotve, ha sorszamaik kozotti kildnbség n és 2n kozott fekszik. Az allitjuk, hogy
barmely n+2 kivalasztott pont k6zott van két olyan, amelyek nincsenek 6sszekotve, és hogy barmely harom
szogpontbdl kettd dssze van koétve (a > b > ¢ és ¢ — a < 2n szamozasnal b-a vagy c-b kisebb, mint n).

IV. AZ ORAREND ES AZ UTESMENTES BASTYAELHELYEZES

Didkok, tanarok, igazgatok vagynak egy ,igazan j6“ érarendre. Az iskola i darab szaktantermének k osztaly
kozotti elosztasa 1, 2, 3, 4, 5 napra (esetleg adott napi és heti 6raszammal) olyan komplex feladat, hogy
ebben az altalanos formaban nem is tudjuk megoldani. A specialis esetek vizsgalataval azonban egy sor
analog feladatra és sok szép megoldasra bukkanhatunk.

14. Probléma: Hanyféleképpen lehet egy iskola 8 osztalyat a 8 szaktanterembe egy érara
beosztani?

Megoldasi oOtlet: Tekintsik az iskola és a 8x8-as sakktabla kozott azt az analdgiat, amelyben egy
szaktantanteremnek egy sor, egy osztalynak egy oszlop felel meg, és ha egy osztaly egy terembe be van
osztva, akkor a megfelel6 sor és oszlop kdzds mezéjére egy bastyat allitunk. Egy teljes terembeosztas 8
bastya utésmentes felallitdsanak felel meg a sakktablan.

15. Probléma: Hanyféleképpen lehet egy 8x8-as sakktablara 8 bastyat Utésmentesen
felallitani?

Megoldasi otlet |: Egy felallitott bastya lefoglal egy sort és egy oszlopot. Ebbdl megallapithatjuk, hogy egy
8x8-as sakktablara 8-szor annyi bastya allithatd GUtésmentesen, mint egy 7x7-es sakktablara.

Megoldasi otlet Il: Minden oszlopba fel kell egy bastyat allitani. Az 1. oszlopban 8, a masodikban 7, a
harmadikban 6, stb. mezdre allithatjuk a bastyat. Ha valahol eltérd mezét valasztunk, mas-mas Gtésmentes
elrendezést kapunk, igy az utésmentes bastyaelhelyezések szama 1-2-3-4-5-6-7-8 = = 8! = 40320.

16. Probléma: Sorfolytonosan megszamozzuk egy 8x8-as sakktabla mezéit 1-t6l 64-ig, és
8 bastyat feldllitunk a sakktablara. Minden elrendezéshez hozzarendeljik
azon mezb6k sorszamanak 0sszegét, amelyeken bastya all. Mekkora ennek
az 6sszegnek a minimuma Utésmentes elrendezés esetén?

Megoldasi 6tlet: A mezb sorszama 8a+b alakba irhatd, ahol a 0 és 7, b pedig 1 és 8 kdzotti egész szam.
Egy Utésmentes elrendezést jellemezhetiink azzal, hogy a és b minden megengedett értéket pontosan
egyszer vesz fel. A mezbkhéz rendelt 8 érték o6sszege minden (tésmentes bastyaelhelyezéskor
8(0+1+2+3+4+5+6+7) + (1+2+3+4+5+6+7+8) = 8x28 + 36 = 260.

17. Probléma: Hanyféleképpen lehet egy iskola m osztalyat az n szaktanterembe egy
orara beosztani (n legalabb akkora, mint m)?

Megoldasi Otlet: Lasd az analog sakktablas probléma megoldasat.

18. Probléma: Legfeliebb hany bastyat lehet egy nxm-es sakktablara Utésmentesen
felallitani? Hanyféle elrendezés szerint lehet a maximalis szamu bastyat
utésmentesen elhelyezni?

Megoldasi otlet: A bastyak maximalis szama m. Az elrendezések szama a 15. probléma masodik megoldas
Otlete alapjan: n-(n-1)-...-(n-(m-1)).
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19. Probléma: Hogyan lehet egy iskolaban a 8 szaktantermet egy napra beosztani, ha az
iskola mind a 8 osztalyanak napi 8 (kilénb6z6) 6raja van?

Megoldasi oOtlet: A tanterem-sor, osztaly-oszlop analégia szerint minden tanitasi 6ra beosztasa 8 bastya
utésmentes felallitasat jelenti egy 8x8-as sakktablan. A napi 6rarend elkészitése 64 bastya (mindharom
iranyban) Gtésmentes elhelyezését jelenti egy térbeli 8x8x8-as sakktablan (20. Probléma). A lehetéségek
szama 108776032459082956800 (lasd [11] és [12].

20. Probléma: Legfeliebb hany bastyat lehet egy 8x8x8-as térbeli sakktablara
utésmentesen felallitani?

Megoldasi otlet: 64 bastya allithato fel Gtésmentesen, mert minden oszlopban legfeljebb egy bastya allhat.
Egy Utésmentes térbeli elrendezést nyerhetiink ugy, ha elsé sikon felallitunk 8 bastyat litésmentesen és a
kovetkezd sikra vald attéréskor minden oszlopot ciklikusan eggyel jobbra tolunk (20. abra).

Megjegyzés: Tekintsik 64 batya Utésmentes elrendezését egy térbeli sakktablan. Ha az 1. sik bastyait 1-
gyel, a 2. sikét 2-vel, ..., az utolséét 8-cal helyettesitjik és ezeket az atlatszd sikokat egy sikra vetitjiik,
akkor egy 8x8-as négyzetet kapunk, amelynek mezéi az 1, 2, ..., 8 szamokkal vannak kitdltve ugy, hogy
minden szam minden sorban és minden oszlopban pontosan egyszer fordul el6 (latin négyzetek és
téglalapok). Forditva is all az analdgia, egy 8-adrendi latin négyzetbdl a sorrendtdl eltekintve egyértelmiien
rekonstrualhato 64 bastya Gtésmentes elrendezése egy térbeli sakktablan.

Az Utésmentes bastyaelhelyezés ilyen atfogalmazasaval a kombinatorika és a grafelmélet egy aktualis
kutatasi és alkalmazasi terlletére értlnk (titkosiras, elektronikus alairas, permutaciomatrix, stb.)

V. UT A MAGASABB MATEMATIKA FELE - MODELLALKOTAS ANALOGIA
SEGITSEGEVEL

Az analogia segitségével kilonbozé hétkdznapi problémak kézés matematikai modelljét is megtalalhatjuk.

21. Probléma (Tancpartnerkeresés): Egy tanctanfolyamon 8 né és 8 férfi vesz részt.
Minden holgy két urat, minden ur 2 holgyet ismer. A tdncmester szeretne
(vegyes) parokat alakitani ugy, hogy mindenki ismeréssel tancoljon.
Lehetséges ez?

Megoldasi otlet: A résztvevék (egy vagy tobb) kort alkotnak uUgy, hogy minden személy mindkét
szomszédjat ismeri: egy (tetszblegesen kivalasztott) ur kivalaszt egy ismerés holgyet, a hdlgy az 6 masodik
férfiismerGsét, a kivalasztott férfi a masodik hdlgyismerdsét, és igy tovabb mindaddig, amig vagy minden
résztvevd ki van valasztva, vagy a valasztdé hdlgy masodik férfiismerése a kort megnyitod ur. Ha kell, ujabb
kért nyitunk mindaddig, amig minden résztvevé bekerul valamelyik koérbe. A parokat egy-egy kordn belul
képezzuk: pl. minden holgy kivalasztja a jobboldali szomszédjat.

22. Probléma (A szerkeszté dilemmaja): A KOMAL-ban 8 problémat tliztek ki. A
szerkesztd mindegyikre 2-2 k6zdlheté megoldast talalt és észrevette, hogy a
kozlésre kivalasztott megoldasok kozul 2-2 wugyanattél a bekuld6tél
szarmazik. Elhatarozza, hogy ugy kozol problémanként 1-1 megoldast, hogy
minden bekulldének jelenjen meg megoldasa. Meg lehet ezt csinalni?
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Megoldasi otlet: A 21. probléma megoldasi 6tlete alapjan a feladat szamat és az adott feladat bekildéinek
nevét (esetleg tobb) kérbe rendezziik ugy, hogy minden szam a két bekiild6 kd6zé és minden név a két
bekildétt feladat sorszama kozé keriljon. Minden sorszamhoz (példaul) a jobboldalan 1évé bekiildét
valasztjuk.

23. Probléma (1933/2): Egy sakktabla 64 mez6jébdl kivalasztunk 16-ot ugy, hogy minden
sor és minden oszlop 2-2 kivalasztott mez6t tartalmaz. Bizonyitando, hogy a
kivalasztott mezdékre felallithatd 8 fehér és 8 fekete babu, hogy minden sorba
€s minden oszlopba jusson 1-1 fehér és 1-1 fekete babu.

N W A O O N
ma
1
i

-—

A B C D E F G H
23. 4bra: A két ciklus 24. dbra: A kivalasztott 8 él

Megoldasi otlet: Egy kivalasztott mez6vel indulunk, és vizszintesen megylnk az adott sor masik kivalasztott
mezéjéig. Fuggdlegesen megylnk tovabb, az adott oszlop masodik kivalasztott mezdjéig, majd tovabb
felvéltva vizszintesen és fuggblegesen. Egyszer biztosan a kiindul6 mezére jutunk. Az utra felfizott
(iranyvaltd) mez8k szédma paros, hiszen az uton fuggbleges és vizszintes szakaszok valtakoznak. A
kiindulasi mezére és minden masodikra fekete babut, a masodikra (és minden masodikra) fehéret allitunk.
Ha még van ures kivalasztott mez6, akkor valamelyik Ures mezével indulva addig megismételjuk az el6z6
eljarast, amig minden kivalasztott mezére keril babu (23. abra).

Az utébbi harom probléma egymashoz analég és ezt az analégiat a harom probléma kdzds matematikai
modelljével tudjuk legjobban megmutatni.

24. Probléma (a 21-23. problémak matematikai modellje): Rajzolunk 8 pontot és
megszamozzuk O&ket 1-t6l 8-ig, majd rajzolunk még nyolc pontot és
elnevezzik 6ket az ABC nagybetiivel. Minden szamozott pont 2 betijeles és
minden betljeles 2 szamozott ponttal van 6sszekotve. Bizonyitandd, hogy ki
lehet valasztani a 16 0sszekotd szakaszbdl 8-at ugy, hogy mind a 16 pont
el6fordul a szakaszok végpontjai kozott.

Megoldasi otlet: A (paros) grafot diszjunkt kordkre osztjuk. Minden korbe paros sok szogpont kertdil.
Kivalasztunk minden kérben minden masodik 0sszekotd szakaszt. Ezaltal a 23. probléma esetében azokat a
mezbket valasztottuk ki, amelyekre azonos szinl babuk kerilnek.

Példainkban (23. és 24. abra) két korbdl allnak a grafok: E-8-C-6-G-5-B-1-E és A-7-H-2-D-4-F-3-A. A parok,
kozolt megoldasok, fehér sakkfigurak mezéje, azaz a kivalasztott élek lehetneek példaul E1, B5, G6, C8 és
A3, F4, D2, H7.

Megjegyzés: A probléma altalanosithatd n parra, n feladatra, n mezére, n+n pontra, a megoldas Iényegében
valtozatlan marad.

VI. AZ ANALOGIAS PR’OB,LEMAMEGOLDAS HATARAI — A KOCKA HALOZATAI ES
AZ OKTAEDER FESZITOFAI

25. Probléma: a) A szabalyos oktaéder élvazas modelljébe hany élt kell mindenképpen
beépiteni, hogy a modell ne essen szét?

b) Hanyféle ilyen modell lehetséges?
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26. Probléma: a) Mekkora a kocka hal6zatanak kerulete, ha a négyzetek teljes éllel
csatlakoznak?

b) Hany olyan kockahalo létezik, amelyben a négyzetek teljes éllel csatlakoznak?

Megoldasi 6tlet: A kocka lapkdzéppontjai egy oktaédert alkotnak. Az oktaéder két csucsat akkor kotjik
Ossza éllel, ha a kocka megfeleld lapjai szomszédosak. Az oktaéder élvazas modelljét olyan grafnak
tekinthetjik, amelynek szégpontjai a kocka lapjait abrazoljak és az élek a lapok szomszédos voltat jelzik.

Az oktaéder egy élének elhagyasa a kocka két lapjanak egy él menti elvagasat jelenti.

Minden minimalis élszamu Osszefliggd oktaédergraf reprezental egy kockahalét, amelyben a négyzetek
teljes oldallal csatlakoznak egymashoz.

A MAXIMALIS FOKSZAMU csUCS

25.b abra: Az oktaéder feszjtéfai

HALOZAT GRAF HALOZAT GRAF
2 X 2 A
2 3 2 3
1 113 |64 2 1136/ 4
. 4 5 s 4 5
6 6
2 A 2 A
2 3 2 3
3 46|31 4 113|6/|4
4 5 4 5
5 ¥ 5 4
2| 4 ! 5 4|2 it
2 '3 2 3
5 113 |6 6 1136
4 '5 4 5
¢ 6 [
2 | 4 A 2 1
2 '3 21 3
7 113 |6 8 113 |6 |4
: 4 5 : 4 5
6 6
13 X 2| 4 1
2 3 2 3
9 5| 6 10 113 1|6
4| 2 4 5 5 4 5
6 6
2 1
’ 2 '3
1 113 |6|4
5 4 5
6

26. abra: A kockahalok és a feszitéfak
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Ez az analdgia hasznos a 25a és a 26a Probléma megoldasanal: 7 élet kell t6rdIini ahhoz, hogy feszitéfat
kapjunk, ami azt jelenti, hogy a kockahalo kerllete 14 élhossznyi. Ez az eredmény segitség a 11 kulénb6zé
kockahalé megkeresésében.

Az oktaéder 5 feszit6fajat gyorsabban megtalaljuk, mint a 11 kockahalét, hiszen egyszeribb struktarardl van
sz0 és a lehetséges esetek szama is kisebb, de ez nem segit a 26.b probléma megoldasaban (25.b abra).
Bar minden kockahaléhoz rendelhet6 feszitéfa, ezek k6zott izomorfa grafok is vannak. Példankban az 1 és 7
kockahaldhoz ugyanaz a feszitéfa tartozik, de a 2,5,6,9, illetve 4,10,11 kockahaldkhoz tartoz6 feszitéfak is
izomorfak. Ha a kockat a 3-as és 6-0s lapok szdOgfelezésikjara tukrozzik, akkor az 1-es és 7-es
kockahalohoz tartozé feszit6fak egymasba mennek at, de a kockahaldk nem szimmetrikusak (26. abra).

Ez egyben ennek az analégianak a korlatait is mutatja.
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