Bevezetd matematika dolgozat (Matematika BSc szakosok szdmara)
feladatainak megoldasa
2006. oktober 27.

1. a) Az avalos paraméter mely értéke mellett lesz két egyenld gydke az alabbi egyenletnek:

X*—ax+4=0

Megoldas: Ha a diszkriminans 0: |a |=4 . (4 pont)

b) A pozitiv valos p paraméter mely értékeire oldhaté meg az egyenlet? Adjuk meg az

egyenlet megoldashalmazat!
2lgx—lg(x-1)=1gp

Megoldas: A bal oldalnak csak akkor van értelme, ha x >0, illetve ha X > 1. A bal oldal

2
X " Ez 1g p. (2 pont) Vagyis (a logaritmus monotinitdsa miatt) a p értékét megkapjuk, ha

Ig

2

:2+x—1+L

a tort értekkészletét keressiik x > 1 feltétel mellett. (2 pont) Az " "
X — X —

kifejezés minimumanak kiszamitasdhoz felirjuk az x —1 és az kifejezésekre a szamtani

¢s mértani kozepek kozott fenndllo dsszefiiggést. Eszerint az X —1+ 1 kifejezés akkor
X —

minimalis, ha X =2, erre az eredeti kifejezés 4-gyel egyenlo.
Az értékkeészlet (vagyis a paraméterre kapott megoldashalmaz) a(4;00) intervallum. (2 pont)

2. Oldjuk meg a valds szamok halmazéan a kdvetkezd egyenletet és egyenldtlenséget:

a) V1—cos’ x =1—sin| x| b) Vx* —2x>+1>1-x

Megoldés: a) A bal oldal [sin X |. (2 pont) Vizsgaljuk a [0;27] intervallumot. A jobb oldal itt
1—sinX. (2 pont) A bal oldal a [0;7] intervallumban sin X -szel, a [7;27] intervallumban

—sin X -szel egyenld. Az utdbbi nem ad megoldast, az elobbibdl viszont sin X = % ,azaz X = %
Sr
vagy i (+2k7z , ahol k € N). (2 pont)

Mivel mind a két fiiggvény paros, a megoldashalmaz: X = i% vagy i%r (+2kz,ahol ke N,

tehat nem negativ!). (2 pont)

b) A bal oldal |x* —1]|. Eza [~1;1] intervallumban 1— x> = (1—X)(1+ X), ahol (az adott
intervallumban) 1— X nem negativ. Tehat az egyenl6tlenség megoldésa itt X > 0, azaz
0<x<1. (2 pont)

Ezen az intervallumon kiviil a bal oldal x> —1 = (x —1)(x +1) -gyel egyenlé. Atrendezve az
egyenldtlenséget (X —1)(x+2) >0 addodik, amelynek megoldasa az adott intervallumon az
X>1 ¢és x < -2 valos szamok. A megoldas tehat: x <-2 és x> 0. (4 pont)




3. Oldjuk meg a racionalis szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:

(V27 -4)x+(V12-3) y =48 -5

Megoldas: Az egyenletet dtalakitva 3v/3x —4x +2+/3y -3y = 44/3 -5 adédik (2 pont). A
/3 -at tartalmazo tagok nem lehetnek racionalisak, ezért szétvalaszthato az egyenlet egy
racionalis és egy irracionalis részre. (6 pont) Ebbdl kovetkezik, hogy 3x+2y =4 ¢és
4x+3y =5.(2 pont) Ezek szerint X =2 ésy =-1. (2 pont)

4. Bizonyitsuk be, hogy az X minden valos értéke mellett:
cos® X +sin’ Xcos” X +sin’ X =1

Megoldas: Az egyenletet ekvivalens 4talakitéssal a cos*+ (cos* X +1)(1—cos’ X) =1, (4 pont)

azaz cos' X —cos® X +1=1 alakra hozhatjuk, ami azonossag. (4 pont)

5. Egy sorozat elsé n tagjanak dsszege 3n° minden pozitiv n egész szamra. Igaz-e, hogy ez
egy szamtani sorozat? Ha igen, hatarozzuk meg a sorozat n -edik tagjat n fiiggvényében!

Megoldas: Ha a sorozat elsé n tagjanak az &sszege 3n°, akkor az elsé tag 3, a masodik
3.2°-3=9, a harmadik 3-3°-9-3=15. (2 pont) Eszerint csakis az a, = 6n—3 képzési
szaballyal kaphatd szdmtani sorozatrol lehet szo. (4 pont) Ennek a sorozatnak az elsé n

tagjanak az osszege valoban 3n°. (2 pont) Mas sorozatnak pedig nem lehet 3n* a tagjai
Osszege minden pozitiv egész n -re, mert két egymdst kovetd tag kiilonbsége éppen
3n*-3(n—1)>=3-(2n—1)=6n-3. (4 pont)

6. Lehet-e négyzetszam az a pozitiv egész szam, amelynek tizes szamrendszerbeli alakjaban
510 darab 1-es és valahany 0 szerepel?

Megoldéas: A szam oszthat6 3-mal, (3 pont) de nem oszthatd 9-cel, (3 pont) tehat nem lehet
négyzetszam. (2 pont)

7. Dontse el, hogy az alabbi llitdsok igazak vagy hamisak! Allitasat indokolja!

a) Ha egy hatszognek a szemkdztes oldalai parhuzamosak, akkor szabalyos.

b) Ha egy csoportban 14 tanul6 van, akkor biztosan van koztiik legalabb 3, akiknek ugyanabban
a honapban van a sziiletésnapja.

¢) Ha egy hatszog szabalyos, akkor vannak parhuzamos oldalai.

d) Ha egy csoportban 2 tanulénak ugyanabban a honapban van a sziiletésnapja, akkor legalabb
13 tanul6 van a csoportban.

Megoldas:

a) Nem igaz. Vegyiik ellenpéldanak azt a hatszoget, amelynek minden oldala egyenld, szogei
pedig 90, 135, 135, 90, 135, 135 fokosak. 3 pont
b) Nem igaz. Ellenpélda: 2-2 tanul6 januarban és februarban, a tobbi mind tovabbi mas-mas
hénapban tinnepli a sziiletésnapjat. 3 pont
¢) Igaz. Minden szemkozti oldalparja egyenld és parhuzamos a szabalyos hatszog szimmetriai




miatt. 3 pont
d) Nem igaz. Lehet, hogy csak két tanul6 van, de mindketté ugyanabban a honapban {innepli a
szliletésnapjat. 3 pont

8. Szamitsuk ki az y—10°x=10",az y=10"° ésa 2y =10 x+10"° egyenesek 4ltal kozre-
zéart haromszog teriiletét!

-9 -6
Megoldas: Az egyenesek egyenletei y=10"x+10°, y=10° és y= 0 s 1(; .
Mindharom egyenest ugyanannyival eltolva a kdzbezart teriilet nem valtozik. Az y tengely
-9 -6
iranyaban —10° -nal eltolva a kapott egyenletek: Yy =107x, y=0 és y = 10 X— 1(; .

Két egyenes atmegy az origdn, az egyik maga az X tengely. A harmadik egyenes a két masik
egyenest (az X tengelyt) az (1000;0), illetve a (=1000;—10"") pontban metszi.

A haromszog egyik oldalanak (amely az X tengelyre illeszkedik) hossza 1000, a hozza tartozé
-3
magassag 107°. Ezért a kdzrezart haromszog teriilete

Pontozas: az egyenesek egyenletének meghatarozasa 2 pont, a metszéspontok meghatarozasa 6
pont, a haromszdg teriiletének kiszdmitasa 4 pont.

9. Egy loversenyen 3 léra fogadnak. Ha az elsd nyer, akkor a ré tett 6sszeg kétszeresét; ha a
masodik nyer, az erre tett 0sszeg négyszeresét, ha a harmadik, az erre tett 6sszeg nyolcszorosat
kapjak. Mekkora 0sszeget kell tenni egy-egy 16ra, hogy barmelyik fusson is be elsének, 100 Ft
nyeresége legyen a fogadonak?

Megoldéas: Ha a lovakra tett sszegek rendre X, Y, z, akkor az egyes elérhetd nyereségek az
alabbiak szerint irhatok fel:

X+y+2+100=2x=4y =282

Ebbdl egyrészt 2x =8z, illetve 4y =8z, vagyis X =4z, y =2z, masrészt viszont
42+22+2+100=8z, amibdl z=100, tehat y =200, x =400.

Pontozas: A helyes 0sszefliggés felirasa 8 pont, a megoldas 4 pont.




