Szempontok a feladatelemzéshez

I. A feladat megértése

Adatok, ismeretlenek azonositasa. Feladatok reprezentacidja: abra, tablazat, vazlat. Allitds
szimbolumokkal val6 leirdsa. A feladatban eléforduld fogalmakkal kapcsolatos definiciok,
tételek felelevenitése, mobilizalasa.

Elokészito feladatsorozat tervezése

I1. A megoldas otletének megtalalasa, megoldasi terv készitése

Mirol is van szo a feladatban? ( Sajat probléma megfogalmazas)

Hogyan tudnam sajat szavaimmal megfogalmazni a problémat?

Hogyan tudom a problémat ismert fogalmak segitségével érthetobben esetleg egyszeriibben
megfogalmazni? Hogyan szemléltethetd a probléma, illetve hogyan vazolhato, dabrazolhato
masképpen? (heurisztikus segédeszkozok)

Oldottam mar meg hasonlo probléema(ka)t? Hogyan? (Analogia elve)

Milyen részproblemdkra bonthato a probléema? (Felosztas elve)

Milyen mar megoldott problémdra tudom a probléma egyes részeit visszavezetni?
(Visszavezetés elve)

Lehetséges a problémat specializalni? (Redukalas elve)

Milyen feladattipusrol van szo?

Mire lehet a megadott adatokbdl kévetkeztetni? (Céliranyos okoskodas)

Mibdl lehet a keresett mennyiséget meghatarozni? Mibol kovetkezik a bizonyitando allitas?
Hogyan néznek ki a tovabbi lépéseim?

I11. A megoldasi terv végrehajtasa
Vérhatd tanuléi hibak (tipushibdk) az alkalmazott algoritmusok, eljarasok végrehajtasaval
kapcsolatban. Lépések jogossaganak ellendrzése. (Indoklasok)

IV.  Visszatekintés, reflexio

Diszkusszid, megoldasok szama.

Az eredmények interpretaldsa, értelmessége.

Milyen 0j dolgot tanultam? A megoldasi stratégia kiemelése.

Milyen hianyossagokat fedeztem fel a tudasomban?

Milyen 0j megoldasi eljarast lehetett felismerni a megoldott probléméval kapcsolatban?
Tobbféle megoldas lehetdsége, megoldasok 0Osszehasonlitasa. (Felhasznalt ismeretek
mennyisége, bonyolultsaga , az tlet szokatlansaga, mesterkéltsége)

Melyik megoldasi mod illik legjobban a problémdahoz?

A feladat megoldasaval kapcsolatos személyes élményei, nehézségei. Hogyan jutott az
AHA élményhez?



Egy feladat elemzése
(Minta)

Feladat: ABCD hurnégyszogben az ABC haromszog beirhatéo korének kozéppontja P,
ABD haromszog beirhato korének kozéppontja Q. Bizonyitsa be, hogy ABPQ négyszog
hirnégyszog!

L Feladat megértése

Helyes, atlathato rajz készitése. Jelolések. Allitas szimbolumokkal valé felirasa.

A feladatban el6forduld fogalmakkal kapcsolatos definicidk, tételek felelevenitése,
mobilizaldsa: hurnégyszog, hurnégyszogekre vonatkozo tétel és megforditasa,

szogfelezd, haromszogbe irhatd kor kdzéppontjara vonatkozo tétel, keriileti szogek tétele,
egy ivhez tartozd keriileti és kozépponti szogek tétele és megforditdsa, a haromszog belsd
szogeinek Osszegére vonatkozo tétel.

1. ABRA

Elokészito feladatsorozat

1. Egy haromszdg egyik szoge 50°. Hatirozza meg a masik két belsd szog szogfelezdje altal
bezart szoget!

2. Egy haromszog egyik szoge a.. Hatdrozza meg a masik két belsé szog szogfelezdje altal
bezart szoget!

3. Egy haromszog szogei o, B, v . Mekkorak annak a haromszognek a szogei, melynek
csucspontjai a haromszogbe irt kor oldalakkal valo érintési pontjai?

4. Adott korbe szerkessziink adott egyenessel parhuzamos hurt, amelyhez egy eldre adott

keriileti sz0g tartozik.

Igazoljuk, hogy a trapézok koziil csak a szimmetrikus trapéz hurnégyszog!

6. Egy haromszog egyik oldalan 1évé magassagtalppontbol bocsassunk merdlegest a masik
két oldalra. Igazoljuk, hogy ezeknek talppontjai és a kiinduldsul vett oldal két végpontja
egy koron helyezkednek el!

e

1L A megoldas otletének megtaldldasa, megolddsi terv készitése

A bizonyitas alapkérdése: Hogyan mutathato meg egy négyszogrol, hogy hurnégyszog?

I. probalkozds: Természetesnek tlinik a hirnégyszog tétel megforditasanak alkalmazéasa: Ha
egy négyszog szemkozti szogeinek dsszege 180", akkor az hirnégyszog.



A szemkozti szogparok egyikére probalhatjuk megmutatni, hogy a szogeik Osszege 180°.
Folhasznéalhatjuk az eredeti kor kozéppontjat, egyenld iveken nyugvéd keriileti szogeket,
kozépponti  szoget, szogfelez6t, haromszog belsd szdgeinek 0Osszegére vonatkozo
Osszefliggést. Valtogatva a szogparokat, esetleg tiz probalkozas sem vezet eredményre.
II.probalkozas: Egyszerre csak beugorhat, hogy azt kell megmutatni, hogy a négy szoéban
forgd pont egy korvonalon helyezkedik el. Ami megmutathaté példaul tgy, hogy az AB
szakasz a P illetve Q pontokbol ugyanakkora szogben latszik. (P és Q pontok rajta vannak az
AB szakasz egy bizonyos sz0gll 1atokorivén)

II1. Megoldasi terv végrehajtdasa

II. ABRA

Az abra alapjan leolvashato, hogy o + B = a; + B mert az AB szakasz a D illetve C pontbdl
ugyanakkora szogben latszik(egy iven nyugvoé keriileti szogek, a haromszog tovabbi két belsd
szOogének Osszege is megegyezik.)

AQBZ =180°- a/2 - B1/2

APBZ =180" - o/2 - B/2

AQBZ = APB/

111. Visszatekintés, reflexio.

A megoldas {6 oOtletének kiemelése: Egy négyszég hurnégyszog voltat ugy is be lehet
bizonyitani: megmutatjuk, hogy a négy pont egy kérvonalon helyezkedik el. Ezzel egyenértékii
ha megmutatjuk, hogy két csucspont dltal meghatarozott szakasz a mdsik két csucspontbol
ugyanakkora szogben latszik.

Az alkalmazott stratégia Vegyesen alkalmaztuk a Céliranyos illetve Forditott iranyu
okoskodast. Az elso kérdésiink: Mibdl kovetkezik az, hogy egy négyszog hurnégyszog?
(Forditott iranyu okoskodds) A hurnégyszog tétel megforditisa nem vezetett eredményre, de a
masik lehetoség — a négy pont egy koron helyezkedik el — mar sikeres probalkozas volt. A
megfelel6 latoszogek egyenldségét a feltételekbol vontuk le — Mi kovetkezik a feltételekbdl? .
(Céliranyos okoskodds)

Feladatvaridcio

A feladattal kapcsolatos rokon, analdg feladatok taldlhatok az Ambrus: Bevezetés a
matematikadidaktikaba c. jegyzetben a 131-132. oldalon. (E6tvés Kiado 1995)




Egy feladat elemzése
(minta)

Feladat: Adjuk meg a kovetkez6 osszeget zart alakban:

1 1 1
+..t

22—1+42—1 (2n)2—1

megoldas:

- megsejtjiik, hogy az 6sszeg minden n-re " -gyel egyenld
+

- sejtésiinket teljes indukcioval igazoljuk

A feladat megértéséhez szikséges elézménvek:

- ateljes indukcid

- mit értiink egy Osszeg zart alakjan

- néhany nevezetes Osszeg ( szdmtani, mértani sorozatok dsszege)
- nevezetes azonossagok ismerete

- parcidlis tortekre bontés

Elokészito feladatok:

1. Szamitsuk ki a kovetkezd Osszegeket, fogalmazzunk meg sejtést!

a. 1= b. 1/2=
1+3= 1/2+1/4=
14+3+5= 1/2+1/4+1/8=
14+3+5+7= 1/2+1/4+1/8+1/16=
14+3+5+7+9=

2. El6z6 sejtéseinket igazoljuk teljes indukcioval!

Uton a feladat megoldasa felé:

- Miutdn megértettiik a feladatot probaljunk felidézni korabban megoldott
hasonloakat (pl. bevezetd feladatok), s az ott bevalt megoldasi modot
alkalmazzuk.

- Hanincs ilyen emlékiink akkor alkalmazzunk heurisztikus stratégiat:

o altalanos helyett a konkrét vizsgalata, ebbdl adodik a fenti
megoldas

o a feladat egyes részeire koncentralva a nevezOkrdl lathatd, hogy
szorzatta alakithatok, majd ismét az egészet tekintve esziinkbe



jutnak a teleszkopikus 0sszegek, ha mar talalkoztunk veliik, s az ott
megismert modszerrel “Osszecsukjuk a kifejezést”.

o Ha a teleszkdpikus Osszeg nem ismert, akkor a nevezd szorzat
alakjabol kiindulva prébalkozhatunk ko6zds nevezére hozassal.
Ezzel az egyrészt az Osszevonas felé haladunk, masrészt a kozos
nevezd konnyen meghatarozhato, igy ez a 1épés kézenfekvonek
tiunik, &m a szamlald felirasakor zsdkutcaba keriiliink. Ez az 0t is
végigjarhato, részletesen ld. a harmadik megoldasnal.

Mas megoldasok:

2. megoldas: A nevezdket szorzattd alakitva az egyes tortek kétszeresét két
2 1 1
-3 1 3

1

.. b1 Lo . 2 1
tort kiilonbségére bonthatjuk: 353 s

2 1
(2n—1)(2n+1) 2n—-1 2n+1
Ezutan az Osszeadast elvégezve a kozbiils6 tagok kiesnek, igy az Osszeg:

I
2\1 2n+1 2n+1

3. megoldas: A nevezOk szorzattd alakitisa utdn paronként hozzuk kozos
nevezore a torteket,ekkor egy az el6z6hoz hasonld torteket tartalmazo, de
csak feleannyi tagbol all6 Osszeget kapunk. Ha ebben ismét paronként
k6z0s nevezére hozunk, majd Gjra meg Ujra megismételjik ezt a 1épést,
eljuthatunk a keresett egytagu kifejezéshez.

A kiilonb6z6 megoldasok Osszevetése:

A bevezetd feladatok utan az elsé megoldas a legtermészetesebb, ezt a modot
valsztjak a legtobben, csaknem minden diak igy probalkozik.

Ha a bevezetd feladatokat elhagyjuk (mert korabban méar voltak hasonloak),
ugy a feladat megoldasara nehezebb rajonni. Viszont az elsé megoldason
keresztiil felhivhatjuk a figyelmet a konkretizalds fontos szerepére ill.
megmutathatjuk, hogyan lehet hasonl6 problémékat keresni az emlékek kozott
¢s hogyan hasznalhatjuk azokat.

Ebben a megoldasban a teljes indukci6 ismerete fontos tényezd, igy a
felhasznalt matematikai eszkoztar elég komoly, de szerencsére a teljes
indukciénak egy konnyli, mondhatni iskolapélddja ez, az Osszegekre
vonatkozo, igy ez a megoldas segiti a teljes indukcid fogalmanak elmélytilését.

A masodik megoldas egy specidlis feladattipusndl alkalmazhaté modszer, ha a
tanulok mar taldlkoztak vele, gy a megoldas azon mulik, vajon felismerik-e az
adott tipusfeladatot.

Ha még nem ismerik ezt a modszert, akkor érdemes néhany hasonlé feladaton
keresztiil megtanitani, de fontos, hogy az elsé megoldas is szerepeljen, hiszen



az altalanosabban alkalmazhat6, ugyanakkor ez a modszer joval egyszeriibb
matematikara épiil, ez a megoldas frappansabb az el6zonél.

A harmadik megoldasnal a bizonyitasban rejlik a legtobb nehézség, am a
szabalyszeriiség felismerése a megoldas kulcsa. Ezt a felismerést a tanar
kiprovokélhatja a tanulokbol, de a jobb képességlick maguktol is kitalalhatjak
(célszerii a provokaciot 2-hatvany elemszdmmal kezdeni). Ez a megoldas
igényli a legtobb batorsdgot, kezdeményezdkészség nélkiil nem jutunk eldre,
viszont ehhez kell a legkevesebb eldismeret, akar egészen koran is kitlizhetjiik,
persze a bizonyitas igénye nélkiil.

Ami a bizonyitast illeti ezen a vonalon az nehezen kivitelezhetd, de ha 2-
hatvany elemszdmra kialakul egy sejtés, azt daltaldnos esetre tudnank
indukcidval igazolni (a bizonyitasnal a teljes indukcié nehezen keriilheto el ).

A feladat varialhatosaga, altalanositas:

- A teleszkopikus 6sszeg kapcesan sok hasonlo feladat eldjohet
PIL:
1 1 1 1
— + +..+
1.2 2.3 3.4 n~(n+1)
! + ! +..+ !
1:2:3 234 n-(n+1)(n+2)
- Altalaban megfogalmazhaté, hogy mikor lehet ezt a médszert alkalmazni,
ezzel a mdédszer Iényegének megértését is segitjiik.
- A késébbiekben a sorok hatarértékének kiszamitadsakor hasznosithatjuk a
feladatot.
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