Tipikus kérdések egy egyenl6tlenséggel kapcsolatban:

a) A valtozok mely értékeire igaz az allitas?

b) Mindig igaz az alaphalmazon az allitas?
Az a) esetben megoldjuk, mig a b)-ben igazoljuk az egyenl6tlenséget.
Miért éppen egyenlotlenségek?
Az egyenlétlenségek nemcsak a matematikaban, hanem valds problémak megoldasanal is nagyon fontosak. A hétkdznapi életben
hasznalunk olyan fogalmakat, mint maximalis sebesség, minimalis nyugdij, minimalis kdvetelményszint stb. Egy a gyakorlatban el6-
forduld mennyiség értéke csak nagyon ritkan hatarozhaté meg pontosan, ezért minden szamitast, amely a mért értéken alapszik, ennek
megfeleléen korrigalni kell.
e Mit jelent W értékre vonatkozoan az a kijelentés, hogy ,,AW pontossaggal mérhet6”?
W érték eltérése a mért étéktdl legfeljebb | AW |, ez szemléletesen azt jelenti, hogy W valodi értéke a mért érték | AW | sugaru kor-
nyezetén beliil van.
Figyelem! Ilyen egyszerii kijelentéseknél gyakran kovethetiink el gondolkodasi hibat! A kdvetkezd példa egy gondolkodasi proba.
e Ki szeretnénk csempézni a flirdészobat. Ehhez 1615 db csempére van sziikség. A boltban kozo6lték, hogy a csempék 5 %-os

valodszinliséggel hibasak. Hany csempét vasaroljunk, hogy elég hibatlan legyen koztiik?

Ha véletleniil 1695 db csempét akar venni, akkor gondoljon arra, hogy a pdotdarabok kozott is lehetnek hibas csempék. En legalabb
1700 csempét vasarolnék. A kovetkezd modon szamoltam: Legaldbb 1615 hibatlan csempére van sziikségem. Ha x db csempét vasa-
rolok, akkor ezek koziil 95% hibatlan. Az (x:100)-95 > 1615 egyenlétlenségbdl adodik az eredményem: (1615:95)-100=1700.

2x> +6x+6

x2 +4x+5

Mely valds szdmok alkotjak a lehetd legbdvebb értelmezési tartomanyt?
Mi ekkor az értékkészlet?

1)Azx —> hozzarendelési szaballyal akarunk fiiggvényt megadni.

2.) Valassza meg a c allando értékét tigy, hogy azy >2x —1, y >-x+ 5 és 2y < x + 4 +c egyenl6tlenségekbdl allo egyenlStlenség-
rendszernek pontosan egy (x,y) valos szampar tegyen eleget !

3.) Tegyiik fel, hogy az x, y valos szamokra teljesiil az y > 2x* — 4x + 2 egyenlétlenség. E feltétellel mekkora lehet a 2x - y + 2 legki-
sebb és legnagyobb értéke?

4.) Oldjuk meg a valds szamok korében a v X2 +x—-2 >6-2x egyenldtlenséget.

5.) Tekintsiik az x> — (a- 1)x —a=0 egyenletet.
a) Igazoljuk, hogy az egyenletnek az a paraméter minden valds értéke esetén van valds gyoke.
b) Az a mely értékénél lesz az egyenlet gyokeinek négyzetdsszege a lehetd legkisebb, és mekkora ez a minimum?

6.) Azy = - x + 6 egyenletii egyenes mely pontja van egyenld tavolsagra a 3x - 4y = - 12 és a 3x - 4y = 8 egyenletii egyenesekt6l?

7.) Az x* +y* —4x + 2y +1 = 0 egyenletii alakzat mely pontja van legkdzelebb a 3x + 4y + 12 = 0 egyenletii egyeneshez? Mennyi ez
tavolsag?

8.) Az z=p - X" egyenletii alakzat mely pontja van legkdzelebb az origohoz?

2_
RS | egyenlbtlenséget.

9.) A val6s szamok halmazan oldja meg az (X —2)
10.) Oldja meg az y + 1/y = 2sin x egyenletet!

11.) Oldja meg a -V2 < sin x + cos x < V2/2 egyenl6tlenséget.

12.) Oldja meg a % < ﬁ egyenldtlenséget. é --2-<0 702} 563) 0 Dliosxdls o Zxtl 7 < 0

=, 3 x2) (x-3]x-2) -3)x2
3 neg 2 neg [ 1 neg ] 0 neg
05 0 ! z e
neq heg

MO: x <—1 vagy 2<x<3

Megj.: A nevezdkkel nem szabad egyszeriien beszorozni, mert nem tudjuk, mikor lesz negativ!

Linearis egyenlétlenségek

e Abrazolja az x +y = 5 egyenlet megoldashalmazat. Abrazoljaazx +y <5 és x +y < 5 egyenlétlenségek megoldashalmazat.
Hasonlitsa 6ssze a megoldasokat!

MO: Az x +y < 5 egyenlétlenség megoldashalmazat szeretnénk grafikusan dbrazolni. Az egyik lehetdség az, hogy az (x;y) rendezett
parokat a derékszogl koordinatarendszer P(x;y) pontjaiként abrazoljuk. A megfelel6 pontok halmazat egyértelmiien el akarjuk hata-
rolni a nem megfeleld pontoktol. Tudjuk, hogy az egyenlet megoldashalmaza ebben az abrazolasban egy egyenesnek felel meg. Egy
rogzitett x, értéknél az y < 5— x, egyenlStlenséget kapjuk, és ez fennall minden y értékre, amely nem nagyobb, mint 5 — x,. igy a
megoldashalmazbdl egy ,,lefelé iranyuld”, az y-tengellyel parhuzamos, nyilt félegyeneshez jutottunk. A félegyenesek kezdGpontja az
x +y =5 egyenletii egyenesen van és a kezdopont a megoldashalmazhoz tartozik. Ha az x, befutja az x-tengelyt, akkor a félegyenesek
egy félsikot alkotnak. Az x +y < 5 egyenl6tlenség megoldashalmazat azon pontokhoz tartozo rendezett parok hatarozzak meg, ame-
lyek a hataregyeneshez tartoznak vagy ezen egyenes alatt helyezkednek el.



Ha a két oldal egyenldségét kizarjuk, ha tehat az x + y <5 egyenl6tlenséget vesszilk, igy a hataregyenes pontjaihoz tartozo értékparok
nincsenek benne a megoldashalmazban. Ebben az esetben is a hataregyenes segitségével hatarozzuk meg a megoldashalmazt, a
hataregyenes szaggatott vonal, ezzel azt hangstlyozzuk, hogy a pontjai nem tartoznak a megoldashalmazhoz.
e Oldja meg az egyenlodtlenségeket:

3x+2y<6 1 3x+2y<6 11 3x +2y>6 III 3x+2y>6 1V
e Hasonlitsa dssze a kiilonbozd egyenldtlenségek megoldashalmazat és allapitsa meg, melyek diszjunktak koziilik. Képezze a met-

szet-, illetve az unidhalmazt!

e Keressen olyan parokat, amelyek atfedés nélkiil és hidnytalanul lefedik az egész sikot.

I 3x+2y<6 I 3x+2y<6 I 3x+2y>6 v 3x+2y>6
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Ha el akarjuk donteni, hogy egy linearis egyenl6tlenség megoldashalmaza a hataregyenes alatt vagy felett 1évo értékparokbol all-e,
akkor elég, ha a hataregyenesen kiviil még egy pontot meghatirozunk. Ha ez a pont az értelmezési tartoméanyhoz tartozik, akkor a
megoldashalmaznak az a félsik felel meg, amely tartalmazza, ha a pont nincs benne az értelmezési tartomanyban, akkor a megoldas-
halmazt a masik félsik abrazolja.

Linearis egyenlétlenségrendszerek
e Oldja meg az egyenldtlenségrendszereket:

a)3x+2y<6 1 b) 3x+2y>6 I c) 3x+2y<6 1 d) 3x+2y<6 1
x-2y<4 1 3x+2y<8 I 3x+2y>6 1 3x+2y>8 I
A megoldashalmaz a satirozott | A megoldashalmaz a satirozott A megoldashalmaz egy egye- | A megoldashalmaz az {ires
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Tobb egyenlétlenség egyideji teljesiilését a megoldashalmazok kdzos pontjainak vizsgalataval is ellendrizhetjiik.
e Oldja meg az egyenldtlenségrendszereket:

a) 3x+2y<6 1 b)3x+2y 26 1 c)3x+2y>6 I d)3x+2y 25 1

x20 II x2>1 I x< 1 I x< 1 I

y20 111 y>1 I y< 1 I y< 1 I
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e Milyen kdvetkeztést vonhatunk le ezekbdl a példakbol?

Egy kétvaltozos linearis egyenl6tlenségrendszer megoldashalmaza olyan rendezett szamparok halmaza, amelyek grafikusan a sik egy
részhalmazaként abrazolhatok. Az iires halmaz megoldashalmazként olyan egyenlétlenségrendszerhez tartozik, amely ellentmondésra
vezet, azaz a feltételek soha nem teljesithetdk egyidejiileg. Ha a megoldashalmaz az egész sik, akkor a kijelentés a valtozok értékétol
fliggetleniil igaz.




Linearis programozas

Egyenlétlenségrendszereket gazdasagi, technikai és kozigazgatasi problémaknal is alkalmaznak. Az eljaréast, amelyet a kovetkezd
példaban ismeriink meg, ,,linearis programozasnak” nevezik

Kérdésfeltevés:

e Egy gyéarban gyiimolcslékeveréket allitanak eld narancslébdl és almalébdl. Tartalmazzon minden {iveg egy liter gylimélcslevet. Az
ivolé lehetdleg legyen kedvez6 art, de mindenképpen tartalmazzon egy meghatarozott minimalis tdpanyagmennyiséget.

Legyen a gylimolcslében legalabb 0,1 1 almalé és 0,2 1 narancslé, tovabba tartalmazzon legalabb 240 kaloriat. 1 1 almalében 300 kalo-
ria és 1 1 narancslében 200 kaloria van. Végiil az ivolének legalabb 128 térfogategységnyi C vitamint kell tartalmaznia. Legyen 11
almalében 80, 1 1 narancslében 160 térfogategységnyi C vitamin. 1 1 almalé ara 120 Ft, 1 I narancsléé pedig 160 Ft.

Mennyi almalé és narancslé keriiljon az iivegekbe, hogy adott feltételek mellett lehetdleg olcsod gyiimoéleslé késziiljon?

MM: Jeldlje x az almalé, y pedig a narancslé literenkénti mennyiségét, amelyre egy iiveg gyiimodlcsléhez van sziikségiink.

o Gylijtse Ossze egy tablazatban a probléma fontos 9sszetevoit és matematikai megfogalmazasukat.

Fontos szovegrészletek Matematikai megfogalmazasuk
A keveréknek tartalmaznia kell:

a)legalabb 0,1 1 almalevet, x>0,1

b)legalabb 0,2 1 narancslevet, y=0,2

c)legalabb 240 kaloriat (1 1 almalében 300 kaloria, 1 1 narancslében pedig 200 kaléria van), |300x + 200y > 240
d)legalabb 128 TE C vitamint (1 1 almalében 80 TE, 1 1 narancslében pedig 160 TE van), 80x + 160y > 128

e)x és y nem negativ szamok. x>0,y>0
e Melyik célt akarjuk elérni?
A gyiimoéleslének lehetbleg olesonak kell lennie. 120x + 160y =z
11 almalé 120 Ft-ba, 1 I narancslé 160 Ft-be keriil. Z — min
Az ennek a problémanak megfelel6 matematikai modell:
1) x20, y=0 vagy (1) x=20, y>0
2) x > 0,1 (2) x > 0,1
y > 0,2 y > 0,2
300x  + 200y > 240 3x 0+ 2y = 24
80x + 160y > 128 8x+16y>12,8
(3) 120x + 160y =z (3) 120x + 160y =2z
(4) z— min (4) z—> min

Ennél a probléménal a megengedett behelyette- | A megengedett behelyettesitések halmazabol, amelyet az dbran a satirozott
sitések halmazat (a célfiiggvény értelmezési tar- | tartomany szemléltet, azt az értékpart keressiik, amelynél a z= 12 x + 16y
tomanyat) a nem negativitasi (1) és a korlatoz6 | fiiggvény minimalis értéket vesz fel.

(2) feltételek egyiittesen hatarozzak meg. Ezért | Ha a z-t egy ismeretlen valtozonak tekintjiik, akkor a z =12 x + 16y (vagy

az (1)-bdl és a (2)-bdl alkotott egyenlétlenség- stalakitva: v = 3 x + -Z-) parh K T Mi
rendszer megoldashalmazit abrazoljuk. atalakitva: y 15T 16 ) parhuzamos egyenesek egy seregét adja meg. Minden

¥
ilyen tulajdonsagu egyenes meredekségére teljesiil, hogy m = % .

127 Az y-tengelymetszetre teljesiil, hogy n = % . Ha a tengelymetszet kicsi, akkor z is
\\\\ kicsi. Az optimalis megoldast az az egyenes hatarozza meg, amelyre egyrészt m =
0,5 =]
% , masrészt az y-metszet lehetdleg kicsi, harmadrészt pedig legalabb egy kozos
n4 T pontja van a megengedett megoldasok halmazaval.
\ \\ A konstrukcional el6szor megrajzoljuk az egyenessereg egy tetszoleges elemét,
5 : . I I legjobb, ha z = 0 esetet valasztjuk. Aztan olyan parhuzamost rajzolunk ezzel az
o D§\ T2N6 . egyenessel, amelynek az y-metszete lehet6leg kicsi, és amelynek még legalabb egy

k6z6s pontja van a megengedett behelyettesitések halmazaval. Igy optimalis helyként (x ; y) = (0,4 ; 0,6)-ot, optimalis értékként pedig
Zmin = 12:0,4 + 16-0,6 = 14,4-et kapjuk. Tehat egy liveg gylimolcslének 0,4 1 almalevet és 0,6 1 narancslevet kell tartalmaznia, ha az
arat lehetdleg alacsonyan akarjuk tartani.

Tovabbi gyakorlat:

e Keressen olyan egyenl6tlenségrendszert, amelynek megoldashalmaza az A(0;0), B(0;-2), C(3;3), D(5;3) zart négyszog.

e Keressen olyan hétkdznapi szitudciokat, amelyek ezekkel az egyenlStlenségekkel modellezhetdk.

A gyakorlat megoldésa: WL
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2: Egyenlétlenségek igazolasa

Tananyag: Harmonikus, mértani, ill. szdmtani k6zép felhasznélasa egyenldtlenségek igazolasara
Képzési cél: Becsléssel valo pontositas, a kiilonbdz6 megoldasi utak dsszehasonlitasa

A matematikdban ¢€s a gyakorlati életben is gyakran alkalmazzuk a kdzépértékeket. Harmat koziilitk
egyeb egyenlotlenségek igazolasara is hasznalhatunk.

Emlékezteto:

Legyen a és b két valos szam, amelyekre 0 <a <b. Az a és a b szamtani A(a,b), mértani G(a,b) és
harmonikus H(a,b) kozepe definicio szerint:

A(ab) = a;b, G(a,b) = Vab ill. H(ab)= 12 1
7+7
a b

A szamtani és a mértani kozép viszonya
e Jgazolja a G(a,b) < A(a,b) egyenlitienséget.

X a V4 (6] b Y
A geometriai bizonyitas leolvashat6 az abrarol: XZ = a, ZY = b, ebbdl kovetkezik, hogy XO = OY
= 0Q = A(a,b). Mivel P a korvonal egy pontja ¢s PZ merdleges XY-ra, ezért XYP egy PZ
magassagu, derékszogli haromszog. Ebbdl kdvetkezden PZ = G(a,b) (a magassagtétel alapjan). QO
egy sugar, PZ pedig az egyik hur fele, igy PZ < QO teljesiil és ez éppen a G(a,b) < A (a,b)
egyenldtlenség.
o Hova illeszthet6 be a harmonikus kézép a G(a,b) <A (a,b) egyenlotienségbe?
Ha a = b, akkor az értékek egyenldk. Ha a < b, akkor elemi geometriai Gton bizonyitunk: Egy O
kezddpontu félegyenesen OX=a és OY=b tévolségrle} kijeloljiikk az X és az Y pontokat.

A

0 X HGA Y
a+b

Jelolje A az XY szakasz felezépontjat, ekkor OA= (ezért nevezziik A-nak a pontot). Az A

kbézéppontu, b-a sugaru korivre illeszkednek az X és az Y pontok. Pythagoras tétele szerint az

OP érintd hossza~/ab = G(a,b). Ezt a szakaszt az O kozépponti, OP sugari kor segitségével
felmérjiik a félegyenesre. Az igy kapott metszéspont joggal nevezhetd G-nek. A H pont a P pont
félegyenesre esé merdleges vetlilete. A H elnevezés jogossdga az OAP és az OPH haromszdgek
hasonlosagabol kovetkezik:

op~ OP-OP_G(@,b)-G@b) ab _ 2ab __ 2 = H(a,b).
OA A(,b)  axb a+b 1,1
2 a b

Be kell még latni, hogy a pontok abra szerinti sorrendje helyes. Az OAP haromszégben OA az
atfogd, OP pedig befog6. Tehat: OG = OP < OA. OPH haromszogre ugyanilyen meggondolasbol
kapjuk: OH < OP = OG. A konstrukcidobdl kovetkezéen X az OH szakasz egy bels6 pontja és Y az
OA-n kiviil van. Az OXHGAY sorrendet és az

a<H(a,b) <G(a,b) <A(a,b) <b
egyenldtlenséglancot kapjuk.



G(a,b)-G(a, b)
A(a,b)

o Mellékeredményként a kovetkezo Osszefiiggést kapjuk a kozepek kozott: = H(a,b).
Hogyan lehet ezt az 0sszefiiggést kozepek segitségével megfogalmazni?
Két pozitiv szdm mértani kozepe egyben a harmonikus és a szdmtani kdzép mértani kdzepe:
G(a,b) = G(H(a,b),A(a,b)).
Az egyenlétlenséglanc algebrai bizonyitasa:
o [gazolja az egyenlotlenséglancot ekvivalens atalakitasokkal. .
1. Allitas: a < b = a < H(a,b)

Bizonyitas: a<b b hozzdadéséaval
atb<b+b (a + b)-vel osztva
1< -2b a-val szorozva
a+b
2ab
< == =H(a,b
T atb (a.b)
2. Allitas: a <b = H(a,b) <G(a,b)
Bizonyitas: Mivel H(a,b) = az—?—l?b , ezért azt kell bizonyitani, hogy 2ibb < Vab.
a

Mivel mindkét oldal pozitiv, ezért az egyenldtlenség pontosan akkor teljesiil, ha a négyzetekre is
teljesiil:

21.2
24a—b2 <ab ab-vel osztva
a“+2ab+b
4ab 2 2
-5 < (a”+ 2ab + b")-tel szorozva
a” +2ab+b
4ab<a’+2ab+ b’ 4ab-t kivonva

0<a’-2ab+b’=(a-b)’
3. Allitas: a <b = G(a,b) <A(a,b)

Bizonyitas:«/ab < % 2-vel szorozva

2ab<a+b
Mivel mindkét oldal pozitiv, az egyenldtlenség pontosan akkor teljesiil, ha a négyzetekre
is teljestil:
4ab < a’+ 2ab + b’ 4ab-t kivonva
0<a’-2ab+b’=(a-b)
4. Allitas: a <b = A(a,b) <b

Bizonyitas: a <b 2-vel osztva
a < b b_ A
7S5 7 t hozzdadva
a+b — a + h <bh
2 2 2

Alkalmazas: egy masik egyenlotlenség igazolasa:

o Az elemi geometriabdl tudjuk, hogy egy hegyesszog ivmértéke a szinusz és a tangens értéke kozé
esik. Ha az x értékét el akarjuk helyezni a [sin x; tan x| intervallumban, akkor tudnunk kell, hogy
az intervallum felezé pontjatol balra vagy jobbra van-e. Mit gondol?



M,

tan x

sin X

O C MA

Vazlatot készitlink az abra szerint. OAB korcikk az egységkorben, OCB egy sin x, OAD pedig egy
tan x befogdji derékszogi haromszog. Mivel BC parhuzamos DA-val, ezért CADB egy derékszogi

sin X + tanx

trapéz. A trapéz kézépvonala nagysagu. A szép abrazolas nem sokat segit, mivel az

MM, szakasz hossza az AB koriv nagysagaval optikailag nem 6sszehasonlithatd. Megprobaljuk

szamoldssal igazolni, hogy x a [sin x; tan x] intervallum bal felében taldlhatd. Megfogalmazzuk

sejtéstinket:

sin X + tanx
2

Egyenletek megoldasakor nemcsak ekvivalens atalakitdsokat hajthatunk végre, hanem becsléseket

sin X + tanx

e Bizonyitando, hogy az x < egyenldtlenség fenndll, azaz x a bal oldalon fekszik.

is végezhetilink: Ha az x < egyenldtlenséget sem igazolni, sem megcafolni nem tudjuk,

megprobalhatunk ,,valamennyivel tobbet” bebizonyitani. Ehhez egy ismert egyenldtlenséget (egy
valédi egyenldtlenséget) szeretnénk felhasznalni. Mivel a harmonikus és a mértani kozép legfeljebb

sin X + tanx
2
Az X < +fsinx-tanx < w egyenlStlenség sem tiinik kellemesebbnek. Ha még nem
vesztettiik el a batorsagunkat, akkor megprobalkozhatunk a harmonikus kézép alkalmazéséaval.
e Jgazolja ekvivalens datalakitasokkal az
x <H(sinx,tanx) (x €(0°,90°)) egyenldtlenséget.
Tobbszori ekvivalens atalakitassal
2 2 2-sin x

H(sinx, tanx) = = = (bovités: x)

1 +1 1 +cosx_1+cosx

sinx tanXx sinxX sinx

, megprobalunk kettdjiik koziil az egyikkel dolgozni.

2. 4-sin X .cos X
-sin X 2 X A 1A "
= = 2-tan 5 (félszogekre vonatkozo képlet, egyszeriisités)

1+cosx 2.cos? X

1j Osszefiiggést kapunk a harmonikus kozépre:

H(sinx , tan x) = %: 2-tan=-.
; +—
sSinX tanx

Ezt az Osszefiiggést az egyenl6tlenségbe behelyettesitve kapjuk az x < 2-tan% egyenldtlenséget,

amely ekvivalens az %< tan% egyenldtlenséggel és minden hegyesszogre teljesiil.

o Mi kivetkezik ebbdl a kiinduldsi x < w egyenlétlenségiinkre?



Tudjuk, hogy a

H(sin x , tan x) = 2 < SInX+tanx _ A(sin x, tan x)
1 1 2
smx tanx
egyenldtlenség minden hegyesszdgre fennall. A két egyenldtlenség (a relaciok: = < , <
tranzitivitasa miatt) 6sszekapcsolhatd egymassal:
x< 2-tan X = 2 < SINX + tanx
2 1,1 2
sinx tanx

Ebbdl kovetkezik, hogy x a [sin x; tan x] intervallum felezé pontjatdl balra fekszik.

Becslés — masik megoldasi ut

Geometriai becslésekkel szeretnénk folytatni. Megrajzoljuk a koriv B pontbeli érintdjét, ez az A
pontbeli érintdt S; pontban metszi. Az AS;B torottvonal felsé becslést ad AB korivre. Meg akarjuk
mutatni, hogy az MM, (a CADB trapéz kozépvonala) hosszabb, mint az AS;B toérottvonal. S,
ponton at parhuzamost htizunk AC-vel. Ez a parhuzamos egyenes az MM, szakaszt az S, pontban
metszi. Mivel AS; és S,M; egy téglalap szemkozti oldalai, ezért AS; = S,M;.

M, P
B<

Sin X S2 S1

tan x

C M A

Azért, hogy az S;M,; ¢és az S|M; szakaszokat konnyebben 6sszehasonlithassuk, vizsgaljuk az egész
abrat egy geometriai konstrukcioként.

M, D

0o C MA

Mivel BS; érintd, ezért MBS haromszog derékszogli és az S;S, szakasz merdleges az MM,
szakaszra. Foglaljuk Ossze tapasztalatainkat: az S;M; szakasz (amely az dbran egyaltalan nem
szerepelt) a B és az S, pontokbdl 90°alatt latszik. Osszehasonlitjuk az M,BS; és az M,S,S;
haromszogeket. (Ebben segit S;M, szakasz Thales-kore.) S,S; feleakkora, mint CA, BM,
feleakkora, mint BD és BD nagyobb, mint CA. Tehat az S,S; befogo6 kisebb a BM, befogonal; az
M,S; és az S;B befogokra ennek az ellenkezéije teljesiil. Osszefoglalva: A kdzépvonal hosszabb a
tordttvonalndl, a toréttvonal pedig hosszabb az ivnél, tehét a kdzépvonal hosszabb az ivnél.
Kovetkeztetés: Mivel sin x és tan x harmonikus kozepe a kozépértékek egyenldtlenséglancaban az
elsd helyen all, igy sin x és tan x minden kdzepére belattuk, hogy nagyobb x-nél.

A megoldasi utak dsszehasonlitasa

4



Az els6 bizonyitasban a harmonikus kozéppel: H(sin x , tan x) becsiiltiink, a masodikban az AS;B
tordttvonallal. Az elsé bizonyitasban mellékeredményként egy 1) formulat kaptunk a harmonikus

koézépre: H(sin x, tan x) = 2- tan% . A mésodik bizonyitasban a torottvonal hossza 2 - tan% . Ez azt

jelenti, hogy tulajdonképpen ugyanazt a bizonyitast hajtottuk végre kiilonb6zé moédokon. Az utak
Osszehasonlitasa segitett megérteni, hogy mi tortént, és ahhoz az 11j felismeréshez vezetett, hogy a
tordttvonal a kiindulasi sin x és tan x szakaszok harmonikus kézepe.

MATEMATIKATANULAS ANALOGIA SEGITSEGEVEL

Mivel az iskolai matematikatanitds lokalis rendszereket targyal, ezért konnyen taldlhatok olyan
kérdések, amelyek az adott rendszeren belill vagy a gyerekek meglévd ismeretei alapjan nem
valaszolhatok meg. Ilyen helyzetekben segitenek az analdgiak, amelyek segitségével heurisztikus
valasz sejthetd meg. Az analdgia segitségével olyan problémak teheték iskolai szinten
targyalhatéva, mint a geometriai szerkeszthetdség, a térgeometriai konstrukciok, a négydimenzids
kocka szemléltetése.

L. A szélsoérték létezése

Szélséértékeket kiilonbozd stratégidk segitségével talalhatunk meg. Tobb megoldasi lehetdséget
gyljtiink 0ssze, hogy az eredményes megoldasi otleteket 0sszehasonlitsuk, a rokon problémakat
Osszekapcsoljuk, és a stratégidkat hangstlyozzuk. Az elsé kérdés az, hogy létezik-e szélsdérték.
Ezen kérdés megvalaszolasa az iskolai matematikan beliil egyaltalan nem konny.

K(otelezo): Legyen k egy adott kor. Keressiik azon hdaromszégek koziil a maximalis teriiletiit,
amelyeknek minden csucsa a korvonalra illeszkedik.

Egy tanulo jo otlete:

Egy nem szabalyos hdromszdget szimmetrikussa téve, nagyobb haromszdggé transzformalhatunk.
(Rogzitsiik a kozépsd oldalt, és illessziik a harmadik csucsot a koriv kdzepére.) Minden olyan
szabalyos haromszog, amelynek k a koriilirhatd kore, egybevago. Jelolje egyikiiket A, A tertiletét
pedig /A /. A maximalis haromszdoget jelolje D és D teriiletét /D/.

\/

A tanuld hibas indoklasa:

Ha a maximalis D haromszog nem szabalyos, akkor 1étezik egy D' hdromszog (a szimmetrikussa
tett haromszog), amelyre /D'/>/D/ teljesiil.

Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy D maximalis haromszdg. Tehat a maximalis haromszog
szabalyos.

Az utolsé mondat kivételével minden kijelentés helyes.

Az, hogy a maximalis haromszog szabalyos, igaz allitas, de ez nem kovetkezik az el6zo
kijelentésekbdl. Hallgatdlagosan egy tovabbi (heurisztikusan magatol értetddd) feltevést is igaznak
fogadott el a tanulo: Létezik maximalis haromszog. Hogyan gy6zhetd meg egy tanulo arrdl, hogy ez
a (szamadra trivialis) kijelentés fontos része az argumentacionak? (Az éallitas bizonyitdsa tovabbi
nehézségeket okozna.) Mindenesetre az argumentacié struktirdja hibas, €s ezt meg kellene mutatni.
Megtartjuk a logikai struktirat, és egy ismerds rendszerben alkalmazzuk:

A maximalis D haromszdg szabdlyos. 1 a legnagyobb pozitiv egész szdm.

Ha D ¢és a szabalyos haromszég nem|Ha nem 1 a legnagyobb pozitiv egész
egybevagok, szdm, n #1,




akkor 1étezik D', amelyre /D' /> /D /. akkor 1étezik n° > n.

D nem maximalis hdromszog. n nem a legnagyobb szam.

Tehat D és A egybevagok. Tehatn = 1.

A rendszerek kiilonb6z0 teriiletekhez tartoznak, ez azonban az argumentdcidoban nem mutatkozik
meg. A pozitiv egész szamokrol tudjuk, hogy nincs maximumuk. (A haromszogeknél pedig csak
érezziik, hogy van maximalis.)

A feladat egy megoldasa:

A feladat egy ismert megolddsdban a szimmetrikussa tétel jatssza a fOszerepet. Az elsd 1épés
egyszerl: egy egyenldszari haromszoget kapunk. A kovetkezd 1épés egy tovabbi szimmetrikussa
tétel, amely ismét egy egyenlOszari hiaromszoghdz vezet. (A haromszog kordbbi szimmetridja
elvész!) Az a kérdés, hogy vajon a masodik egyenldszari haromszog jobban ,hasonlit-e” a
szabalyos haromszoghoz, mint az elsd. Bevezetlink egy eltérésfogalmat és megmutatjuk, hogy a
szimmetrikussa tett haromszdgek sorozata konvergens és a hataralakzat a szabalyos haromszog. A
megoldas bonyolult és nem ad konstrukcios eljarast. (Ha ezen eljaras szerint kellene szabalyos
haromszoget konstrualni, akkor a Mercedes-embléma soha nem johetne 1étre.)

A feladat egy masik megoldasa:

A harmadik csucsot a korvonalon mozgatjuk, de csak addig a koztes helyzetig, amig a mozgatott
oldalak egyikéhez tartozdo kozépponti szog nagysiga el nem éri a 120°-ot. (A szabalyos
haromszognél minden kézépponti sz6g 120°-0s.) A mozgatas sordn a két kdzépponti szog Osszege
valtozatlan marad. Induléskor az egyik kozépponti szog kisebb, mint 120° (als6 hatar), a masik
nagyobb 120°-nal (fels6 hatar), szimmetrikus helyzetben ugyanakkordk (az intervallum
kozéppontja). A kisebb szOg nagysdga az intervallum bal felén fut végig, a masik szog nagysaga a
jobb felén.

Mivel 120° ebbe az intervallumba esik, a két szog egyike eléri a 120°-0s nagysagot. Konstrualhato
egy 120°-0s szog, tehat a célpozicid elérhetd. A kovetkezd 1épésben (amennyiben sziikség van rd)
elérjiik a szabalyos haromszoget.
Minden nem szabdlyos haromszdg legfeljebb két 1épésben szabalyos haromszoggé
transzformalhato, mikozben a keriilet és a teriilet egyarant no.
o 1. F(akultativ): Azon hdaromszégek koziil keressiik a maximalis keriiletiit, amelyek csucsai a
kérvonalon vannatk.
o 2. F: Azon n-szogek koziil keressiik a maximalis teriiletiit, amelyek csucsai a korvonalon
vannatk.
o 3. F: Azon n-szogek koziil keressiik a maximalis keriiletiit, amelyek csiicsai a korvonalon vannak.
Szélséérték-keresés: Egy probléma tobb megoldasi lehetéséggel
A kovetkezd feladat a differencialszamitas alkalmazasara szerepel példaként az Oberstufe 3 cimii
matematika tankonyvben (szerzok: Biirger - Fischer — Malle).
o Tegyiik fel, hogy 100 méter drotkeritésiink van, és egy téglalap alaku kertet szeretnénk
kialakitani. Mekkoranak valasszuk a téglalap oldalait, hogy teriilete a leheto legnagyobb legyen?
Mekkora a maximalis teriilet?



1. MM (Matematikai Modell): Algebrai modell — fiiggvénykapcsolat

Egy téglalap K keriiletét és T teriiletét a és b oldalhossziusagok esetén K = 2(a + b), ill. T = ab
formulék segitségével hatarozhatjuk meg.

Tekintsiik az a oldalt x valtozonak, igy a b oldalhosszra (az x-tdl fiiggd) b = 50 — x értéket kapjuk,
¢s a teriiletet 7 = F(x) = x(50 — x) fiiggvénykapcsolat irja le, ahol 0 < x < 50. F(x) maximalis
értékét keressiik és x azon értékét, amelyre F(x) maximalis. (A maximalis téglalap oldalhosszait is
keresstik!)

Sejtés tapasztalat alapjan

K: Vizsgaljon meg konkrét eseteket és probaljon meg egy sejtést megfogalmazni!

Az elso oldal hossza: A masodik oldal hossza: | Tertilet:

x [m] 50—x [m] F(x) =x(50-x) [m’]
5 45 225

10 40 400

20 30 600

25 25 625

K: Meg kell vizsgalnunk az x = 26, ..., 49 értekeket ahhoz, hogy egy sejtést tudjunk
megfogalmazni? (x és (50 — x) szerepe szimmetrikus.)

Osszegezziik tapasztalatainkat és fogalmazzuk meg sejtésiinket: 625 m” a teriilet maximuma
¢s ekkor az oldalak mindegyike 25 m.

K: Az x(50 — x) <625 sejtés bizonyitasa ekvivalens dtalakitasok segitségével:

50x — x° <625

ekvivalens atalakitas

—x? +50x— 625 <0

szorzas — 1-gyel

¥ —50x + 625 >0

szorzatta alakitas

(x—25)? >0
Mivel egy szam négyzete nem lehet negativ, ezért az egyenlétlenség minden x értékre teljesiil.
Egyenldség akkor all fenn, ha x = 25.
F: Az x(50 — x) <625 sejtés bizonyitasa szamtani €¢s mértani kozéppel:
x és (50 — x) mértani, illetve szdmtani kdzepét a kovetkezd formuldk segitségével kaphatjuk
meg:

M(x,(50-x)) =,/x(50 — x) €s S(x,(50-x)) =
Mivel a mértani k6z€p soha nem nagyobb a szdmtaninal, ezért az

A xX(50—-x) <25

egyenlOtlenség azonosan teljesiil, ha x és (50-x) pozitiv szdmok. Egyenldség x = 50-x, azaz x
= 25 esetén lép fel. Mindkét oldal pozitiv. Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenlétlenség a
négyzetekre is fennall:

x+(50-x) _

> 25.

x(50 —x) <625.

Az x(50-x) <625 sejtés bizonyitasa masodfoku fiiggvény szélsoértékének keresésével:

o K: Hatarozzuk meg az F(x) = x(50-x) masodfoku fiiggvény maximumdat a (0,50) értelmezési
tartomanyon! x mely értéke esetén kapunk maximumot?

A maximum meghatarozéasara tobb lehetdség kinalkozik:

a) K: Teljes négyzetté alakitassal:

F(x) =— (x—25)% + 625.
fgy kozvetleniil leolvashaté a maximum helye és értéke (a négyzetes tag nullat vesz fel).

b) K-KK (Keresztkapcsolat): Az F(x) = —x* + 50x négyzetes fliggvény grafikonja egy (lefelé nyilo)
parabola. A parabola tengelypontjdnak koordinatai adjak a maximum helyet (illetve minimum
helyet). Az F(x) = x(50-x) szorzatalakbol az x; = 0 és az x, = 50 zérushelyek kozvetleniil
leolvashatok, €s a tengelypont x koordinatajat a zérushelyek szdmtani kozepe adja.

c) F: Differencidlszamitassal kapjuk a sziikséges feltételt:



F1x) =—2x + 50 = 0, illetve az elégséges feltételt: F”(x) = —2 < 0 a maximum létezésére. Még
azt kell ellendrizni, hogy x = 25 benne van-e az értelmezési tartomanyban.
2. MM: Geometriai megoldasok
A sejtést geometriailag fogalmazzuk meg: Az azonos keriiletli téglalapok koziil a négyzetnek van a
legnagyobb tertilete.
K: 1. Megoldas:
A sejtés bizonyitdsdhoz hasonlitsuk Ossze a négyzet teriiletét a téglalapok teriiletével. Tekintsiink
egy azonos keriiletli téglalapot és négyzetet, és fektessiik 6ket egymasra (az dbranak megfelelden).

b

T,>T,

a

A téglalap és a négyzet egy téglalapban fedik egymast, ez a rész elhagyhatd, a satirozott
téglalapokat kell 6sszehasonlitani. Ha a téglalap egyik oldala a-val nagyobb, mint a négyzet oldala,
akkor a madsik oldalnak a-val révidebbnek kell lennie, mivel az O0sszeg ugyanakkora. Ebbdl
kovetkezik, hogy az abran bemutatott helyzet lehetséges ¢és a téglalap maradékanak tertilete (77)
kisebb, mint a négyzet maradékanak teriilete (7>).

F: 2. Megoldas:

Egy tanul6 az 4bran bemutatott megoldasi Gtletet talalta. Az dtlet abban all, hogy egy téglalap a és b
oldalaival egy K/2= a + b oldalt négyzet épithetd fel. (A tanuld konkrét szamokkal dolgozott,
K=100 és K2=a + b = 50.) Négy téglalap illeszthetd be a négyzetbe atfedés nélkiil. Ha a téglalap
oldalai kiilonb6z6 hosszisagiak, akkor egy a — b oldalu kis négyzet fedetleniil marad kozépen.
Ebbdl kovetkezik, hogy a négyzet teriilete a négy téglalap dsszteriiletére felso korlatot ad. Ez a felso

korlat a = b esetén érhetd el.

50 m
AT <2500 m?
T<625m’

KK-F: 3. Megoldas:
Megint egy az azonos keriiletli téglalapok teriiletére vonatkozé elérhetd, konstans felsé korlatrol
van sz0. A tartomany, amelynek a teriilete a felso korlatot adja, egy egyenldszaru derékszogii, K/2
befogdju haromszog.



T,

T

XA

2T +T) 2T, + T, +T
2T, +T,)+T2>T, +T, + T
T,+T,+T2>2T
Vélasszunk egy P pontot az atfogdn. A P ponton athaladod, a szarakkal parhuzamos egyenesek a
haromszoget két hdromszogre (7; €s T3) és egy téglalapra, illetve négyzetre (7) bontjak. A téglalap
keriilete K. Konnyen lathatd, hogy P pont megfeleld valasztdsaval minden K keriileti téglalap
elérhetd. Ha P pont felezi az atfogot (7 = 7»), akkor egy T = Ty + T teriiletii négyzetet kapunk. Ha
P pont nem felezi az atfogot, akkor (7#7,), akkor tiikrozziik a részharomszogeket a téglalap
oldalaira. A kisebb hiromszog tiikorképe belefér a téglalapba, mig a masik tiikkorképnél van egy
kilogo rész.
A megoldasok dsszehasonlitasa:
Az els6é megoldasi otlet 1ényege abban all, hogy egy halmaz (sejtés altal) kitiintetett elemét kell
minden egyes elemmel 0sszehasonlitani. Ha a kivalasztott elem legaldbb akkora, mint a tobbi, akkor
megtalaltuk a maximumot.
A masodik és a harmadik megoldéas a tanult eljarast koveti. A maximumfeladatoknél egy olyan
fels6 korlatot kell megadni, amely konstans (fliggetlen a valtozok megvalasztasatol) és elérheto.
Felso korlatot adtunk meg 47-re és 27-re a K/2 oldalu négyzet, illetve a K/2 befog6ja, egyenldszaru
haromszog (a négyzet fele) teriiletével.



