oW

10.
11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.
18.

19.
20.

21.

22,

1. feladatsor

Igazoljuk, hogy ha p > 5 primszam, akkor p? — 1 oszthaté 24-gyel.
Hatédrozzuk meg az 6sszes olyan p primszamot, amelyre 14p? + 1 is primszam.
Igazoljuk, hogy egy N természetes szdm osztéinak szdma legfeljebb 2v/N.
Milyen maradékot ad 2199
a) 3-mal val6 osztaskor;
b) 5-tel valé osztaskor?
a) Milyen pozitiv egész n-ekre lesz 2" — 1 egy egész szadm négyzete?
b) Oldjuk meg az a) feladatot 2" + 1-re.
Milyen maradékot adhat egy egész szam kobe 9-cel vald osztaskor?
(Folytatés) Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan egész szdm van, amely nem &llithaté

el6 harom egész szam kobének 6sszegeként!

. Tegyiik fel, hogy 2P — 1 primszam (p természetes szam). Igazoljuk, hogy ekkor p is

primszam.

. Tegyiik fel, hogy 2" +1 primszam (n természetes szdm). Igazoljuk, hogy ekkor n 2-nek

valamely hatvanya (n = 2%, ahol k természetes szdm).

Igazoljuk, hogy ha n természetes szdm, akkor 72" — 4%" oszthaté 33-mal.

Milyen n természetes szamra igaz, hogy 323 osztéja 20 + 16™ — 3" — 1-nek?
Igazoljuk, hogy n® — 5n3 + 4n tetszbleges egész n-re oszthatd 120-szal.

Tegyiik fel, hogy 15 primszam szamtani sorozatot alkot. Igazoljuk, hogy a sorozat két
szomszédos tagjanak kiilonbsége 30 000-nél nagyobb.

Igazoljuk, hogy 52"+! 4 3712 . 271 tetszbleges n természetes szamra oszthaté 19-cel.
[gazoljuk, hogy egy egész szam négyzetének két utolsd jegyét Osszeszorozva paros
szamot kapunk.

Van-e olyan egész szam, amelynek négyzete négy egyenld, nullatdl kiillonboz6 szam-
jegyre végzodik.

Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szadm, akkor n* + 4 Gsszetett szam.

Igazoljuk, hogy ha harom egész szam Osszege oszthatd hattal, akkor a harom egész
szam kobének Osszege is oszthato hattal.

Igazoljuk, hogy & + ’%2 + %3 barmely egész m-re egész szam.

Egy pozitiv egész szamot a tizes szdmrendszerben 300 1-essel és bizonyos szdmu
nullaval irhatunk le. Lehet-e ez a szam teljes négyzet?

Legyen n természetes szam és b a 2" szam utolsé szamjegye; ekkor 2" = 10a + b.
Igazoljuk, hogy ab oszthato 6-tal.

15 papirlap koziil néhanyat 10 részre vagtak, majd a kapott részek koziil néhanyat

ismét 10 részre vagtak és igy tovabb. Végiil Osszeszamoltdk, és azt talaltdk, hogy
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

1. feladatsor

1971 papirdarab addodott a darabolasok befejezésekor. Igazoljuk, hogy a szamlalas
helytelen volt.
Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amelyet 2-vel, 3-mal, 5-tel, 7-tel
vagy 11-gyel osztva maradékul mindig 1-et kapunk.
(Folytatas.) Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amelyet 2-vel,
3-mal, ..., p,-nel (p, az n-edik primszam) osztva, maradékul mindig 1-et kapunk.
(Folytatds.) Igazoljuk, hogy a primszamok szama végtelen.
[gazoljuk, hogy akarmilyen N-re létezik N egymast kovetd természetes szam, amelyek
mindegyike Osszetett szdm (azaz, bar végtelen sok primszam van a természetes szamok
szorzatdban van akarmilyen hosszi szakasz, amelyben egyik szdm sem primszam).
Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan primszam van, amely 4-gyel osztva 3-at ad mara-
dékul, azaz végtelen sok 4n + 3 alakd primszam van. Igazoljuk, hogy végtelen sok
6n + 5 alaki primszam van.
Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan egész szam van, amely nem allitMé eld p + n?
alakban, semmilyen p-re sem (n > 1 egész, p primszam).
Igazoljuk a (2 + 1)(22+1)... (22" + 1) = 22""" — 1 egyenl8séget.
Igazoljuk, hogy a 22" +1=3,22 +1=5,22 +1=17, ..., 22" + 1 sorozat bérmely
két tagja relativ prim. Vezessiik le ebbdl a 25. feladat allitdsat.
Egy x szam egész részének azt a legnagyobb egész szamot nevezziik, amely nem nagy-
obb mint z; z egész részét igy jeloljik: [z];

a) hatarozzuk meg a kovetkezd szamok egész részét: —1,5; —2; 0; 1; 2%; 3,99

b) igazoljuk az egész rész kovetkezo tulajdonsigait:

1. [n+ 2] = n+ [z], ha n egész szdm,
2. [E2] > k [4], ha k egész szdm.

Igazoljuk, hogy pontosan [%] olyan természetes szam van, amelyek nem nagyobbak
az adott N > 0 szdmndl, és a g természetes szammal oszthatok (¢ < N).

Igazoljuk, hogy ha b > 0 egész szam, akkor

4] = [qu ha  a>0.

Jeloljiik igy az elsé a természetes szam szorzatat: n! = 1-2-3---n. Igazoljuk, hogy
ha p primszam, akkor legmagasabb hatvanyaban, amellyel n! még oszthaté, a kitevé

[g} n [pﬂ] ot [pﬂm} ahol p™ < n, de p™t! > n.
Igazoljuk, hogy n! egyetlen n-re sem oszthaté p™-nel, ahol p primszam.

Igazoljuk, hogy (n!)! oszthaté (n!)(»~D'-nal.
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37.

38.

39.

40.

41.
42,

1. feladatsor

Adott két természetes szam: a és b. Ha a-t b-vel osztjuk, akkor r; maradékot kapunk.
Ha b-t 7-gyel osztjuk (nyilvdn 1 < b), akkor ro, maradékot kapunk, ri-et ro-vel osztva
rg maradék addédik és igy tovabb. Igazoljuk, hogy ez a folyamat véges szamu lépés
utdn megszakad (azaz bizonyos n-re r,_1 oszthatd lesz r,-nel), és az utolsé nem 0
maradék lesz a és b legnagyobb kozos osztoja.

(Folytatas) Igazoljuk, hogy barmely a és b egész szamhoz taldlhat6 olyan m és n egész
szam, hogy ma + nb = d, ahol d az a és b legnagyobb kozos osztdja. (Ha, specidlis
esetként a és b relativ primek, akkor a feladat eredményébdl kovetkezik, hogy van
olyan m és n egész szam, hogy ma + nb = 1.)

[gazoljuk, hogy ha 2P — 1 és 29 — 1 relativ primek, akkor p és ¢ is relativ primek és
forditva, ha p és g relativ primek, akkor 2P — 1 és 29 — 1 is relativ primek. Hatarozzuk
meg 2P — 1 és 29 — 1 legnagyobb kozos osztéjat, ha p és ¢ nem relativ primek.
[gazoljuk, hogy ha m és n relativ primek, akkor az x™ = y™ egyenlet Osszes egész
megoldasait az x = t", y = t" alakban adhatjuk meg, ahol ¢ tetszoleges egész szam.
Igazoljuk, hogy lg 2 irracionalis szam.

Hatarozzuk meg azokat az a és b természetes szamokat, amelyekre log, b raciondlis.



2. feladatsor

1. Lehet-e egy haromszdog A csucsbol induld stlyvonalanak hossza egyenlé a b és ¢
oldalakkal parhuzamos kozépvonalak hosszanak 6sszegével?

2. Hogyan lehet egy ABCD négyszog AB ¢és CD oldalanak felezépontjait 0sszekotd szakasz
hossza egyenld a masik két oldal hosszanak szamtani kdzepével?

3. Igazoljuk, hogy barmely négyszdg négy oldalfelezd pontja altal meghatarozott konvex
négyszog paralelogramma.

4. Adott két kor, K, és K,, valamint egy e egyenes. Szerkessziink az egyenessel parhuzamo-
san olyan egyenest, amelybdl a két kor adott, @ hossziisagl szeletet metsz ki (valamilyen mo-
don). Diszkutaljuk a feladatot!

5. Igazoljuk, hogy egy egyenld szarti haromszogben az alap egy pontjabol a szarak egyenesére
bocséjtott merdleges szakaszok hosszanak Osszege az alap minden pontdja ugyanakkora.
Van-e az alap egyenesén mas olyan pont, amelyre ez az 0sszeg ekkore?

6. Hatarozzuk meg azon pontok mértani helyét a sikban, amelyeknek egy adott szog két
szaratol mért tavolsagainak 6sszege egy adott a hosszusag. Diszkutaljuk a feladatot!

7. Adott a sikon egy K és egy L pont (kunyho, 16), valamint egy f (folyd) egyenes.

A kunyhobol indulva valaki a 16hoz indul ugy, hogy kozben a folyonal vizet merit a 16nak.
Milyen hossztsagu lehet legalabb és legfeljebb az illetd titvonala?

Megszerkesztheté-e tetszOleges hossz mellett az a P pont az egyenesen, amelyre a KPL
tordttvonal hossza az adott hosszusaggal egyenld? Diszkutaljuk a feladatot!

8. Tételezziik fel, hogy az el6zd feladatban a foly6 kiilonb6zd oldalan van K és L, valamint
a folyo szélessége mindeniitt d . A parton mely P pontban fektessiik le azt, a folyon ativeld, a
partjaira merdleges hidat, amely mellett a KPL torott vonal

a) a lehet6 legrovidebb; b) adott a hosszusagu?

Diszkutaljuk a feladatot!

9. Adott a sikon egy L; és egy L, pont (két 10), valamint egy f; és egy f, egyenes (két
folyo).

Keressiik meg azt a két, K; # K, pontot a két folyon, amlyekre a L;K;K,L, torottvonal
hossza a lehet6 legrovidebb. Milyen feltételek mellett 1étezik ilyen? Diszkutaljuk a feladatot!

9. Adott egy kor, egy egyenes ¢és egy pont. Hizzunk a ponton 4t olyan egyenest, amelynek az
adott egyenessel és korrel valdo metszéspontja altal meghatdrozott szakaszat az adott pont
felezi. Diszkutaljuk a feladatot!

10. Adott egy egyenesszdgnél kisebb szoget bezaro szog, a szarai kozott egy pont. Hizzunk a
ponton at olyan egyenes, amely a szogtartomanybdl a legkisebb teriiletli haromszdget met-

szi ki!

11. Szerkessziink egyenld oldali haromszoget, amelynek cstucsai harom koncentrikus koron
vannak. Diszkutaljuk a feladatot!

12. Soroljuk fel az Apolloniosz-féle feladatkor eseteit. Melyek oldhatéak meg egyszeriien?



3. feladatsor

Skatulyaelv

1. Igazoljuk, hogy n+1 egész szam koziil mindig kivalaszthaté ketté olyan, amelyek
kiilonbsége oszthatd n -nel.

2. a) Hatarozzuk meg az 0sszes olyan n természetes szamoat, amelyhez van olyan 111...1
tipusu szam, amely oszthatd n -nel.

b) Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamhoz van olyan 111...100...0 tipust szam,
amely oszthato n -nel.

3. Igazoljuk, hogy barmely 100 jegyli M szamhoz taldlhat6 olyan 1970-nel oszthatd szam,
amelynek elsé 100 jegye éppen M .

4. Igazoljuk, hogy 1000 egész szam koziil ki lehet valasztani néhanyat ugy, hogy ezek 6sszege
oszthato legyen 1000-rel.

5. Igazoljuk, hogy a 6 pozitiv egész hatvanyai négy utols6 szdmjegyeibdl allé sorozat —
valamely elemétdl kezdve — periodikus.

6. Van-e 3-nak olyan pozitiv egész kitevdjli hatvanya, amelynek négy utolso szamjegye 00017

7. a) Igaz-e, hogy 26 kiilonb6z6, 50-nél nem nagyobb pozitiv egész szam koziil ki lehet
valasztani kett6t, amelyek koziil az egyik osztdja a masiknak.

b) Igaz-e, hogy 25 kiilonb6zd, 50-nél nem nagyobb pozitiv egész szam koziil ki lehet
valasztani kett6t, amelyek koziil az egyik osztdja a masiknak.

8. Igazoljuk, hogy n+1 kiilonbdzd, 2n -nél nem nagyobb pozitiv egész szam koziil ki lehet
valasztani 3-at Gigy, hogy kettonek az 6sszege a harmadik.

9. a) Igazoljuk, hogy a Fibonacci-sorozat tagjainak harom utolso jegyébdl allé sorozat
periodikus.

b) Igazoljuk, hogy a Fibonacci-sorozat elsé egymillio tagja kozott van olyan, amelyik harom
9-esre végzodik.



4. feladatsor

Algebra
1. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert! (a,b,c,h paraméterek)
X +y +z=1
ax + by + cz=nh

a’x+b’y+c’z=h’
2. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet!

NG +x+3W5-x =355

3. Oldja meg a valos szamok halmazan a kovetkezd egyenletrendszert!
XY _¢ yz X

Sx+4y  3y+5z  2z+3x

4. Harom egymasra kovetkezd egész szamra teljesiil, hogy paronként vett hanyadosaik
Osszege egész szam. Melyek lehettek ezek a szamok?

5. Oldjuk meg a kovetkezd egyenldtlenséget:

x—1 X

Xx+1 x-1
Keressiink olyan megoldast, amelyben nem kell esetszétvalasztissal bibeblddni!

6. Igazoljuk, hogy ha

X+y+z=a
11 1 1,
—t—t—=—
X y z a

akkor az X, Y,z szdmok koziil valamelyik biztosan egyenld a -val.

7. Az ax’ +bx’ +cx+d =0 polinom gydkerei legyenek X,X,,X;. Tudjuk, hogy
X Xy Xy —=5=X + X, + X,
X+ X% +X =10
X+ X +Xx =15

Melyik ez a harmadfoku polinom?

8. Oldjuk meg a nemnegativ egészek korében, \/x+y —/X—y =10.

8. Igazoljuk, hogy amennyiben a+— egész szam, akkor tetszéleges n természetes szamra az
a

Lol
a +—n 1S az.
a



4. feladatsor

Mely esetben all fenn egyenléség?

a) Hany valds a szamra teljesiil a feladat feltétele?

b) Hany racionalis a szamra teljesiil a feladat feltétele?
€) Hany egész a szamra teljesiil a feladat feltétele?

9. Melyik ,,nagyobb”? x'* vagy 1,001*?

10. Melyik ,,nagyobb”? x"*' vagy 1000* ?

11. Lassuk be, hogy tetszdleges pozitiv p,d,r,S szamokra

1<p+q+r+s<2.

P+q+S pP+g+r gq+r+s p+r+s

*12. (Arra az esetre, ha valaki unatkozna. © ) Bizonyitsuk be, hogy ha _ = 1 + 1 + 1 ,

a+b+c a b c
b 4 J4 r 1 1 1 1
akkor minden paratlan n természetes szamra ——— = —+—

a"+b"+c" a" p" "



5. feladatsor

Goniometrikus egyenletek

Gyakorlatok:

1. Hatéarozzuk meg a sin(xz + y), a sin(z — y), a cos(z + y), cos(z — y)
kifejezéseket a sinx, siny, cosx, cosy kifejezésekkel.

2. Az el6z6 gyakorlat eredményeit felhasznalva hatarozzuk meg a sin x +
siny, sin z —siny, cos x + cos ¥y, cos x — cos y kifejezéseket a sinx, siny, cosz,
cos y kifejezésekkel.

3. Hatarozzuk meg a kovetkezs szogfiiggvények értékét: sin 18°, sin 36°,
sin 54°, sin 72° (cos 187, cos 36°, cos 54°, cos 72°).

4. Melyik az a legkisebbb, fokokban kifejezve egész szog, amelynek a
szinuszat (koszinuszat) zart algebrai formuléaval ki tudjuk fejezni?

sin o + sin 3o — sin b

1. Igazoljuk, hogy =tga.

Ccos @ — €os 3o — cos b
2. Bizonyitsuk be, hogy ha a + 3 = w, akkor

cos? a + cos? f — 2 cos acos B cosw = sin® w.

1
3. Igazoljuk, hogy sin 18° - sin 234° = 7

4.*% Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket!
a) tgr +sinx =1 b) tgx —sinz =1
5. Oldjuk meg az egyenletet: tg54°(tg45° —z) = 1.
6. Mutassuk meg, hogy tg20° - tg40° - tg 60° - tg 80° = 3
7.% Mutassuk meg, hogy ha «, 3, v egy haromszog harom szoge, akkor
cosa + cos B+ cosy = 4sin%sin§sing +1,
valamint

cosa + cos 3 — cosy = 4sin%sin§sin% —1.

8.*% Mutassuk meg, hogy ha «, 3, v jeloli egy haromszog harom szogét,
akkor

B— . . . B=n « «
— Ccos 5 sin 3 sin 3 sin 5 — COS 3 cos 3
sin é — cos Y= sin é =| cos— sin r-e CoS —
2 2 2 2 2 2
sml simz —Cosa_ﬁ —COSl cosl sina_ﬂ
2 2 2 2 2 2






