Elemi matematika 4¢g

Elé6sz6 a feladatgyijteményhez

Kotelezd irodalom: Hegyvari Norbert, Hraské Andras, Korandi J6zsef, Torok Judit: Elemi matematika feladatgyfjte-
mény (ebben a félévbena2.4,3.5,3.6,6.3,6.4,6.5,6.6,6.7 4s 6.8 feladatai). http: //mathdid.elte.hu/bootstrap/
jegyzetek/elemi_matematika_fgy.pdf

Ajénlott irodalom: Ambrus Gabriella, Munkécsy Katalin, Szeredi Eva, Vasarhelyi Eva, Wintsche Gergely: Matematika
moédszertani példatar http://mathdid.elte.hu/bootstrap/jegyzetek/modszertani_peldatar.pdf

Fontos tudnivalék: A feladatelemzés részletes szempontrendszere és részletes elemzések megtaldlhaték a honlapunkon.
http://mathdid.elte.hu/pic/feladat.pdf

Altaldnos médszertani szempontok a kittizott feladatok feldolgozasahoz:

— A feladatok megolddsdban nem csupan a megoldds megtaldldsa a fontos, hanem a megoldashoz vezetd 1t tudatositdsa
annak érdekében, hogy egyrészt sajat feladatmegoldé rutinunkat fejlessziik, masrészt a médszertani ismereteinket alakit-
suk, bdvitsiik. Gyakoroljuk masok gondolkoddsdnak kovetését és sajatjaink lehetGség szerint pontos megfogalmazasat.
A hibds gondolatok felismerése €s javitdsa, a hiba megértetése is fontos feladat.

— Minden feladathoz keressiink lehetSleg tobbféle szintd, illetve megkozelitésd (Gtletl) megoldast.

— Gylfjtsiik 0ssze, hogy az egyes megolddsokhoz milyen ismeretekre van sziikség, €s ezek a tanitds sordn mely
évfolyamokon, milyen 0sszefiiggésben keriilnek eld!

— Vizsgéljuk meg a feladatoknak a tananyaggal val6 kapcsolatat (feldolgozhaté-e; ha igen, hol; ha nem, miért nem;
milyen feladatokkal tehetjiik feldolgozhatéva; milyen feladatok megolddsdhoz nydjthat segitséget; feladhaté-e hazi
feladatnak stb.). Vizsgdljuk tovdbbad a feladatok esetleges ,,egyetemen tanult eszk6zokkel” torténd megolddsat és vessiik
Ossze az iskolai szintdiekkel.

Keressiik meg a hasonldsdgot, a kiilonbséget, és elemezziik a kiilonbséget. A gyakorlat tovabbi célja, hogy az itt
megszerzett probléma- megold4si stratégidk, mddszertani, rendszerez§ ismeretek segitségével rutint szerezziink egy-
egy feladatot akdr ,,rdnézésre” torténd megolddsiban és a nehézségi szintjének meghatirozasaban.

Megjegyzés. A KoMalL.-ban kitlizott C jeld feladatok a szerkesztGk szandéka szerint a NAT-ban eldirt tananyagra
tdmaszkodnak. Nem egy koziiliik mégis nehéznek tiinik. Erdemes meggondolni, mi lehet ennek az oka.

Ennek a félévnek (amely az utolsé kozos félév a kozos, 4 + 1 és 5 + 1-es képzésben) a témdi az aritmetika, elemi
algebra, sorozatok, fiiggvények és egyenlStlenségek, szElsGérték feladatok, beleértve az elemi analizist (kdzépiskola
emelt szintje) is. A kitlizott feladatok kozott mind altaldnos mind kozépiskolai szintiek talalhatdk. J6 kérdés itt is
atgondolni mikor és kiknek lehet alkalmas a feladat. Kiilon hangsilyt helyeziink a sz€lsGérték-feladatok lehetSleg
tobbféle megoldasara. A feladatsor végén érettségi feladatok €s alkalmazdsok is szerepelnek.

A beadand6 feladatrél. A beadand6 lényege, hogy a hallgaték tanubizonysagot tegyenek arrdl, hogy megértették
a feladatok tanitdsban betoltott helyét és szerepét. Ezért a beadand6 vagy egy kevésbé nyilvanvalé megoldasa (pl.
KoMalL) feladat részletes, a megadott szempontok szerinti elemzése, vagy egy meghatarozott t€émdji KoMaL feladathoz
kapcsolddo, azt elGkészitd feladatsor készitése és annak elemzése.
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1. Pre-algebra

5-6. osztaly
1. A rovaroknak 3 pdr, a pékoknak 4 pdr, a rdkoknak 5 pér ldbuk van.

a) Hény ldba van 0sszesen 3 rovarnak, 4 poknak és 5 rdknak? A harom rovar
labainak szama:
A 4 pék labainak szdma:
Az 5 rdk labainak szdma:

Ez 6sszesen:
b) Egy képen rovarok, pokok ¢és rdkok lathatok. Mindegyikbdl van legaldbb

egy aképen, és Osszesen 46 1dbat 1atunk. MelyikbSl mennyi lehet a képen?

Rakok szama | Pékok szama | Rovarok szama

2. Irjdtok be az dbran lithat6 tiz korbe 1-t61 10-ig az egész szdmokat tigy, hogy a harom kis haromszog
keriiletén 1évS hat-hat szdm Osszege mindig 28 legyen!
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3. A 10 kis korbe {rd be 1-t61 10-ig az egész szadmokat gy, hogy barmely szomszédos szdmpdr 0sszege
egyenld legyen a veliik 4tellenes szdmpar 6sszegével!

4. Gondolj egy szamra! Adj hozza 2-t! Szorozd meg 9-cel! Oszd el 3-mal! Vonj ki belSle 12-t! Oszd el
3-mal! Most mennyi az eredmény?

Az eredmény ismeretében konnyen megmondhaté a gondolt szdm. Elemezd a gondolatsort, és add meg
a kitalalas ,,receptjét”!

Jelolje a gondolt szdmot . Az utasitdsok utdn kapott értékek igy alakulnak:
Adj hozz4 2-t!

Szorozd meg 9-cel, amit igy is irhatunk:



Oszd el 3-mal!

Vonj ki belSle 12-t!

Oszd el 3-mal!

Ez a gondolt szamnal:
Vagyis a kitalalas ,,receptje’:

A Muzeumkertben goly6z6 Pal utcai fiuktdl a Pasztor testvérek golydkat vettek el. Nemecsektdl és
Richtert6l ugyanannyit, Kolnaytél ennél 2-vel tobbet, Barabastdl 4-gyel kevesebbet, sszesen 30-at.
Mennyi a Pal utcaiak vesztesége egyenként?

. A 6. a osztély kosdrlabdacsapata 66 pontot ért el az egyik mérkdzésén egy-, két-, illetve hdrompontos

dobdsokbdl. Az egy, két, illetve harom pontot ér§ dobdsok szdmanak ardnya 2 : 3 : 1. Hany egy-, két-,
illetve harompontos taldlatot ért el a csapat?

. Egy fizetSparkol6 dijszabdsa:

Az elsé 6ra; 400 Ft. Minden tovabbi megkezdett 6ra: 200 Ft.

a) Mennyibe keriil ebben a parkoléban egy 6,5 6ris parkolds?
b) Mennyi ideig parkoltunk, ha 2400 Ft-ot fizettlink?

. A legenda szerint Diophantosz sirfelirata hirdette, hany évig élt e foldon. Szamold ki te is!

,,Vén Diophantoszt rejti e k6. Bar 6 maga

szunnyad, megtanitotta a sirt, mondja el élte sorit.
Evei egyhatodit tolté ki a gyonge gyerekkor, még
feleannyi lefolyt, s 4lla szakdlla kinétt. Egyheted eltelt
még, és ndszdgy varta a férfit, elmult Gjra

0t év, és fia megsziiletett.

Ez feleannyi napig lathatta a fényt idefenn, mint atyja, mivel neki
igy szabta az isteni sors.

Ot gyaszolva a sir felé hajlott agg Diophantosz, négy
évvel kés6bb ¢ is elérte a célt.

Mondd, hany esztenddt €1t hat meg gydszban,
ordmben, S itta az édes fényt, mig hona lett ez a sir?”

7-8. osztaly

9.

10.

A Viddm csalddban hdrom gyerek van. A csalddtagok életkordnak dsszege 116 év. A gyerekek életko-
rdnak ardnya 5 : 4 : 3. Az apa 4 évvel idGsebb az anydndl. Ha az apa életkordnak kétszereséhez 4-et
adunk, 100-at kapunk.

a) Hény évesek a sziilok?

b) Hény éves a legidGsebb gyermek?

c) Hany év mulva lesz a legkisebb gyerek feleannyi idSs, mint az anya most?
Nydri munkdval és Gjsdgkihorddssal sszegy(jtottem 70 000 Ft-ot, de a laptop, amit kinéztem magam-

nak 100 000 Ft-ba keriil. A boltban ki tudom fizetni a fennmaradé 6sszeget hathavi részletre, de akkor
a kamat miatt 15%-kal tobbe kertil.

a) Mennyivel kell igy tobbet fizetnem a laptopért?



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

b) Hény forint lesz a havi torleszt6részlet, ha fél évre vettem fel a hitelt, és minden hénapban
ugyanannyit fizetek?

,,Falu végén kurta kocsma,

Oda rig ki a Szamosral. .. ]”

Tudod-e, mire utal Pet6fi Sandor versében a ,,kurta kocsma” kifejezés? A XVIIIL. szdzadban a parasztok
nem egész évben, hanem csak rovidebb ideig drulhattdk sajit borukat a kocsmédkban. Az év maradék
részében a foldesuré volt a borkimérés joga és haszna is.

a) Hény napon keresztiil drulhattak bort a parasztok a maguk haszndra, ha az év 1/3 részénél 11
nappal kevesebb ideig volt 6vék a borkimérés joga?

b) A haszon hdnyad része lehetett a foldesaré?
Péter, Pl és Panka harmas ikrek. Péter sziiletési silya 40 grammal t&bb, mint Pankaé, de 60 grammal

kevesebb, mint Pl stilya. Mikor mindharmukat egyszerre mérték meg, a kijelz6 8750 grammot mutatott.
Hény grammal sziilettek a gyerekek?

Gondoltam egy szdmra. A szdm négyszeresénél 66-tal nagyobb szadm fele éppen 100. Melyik szdmra
gondoltam? Oldjuk meg prébdlgatdssal, lebontogatdssal és mérlegelvvel is!

Ali, Bali és Cili életkora egész szdm. Héany éves Ali, Bali és Cili? Keresd meg az dsszes megolddst, ha
a kovetkezd négy 4llitds koziil pontosan az egyik hamis!

a) Ali és Bali egyiitt 22 évesek.

b) Bali és Cili egyiitt 33 évesek.

c) Ali és Cili egylitt 26 évesek.

d) Ali, Bali és Cili egyiitt 39 évesek.
Ha a kddban fiirdést egy ember egyetlen hénapra zuhanyzdasra cseréli, akkor koriilbeliil 2,5 m? vizet
takarithat meg. Legaldbb hdny napon kellene 10000 000 embernek fiirdés helyett zuhanyoznia, hogy
egy Velencei-ténak megfelel§ vizmennyiséget sporolhassanak meg? (A Velencei-t6 vizkészlete kb.
41 milli6 m?.)
Két hordé 4ll a pincében. Az egyikben 100 liter viz van, a masikban pedig 100 liter alkohol.
Zsiga egy merSkandlnyi vizet dtmer az alkoholoshordéba. Megkeveri, majd ebbdl a keverékbdl merit

it egy mérSkandlnyit a vizeshordéba. A vizeshorddban lesz tobb alkohol, vagy az alkoholoshordéban
lesz tobb viz?

Latouret §rmester kivezényli Galamb kozlegényt, hogy dsson egy 0,5 m széles, 6 m hosszi, 1,5 m mély
lovészarkot a sivatag szélén. Egyediil 24 6ra alatt végezne az dsdssal.
a) Galamb barétja, Troppauer Hiimér, a koltS, szintén 24 6ra alatt 4snd ki egyediil a 16vészarkot.
Mennyi id6 alatt d4sndk ki ketten egytitt?
b) Kozo6s baratjuk, Minkusz is 24 6ra alatt végezne a munkdval egyediil. Mennyi id§ alatt 4sndk ki
harman egyiitt?
c) Ha az ezred minden katondja 24 6ra alatt 4snd ki a 16vészarkot, akkor igaz-e, hogy ezer katona
86,4 masodperc alatt 4snd ki az arkot egyiitt?

En egy 6ra alatt 6sszepakolom a lakdst, neked viszont mdsfél 6rdig tart. Csindljuk meg egyiitt! —
javasolja Judit az 6ccsének. Hany perc alatt végeznek, ha kozosen raknak rendet?

A viérosi sportpalydnak harom kiilonbozé teljesitményd és markdja flinyiré robotja van. Az Atolos
3 6ra alatt, a Portolosz 4 6ra alatt, az Aramosz 6 6ra alatt nyirja le a fiivet a focipdlyén.



20.

21.

22,

a) Héany perc alatt végez a flinyirdssal az Atolosz és a Portolosz, ha egyiitt dolgoznak?
b) Hény perc alatt vagja le a fiivet a Portolosz és az Aramosz?
c) Mennyi id6 kell a hdrom robotnak, ha egyszerre dolgoznak?

Irjunk a 7% * * % % %9 tizes szdmrendszerbeli szimban a *-ok helyére szamjegyeket tigy, hogy barmely
harom szomszédos szamjegy dsszege 20 legyen.

Ijunkaz1 2 3 4 5 6 7 8 9 =100 kifejezésben a szdmjegyek kozé + és — jeleket vagy
semmit Ggy, hogy igaz legyen az egyenlGség.

Egy megoldas a kovetkezs: 123 -4 -5 -6 -7 + 8 — 9 = 100. Keressiink minél tobb megoldast.
Az alébbi feladat egy tankdnyvben szerepel:

Az 6tf6s Kertész csaldd sfelni megy Ausztridba. Egyiitt késziilédik apa, anya, a 4,5 éves Geri, a
9 éves Alma és a 11 éves Dia. A sipalyat mar kivdlasztottdk, a sibérleteket pedig interneten keresztiil
eldre kifizették, mert igy olcsébb volt. Most szdllast keresnek. Az egyik lehet8ség, hogy megszdllnak
Magyarorszdgon, és napi 100 km-t autéznak (50 km-t a sipdlydig, majd ugyanennyit vissza a szalloddig).
A misik lehet8ség, hogy megszdllnak egy osztrdk szédlloddban a sipdlya mellett. Az drakat tdbldzatba
foglaltuk:

Felndtt 0—4 éves gyerek 4-8 éves gyerek | 8-14 éves gyerek
Magyar 7500 Fu/f6/éj ingyenes a felnétt ar a felnétt ar
szalloda (félpanzidval) 50%-a 70%-a
Osztrdk 30 eur6/f6/¢éj ingyenes a felndtt ar a felndtt ar
szalloda (félpanzidval) 40%-a 75%-a

a) Szémold 4t forintra az euréban megadott osztrdk drakat! (Nézz utdna az interneten, hdny Ft-ért
tudsz eurdt valtani!)

b) Szamold ki, melyik szdlloddban mennyibe keriil 1 éjszaka az 5-f6s csalddnak!

c) Mennyibe keriil a napi 100 km megtétele, ha az auté 7,6 liter benzint fogyaszt 100 km-en? (Nézz
utana az aktudlis benzindraknak!)

d) Szamold ki, mennyibe keriilne egy 5-napos, 4-€jszakds szdllds a Kertész csaladnak Magyaror-
szdgon és Ausztridban! A magyarorszagi szallds esetén a plusz benzinkoltséget is add hozzd a
koltségekhez!

e) Mennyibe keriilne ez a tiira a te csalddodnak?

f) Hény forinttal kell kevesebbet fizetni az osztrdk szdlloddban, ha a szdllds félpanzié nélkiil csak
22 eurd/f6/€j egy felnbttnek?

g) Ha a Kertész csaldd az drat félpanzié nélkiil kéri, itthonrdl kell ennival6t vigyen, ami 35000 Ft
plusz koltség. Mennyibe keriil ezzel egyiitt a szallds ¢s az étkezés?

h) Te melyik szdllodéat valasztandd? Miért? Indokold meg a vélasztisodat!

Elemezze a feladatot! Vizsgdlja meg a kovetkez6 kérdéseket: Milyen matematikai ismeretek, készségek
sziikségesek a feladat megolddsdhoz? Melyik évfolyamon vérhato el a feladat megolddsa? Nyitott vagy
zart feladatnak tekinthet§-e? Mennyi lehet a feladat megolddsdnak idSigénye? Mennyire épiil egy-egy
részfeladat egy kordbbira (pl. veszithet-e részpontszdmot a tanul6)? Milyen tovdbbi kérdéseket lehet
felvetni a feladattal kapcsolatban? Stb., keressen tovabbi elemzési szempontokat!



2. Sorozatok

28.

29,

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

Egy szdmsorozat barmely hdrom szomszédos tagjanak szorzata megegyezik a k6zEépsS szam négyze-
tével. Az elsd ot elem szorzata azonos a médsodik 6t elem szorzatdval, ami éppen 2. Hatdrozzuk meg a
sorozat 2005. tagjat!

Egy szamtani sorozat nyolcadik tagja 8, differencidja 3. Hany tagja van a sorozatnak 500 és 700 kdzott?

Egy szdmtani sorozat els§ eleme —210, n-edik eleme 228. A kozbiilsé tagok sszege 45. Hany kozbiils§
tag van? Irjuk fel az els6 n tagot.

Négy szdm Osszege 8, szorzata —15, a négy szdm szdmtani sorozatot alkot. Melyik ez a sorozat?

Készitsiink 3 x 3-as blivos négyzetet az 1, 2, 3, ..., 9 szdmokbdl! A bilivos négyzetben a sorokban, az

oszlopokban és a két fGatléban dll6 szamok Osszege megegyezik; ez az tin. blivos dllandd. (A feladat
elsd ismert megolddsa tobb mint hdromezer évvel ezelstt frott kinai konyvbdl szdrmazik.)

Mutassuk meg, hogy ha kilenc szdm szdmtani sorozatot alkot, akkor mindig készithetiink e szdmokbdl
3 X 3-as biivos négyzetet!

Hény oldali az a sokszog, amelynek szogei egy olyan szdmtani sorozat egymdst kovets tagjai, amelynek
elsG tagja 120° a differencidja pedig 5°7

Egy {a, } mértani sorozat masodik tagja 6, 6todik tagja 18V3. Hany 1000 és 3000 kozé esd tagja van a
sorozatnak?

Egy mértani sorozat elsd hét tagjabdl az elsé hdrom elem Osszege 26, a hdrom utolsé elem Osszege
pedig 2106. Mennyi a hét tag dsszege?

10 évre vonatkozdan dsszehasonlitottdk két vdllalat termelését. Kezdetben mindkét véllalat termelése
egyenld volt, s a 10. év végére mindkét vallalat megdupldzta termelését. Az L. vallalat termelése évente
mindig ugyanannyival novekedett, a 1I. vdllalat novekedése minden évben ugyanannyi szdzalékos volt.

a) Mutassuk meg, hogy az I. véllalat tobbet termelt a 10 év alatt.

b) Azonos litem( fejlddést feltételezve, hdny év miilva ,,elézi meg” a II: vdllalat 6ssztermelése az L.
véllalatét?

Egy szdmtani és egy mértani sorozatnak kozos az els6 és a mdsodik eleme; a mértani sorozat harmadik
eleme 1-gyel nagyobb a szdmtani sorozat harmadik eleménél, és 3-mal nagyobb a mértani sorozat elsd
eleménél. Irjuk fel mindkét sorozat elsé harom elemét.

Hérom szdm mértani sorozatot alkot, 0sszegiik 26. Ha az els6hoz 1-et, a masodikhoz 6-ot, a harmadik-
hoz 3-at adunk, a kapott hdrom szdm szdmtani sorozatot alkot. Melyik ez a hdrom szam?

Egy erd6ben a fadllomény egy idSpontban 10 000 m>. EttSl kezdve a fasllomany 20 éven 4t 4tlagosan
6%-kal gyarapodik. A 20. év végén ritkitds céljabdl kivigjak az dllomdny 10%-4t. EttS] kezdve a
gyarapodds 15%-os lesz. A 10%-os ritkitdst a 23. és a 26. év végén is megismétlik. Az évi gyarapodds
10%-0s marad. Mennyi fit termelnek ki 0sszesen a hirom ritkitds alkalmdval, és mekkora lesz a
fadllomany a 26. év végére?

Egy cég alkalmazottja belépéskor évi 1 800 000 Ft fizetést kap évi 8%-os emeléssel. Mekkora a havi
(fix) fizetése a 10-dik évben?

Egy szamtani sorozat masodik tagja 14 kilencedik tagja —1. Adjuk meg az els§ hdrom tagjat a soro-
zatnak.

a) Ismert, hogy 1-t6] n-ig a szdmok 6sszege N. Hogyan hatdrozhaté meg N-b6l n?



b) Ismert, hogy (Z) = N. Hogyan hatdrozhaté meg N-bdl n?
44, Legyen X = {1,2,...,n}, és készitsiik el ebbdl az egymast kdvets tagok 6sszegébdl 4ll6 K sorozatot;
azaz ha példdul X = {1,2,3}, akkor K = {1 +2,2+3,1 +2 + 3}.
a) Lehetnek-e egyenldk a felirt sszegek kozott?
b) Hény 2-, 3-, ... n tagl 0sszeget képeziink? Jeldlje ay a k tagd Osszegek szdmit. Legyen a; = 0
(lires Osszeg).

c) Irjuk fel az (ay) sorozat dsszegsorozatit. (Egy (ax) sorozat dsszegsorozata az a (by) sorozat,
amelyre by = a; +az + ... + ag.) Adjunk explicit képletet (b )-ra.

d) Indokolja kombinatirikus dton a b, -re kapott vélaszt.

e) Irjuk fel a k tagi 6sszegek koziil a t-ediket.

45. 200000 HUF-ot tesziink a bankba havi 0,5%-os kamattal, de csak az év végén vessziik ki a pénziinket.
Mennyit kapunk kézhez, ha a kamatadé 0,1%?

46. Piréziaban 200000 PIT (piréz tallér) bankbetétnél ugyancsak havi lekotéssel az év végén kivett pénz
203 000 PIT. Ott nincs bankad6. Mekkora a havi kamat?

47. Mennyi a 8, —4, 2, ... mértani sorozatbdl képezett sor hetedik tagja?
48. Készitsiik el a kovetkez6 halmazokat: Legyen Hy a [0, 1] szakasz. Osszuk harom egyenl§ részre e

12
szakaszt, a kdz€pso f0l€ rajzoljunk egy szabdlyos hdromszoget, €s hagyjuk el az alapjat (azaz az (§ §)

. 1
szakaszt). Igy megkaptuk Hi-et, ami négy 3 hosszisdgi szakaszbdl all. Ismételjilkk meg az el6bbi

eljarast e négy kis szakasszal, ez lesz H,, és igy tovdbb az n-edik 1épésben legyen ez a tordttvonal-
halmaz H,,.

Mekkora a H,, téréttvonal hossza?
Utmutatés: Jelolje t,, az n-edik 1épésben kapott térottvonal hosszat, és haszndljunk rekurziés képletet!

49. Két, egymadstdl 30 km tavolsdgban levs bardt egymassal szemben biciklire pattan, €s elindulnak egy-
masfelé. Sebességiik 10-10 km/h. Az indulés pillanatdban egyikiik orrdr6l, kétszer olyan gyorsan mint
6k, egy légy indul el a mésik orra felé. Amikor odaér, abban a pillanatban visszaindul az elsé barit felé
(az orrit keresve). Majd amikor elérte, megfordul és igy tovdbb, a két biciklista taldlkozdsdig. Osszesen
hany km-t repiil a 1égy?

3. Rekurziv sorozatok; Fibonacci sorozat

54. Egy sorozat tagjaira: a1 = 4; ay+1 = 3a, — 2. Adjunk explicit képletet a,,-re!

55. Egy sorozat tagjaira: a; = 3, ar = 6; an+2 = 3an+1 — 2a, — 1. Mutassuk meg, hogy a, = 2" + n!
A Fibonacci sorozatot az Fy = F» = 1; Fj,1p = F11 + Fyy; n > 1 rekurziéval definidljuk.

49. Bizonyitsuk be, hogy Frio—1=Fi+F+...+ F;n > 1!
50. Bizonyitsuk be, hogy F,41 Fy = F12 + F22 +...4 F,f; n>1!
51. Bizonyitsuk be, hogy F,f — FpiFy = (=)™



o 1{V5+1)" . 1{V5+1)" )

52. Bizonyitsuk be, hogy F, < 3 3 n>2ésF, > 3 > ;n > 1 esetén!

53. Vegyiik észre, hogy
Fy 3 F 2 3<2 et F 2 o1 2>1
— == —=— & =< - illetve —=- —=- & —> —;
F 2 F o1 2 1 F 1 F 1 1" U
Fs 8 Fs 5 8<5 et Fs 5 Fy 3 5>3
— =, — ==& =-<=; illetve —= -, —== & =>
Fs 5 Fy 3 5 3 Fy 3 F 2 32
13 Fs 8 13 8
— =—, — == é — > = tb.
Fb 8 F 5 © 8§75 °

Fonvr Fopsr , Fons Fp
és >

Bizonyitsuk be, hogy 4ltaldban is minden n > 1-re .
2n+l1 oy by F

4. Nevezetes egyenlotlenségek

10.
11.

. Igazoljuk a kovetkez§ egyenléStlenséget, ha a, b, ¢ pozitiv:

. Mutassuk meg, hogy egy pozitiv szdmnak és reciprokdnak 0sszege mindig nagyobb vagy egyenld

mint 2.
Mekkora a legnagyobb teriiletd téglalap, amelyet egy 4 cm hosszasagu spargaval koriil tudunk keriteni?

Egy patak partjdn egy 3200 m® nagysigu, téglalap alakii kertet szeretnénk elkeriteni. Mekkordnak
vélasszuk a téglalap oldalait, hogy a legrovidebb keritésre legyen sziikség? (A patakparton nem allitunk
keritést.)

. Az R sugarii gombbe frhat6 korhengerek koziil melyiknek a legnagyobb a paldstja? (Akkor gombbe

irhat6 egy korhenger, ha a fedd korlapjai a gombre illeszkednek.)

. Egy autés A varosbdl B-be utazik, majd ugyanazon az uton vissza. Kocsija odafele 10 km-enként,

visszafele 15 km-enként fogyasztott egy-egy liter benzint. Atlagosan mekkora utat tudott 1 liter ben-
zinnel megtenni?

. Igazoljuk, hogy az ABCD trapézban az a = AB és a ¢ = CD oldalak hosszanak

a) szamtani kdzepe a kozépvonal hossza;

b) mértani kézepe annak a szakasznak a hossza, amely parhuzamos az alapokkal, és két egymashoz
hasonl¢ trapézra szeli az eredeti trapézt;

c) négyzetes kozepe annak a szakasznak a hossza, amely parhuzamos az alapokkal, és az eredeti
trapézt két egyenld teriiletd trapézra végja;

d) harmonikus kozepe annak a szakasznak a hossza, amely parhuzamos az alapokkal, és illeszkedik
az atlok metszéspontjara.

. Igazoljuk a kovetkez§ egyenlStlenséget, ha a, b, ¢ pozitiv: (a + b)(a + ¢)(b + ¢) > 8abc

. Igazoljuk a kovetkezd egyenlétlenséget, ha a, b, ¢ pozitiv: (a + 1)(b+ 1)(a +c)(b + ¢) = 16abc

ab bc ac a+b+c
+ + <
a+b b+c a+c 2

Igazoljuk a kovetkez§ egyenlStlenséget, ha a, b, ¢ pozitiv: ab(a + b) + ac(a + ¢) + be(b + ¢) > 6abc

Igazoljuk a kovetkez$ egyenlStlenséget, ha a, b, ¢ pozitiv: 8(a®+ 1> +¢) > 3(a+b)(a+c)b+c)



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Egy egység oldald négyzetben n db kis négyzetet helyeztiink el dgy, hogy semelyik kettének nincs
kozds belss pontja. Igazoljuk, hogy a négyzetek oldalhosszisiganak dsszege legfeljebb v/n!

Bizonyitsuk be, hogy

1”
n!s(n; ) . neN.

Pistiéknél otthon négy dobozban tartjdk a pénzt. Egy-egy dobozban azonos cimlet(i bankjegyek vannak:
az elsé dobozban 500 Ft-osok, a masodik dobozban 1000 Ft-osok, a harmadik dobozban 2000 Ft-osok, a
negyedik dobozban 5000 Ft-osok. Pistinek jutalomként sziilei megengedik, hogy valamelyik dobozbdl
3, két méasik dobozbdl 2-2, a hitralevd dobozbdl pedig 1 bankjegyet kivegyen. Pisti vdlaszthatja meg
a dobozokat. Hogy vdlasszon, hogy a lehet6 legtébb pénzhez jusson? Milyen vilasztds esetén kapja a
legkevesebb pénzt?!

Hol van a hiba a kovetkez8 okoskoddsban? Tekintsiik a pozitiv egész szdmok halmazat. Azt allitjuk,
hogy ebben a halmazban az 1 a legnagyobb szam. Valéban, barmelyik 1-nél nagyobb k egész szdmot
tekintjiik is maximdlisnak, ennek a négyzete k% > k. Mivel k? is pozitiv szdm, k nem lehet maximalis,
tehdt 1 a legnagyobb pozitiv egész szam.

Két vektorrdl a kovetkezdSket tudjuk: v; koordindtai 3, 4, 12 valamilyen sorrendben, v, koordintii 2,
5, 14 valamilyen sorrendben. Hatarozzuk meg a két vektor altal bezart szoget, ha a skalaris szorzat
maximalis, illetve ha minimalis.

Bizonyitsuk be, hogy ha x, y, z pozitiv valés szdmok, akkor

a) xy+xz+yz > x\[yz + yvxz + z/xy!

b) Q+E+sz+y+z!
Z y X

Mutassuk meg, hogy az a, b, ¢ pozitiv valés szdmokra teljesiil, hogy

| a N [ b . c >§'
b+c a+c a+b 2’

Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, akkor

3

a+b+c a+b+c‘
az+b2+cr 3 '

Mutassuk meg, hogy ha a, b, ¢ pozitiv szamok, akkor

ad+b* b+t A+t PE S8
a+b+c< + + <—+—+—!
2¢ 2a 2b bc ac ab

Bizonyitsa be a Cauchy-egyenl6tlenséget! Lehet-e ezt kozépiskoldban (pl. szakkoron) tanitani? Milyen
fogalmak, allitdsok sziikségesek ehhez?

n

22, Legyenek ay, a, a, pozitiv valés szamok, amelyekre Z ai < 1. Bizonyitsa be, hogy ekkor
k=1
11 1,
—+—+...+— 2n".
aq a (257
ILasd a Szfics Adolf-egyenlStlenséget: Legyenek a; < ... < ay, by < ... < b, pozitiv valés szdmok. Az a1b| + ... + apby,

Osszeg maximadlis, ha a; és b; egyformdn szigordan monoton novd, illetve csokkend sorozatok, €s minimadlis, ha a; és b; egyike
szigordan monoton nd, a masik szigortian monoton csokken. Bizonyitsuk be!



23.

24,

25.

26.

27.

n
Legyenek ay, a», a, pozitiv valés szdmok, és tegyiik fel, hogy 1_[ a; = a # 1. Bizonyitsuk be, hogy
k=1
ekkor
2 2 2 l
(logg a1)” + (logg a2)” +... + (logg an)” 2 —

Legyenek az a, b, c, d, e olyan valés szdmok, amelyekre a + b+ c +d + e = 20 és A +b+l+d*+

+ ¢? = 100. Allapitsuk meg, hogy mi az e szdm maximdlis értéke! (Egy 6tlet a megolddshoz: a jobb

oldaldt a Cauchy-egyenlGtlenség segitségével becsiiljiik feliilrdl.)

Legyen a és b két pozitiv szdm, amelyekre a + b = 1. Igazoljuk, hogy ekkor

+12+ b+12>25'
a+— - —!
a b =2

Legyen a, b és ¢ harom pozitiv szdm, amelyekre a + b + ¢ = 1. Igazoljuk, hogy ekkor

+12+b+12+ +12>100‘

a+— — c+-| = —!

a b c 3

Bizonyitsuk be teljes indukci6 segitségével a Bernoulli-egyenlGtlenség aldbbi alakjat:

Ha a > —1 valés szdm, akkor barmely n € N* esetén teljesiil az
(1+a)">1+na

egyenlGtlenség.

5. Fiiggvények

56.

57.

58.

59.

60.

61.

F(x)-et majdnem periodikusnak nevezziik, ha 1étezik m # 0, hogy minden x-re F(x + m) = —F(x).
Igaz-e, hogy ekkor F(x) periodikus is?

Tegylik fel, hogy egy —1-et €s O-t nem felvevé fiiggvényre teljesiil, hogy barmely x € R

flx) -1

x+1)= .
BiZOl’lyﬁSUk be, hOgy f(X) periodikus fuggvény

Legyen f(x) a # O szerint periodikus fiiggvény g(x) S # 0 szerint periodikus fiiggvény, és tegyiik
fel, hogy a/ g raciondlis szam.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor f(x) + g(x) is periodikus!

Egy f(x) fiiggvényre teljesiil, hogy f(x +1) + f(x — 1) = \/zf(x).

Bizonyitsuk be, hogy f(x) periodikus!

Egy f(x) fliggvényre teljesiil, hogy f(x +a)f(x) = b, ab # 0. Bizonyitsuk be, hogy f(x) periodikus!

1
Bizonyitsuk be, hogy az y = — elsé siknegyedbe esé pontjaihoz hiizott érintSk egy 2 egység teriiletd
X

haromszoget metszenek le a tengelyekbdl!

10



62. Adjunk tobb (pl. analizis eszkozeit felhaszndlé) bizonyitdst a kdvetkez§ feladatra:

Bizonyitsuk be, hogy ha a < b < ¢, akkor az
x—-a)(x-b)+(x—a)x—-c)+(x-c)(x—=b)=0

egyenletnek 1éteznek valds gyokei x;, xp, amelyekre a < x; < b < x2 < c.
63. Oldjuk mega4™ = 2x+1 egyenletet, és indokoljuk meg precizen a megolddsokat az analizis eszkdzeivel!

64. Tegyiik fel, hogy f(x) és g(x) két nem azonosan nulla, valés egyiitthatés polinom, amelyekre teljesiil,
hogy minden x-re

f (x2 —-Xx+ 2) = f(x)g(x).
Bizonyitsuk be, hogy f(x) paros foku polinom.
65. Mi az f(x) explicit alakja, ha 2 f(x) + 3f(1 — x) = 4x — 1 teljesiil minden x-re?

1
66. Mi az f(x) explicit alakja, ha 2 f(x) —3f (—) = x2 teljestil minden x # O értékre?
x

6. Valogatott érettségi feladatok

67. Az f fliggvényt a kovetkezSképpen definidljuk: f: R - R, f(x) = x? +6x + 5. Szédmitsuk ki az f(x)
fliggvény és az x tengely 4ltal kozrezart sikidom teriiletét!

68. Egy egyenlé szart haromszog szdrainak metszéspontja C(0; 7), a szdrak hossza V53 egység. A harom-

1
sz0g masik két cstcsa, A és B, illeszkedik az y = —sz + 1 paraboldra.

a) Szamitsa ki a masik két csucsa, A és B koordinatdit!

b) Irjuk fel az egyik szar egyenesének egyenletét! Ennek az egyenesnek és a paraboldnak egy tovabbi
kozos pontja D. Hatdrozza meg a D pont koordinatdit!
c) Mekkora teriiletd részekre bontja az ABC hdromszoget a parabola ive?
4x3  3x?  2x

69. Legyen f(x) = ——— + — + — — a, ahol a pozitiv valds szdm.
a a a

a
a) lgazolja, hogy f f(x)dx = —a’ +a.
0

a
b) Mely pozitiv valés a szdmokra teljesiil, hogy f f(x)dx =07
0

3

c) Az x mely pozitiv valos értéke esetén lesz a g(x) = —x~ + x fiiggvénynek lokdlis maximuma?

70. Kimaradt egy sorszdm, sorszamugras. Legyen p val6s paraméter. Tekintsiik a val6s szamok halmazan
értelmezett f fiiggvényt amelynek hozzdrendelési szabalya f(x) = =3x° + (p — 3)x> + p*x — 6.
2
a) Szamitsa ki a f 2f(x) dx hatdrozott integral értékét, ha p = 3!
0
b) Hatédrozza meg a p értékét ugy, hogy az x = 1 zérushelye legyen az f fiiggvénynek!

11



71.

72.

73.

74.

c) Hatdrozza meg a p értékét igy, hogy az f fiiggvény derivaltja az x = 1 helyen pozitiv legyen!
Adottaz f: R - R, f(x) = x* +8x> — 270x2 + 275 fiiggvény.
a) Igazolja, hogy x = —15-ben abszolit minimuma, x = 0-ban lokdlis maximuma, x = 9-ben lokadlis
minimuma van a fiiggvénynek!
b) lIgazolja, hogy f konkdv a ] — 9; 5[ intervallumon!
5

c) A Newton—-Leibniz-tétel segitségével hatdrozza meg a f f(x) dx hatdrozott integrdl értékét!
0

Két sportiskola legjobb teniszezdi egyéni teniszbajnoksdg keretében mérték dssze tuddsukat. A verseny
emblémadjat parabolaszelet alakura tervezték.

A koordinéta-rendszerben késziilt tervrajzon a teniszlabda roppélydjat jelképezd y = 4 — x? egyenletd
parabola, valamint az x tengely hatdrolja a parabolaszeletet. Az embléman lathaté még a teniszlabdat
jelképezd kor is, ennek egyenlete x> +y? =26y =0.

Hény szdzaléka a kor teriilete a parabolaszelet teriiletének? A vdlaszt egészre kerekitve adja meg!
Adott az f és g fiiggvény: f: R > R, f(x) =2x+1;8: R > R, g(x) = x> - 2.
a) Szamitsa ki a 2f + g fiiggvény zérushelyeit!

b) Szamitsa ki az f és g fiiggvények grafikonja 4ltal kozbezart teriiletet!

c) Szamitassal igazolja, hogy a h: ] — 00;0,5[ — R, h(x) = f((x;
g(x

fliggvény szigordan monoton
novekedd!
Adott a sikbeli derékszogii koordindta-rendszerben az y = 3x2 — x> egyenletii gorbe.

Igazolja, hogy ha x € ]10;3[, akkor y > 0!
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