Matematika BSc Elemi matematika 3
Témak: geometria, kombinatorika és valésuiniiségszamitas
Kitizott feladatok

Geometria

1. Egy ABD héaromszog szogei rendre a, B, y. Mekkora szdget zar be egymassal
a) az A ¢és B csucsokbdl indulé szogfelezok
b) az A ¢és B csucsokbdl induld magassagvonalak
) Az A csucsbol indul6 szogfelez6 és magassagvonal.

2. Egy ABC haromszognek adott az AB oldala, valamint tudjuk, hogy a haromszég A
illetve B cslicsabol induld szogfelez6k 120°-os szoget zarnak be egymassal.
Szerkesztendd a haromszog kortilirt kore!

3. Mutassa meg, hogy a haromsz6g ugyanazon oldalhoz tartoz6 szakaszfelezé merd6legese
¢és szogfelezdje a koriilirt koron metszi egymast.

4. Az ABC szabalyos haromszog korilirt korén felvesziink egy D pontot a C-t nem
tartalmazd AB koriven. Mutassa meg, hogy a DC = DA + DB!

5. a) Egy egyenldszara haromszog alapjan felvett tetszéleges P pontbol parhuzamosokat
huzunk, melyek a szarakat X és Y pontokban metszik. Mutassa meg, hogy PX + PY
nem fligg a P pont megvalasztasatol.

b) Egy egyenlészara haromszog alapjanak meghosszabbitasan felvett tetszéleges P
pontbol parhuzamosokat htizunk, melyek a szarak egyeneseit X és Y pontokban
metszik. Mutassa meg, hogy [ PX - PY | nem fiigg a P pont megvalasztasatol.

6. a) Mi azon pontok halmaza, melyek egy félegyenestdl adott d tavolsagra vannak?

b) Mi azon pontok halmaza, melyek egy szakasztol adott d tavolsagra vannak?

¢) Mi azon pontok halmaza, melyek szogvonaltol adott d tavolsagra vannak?

d) Mi azon pontok halmaza, melyek egy két pontbol all6 alakzattdl adott d tavolsagra
vannak?

¢) Mi azon pontok halmaza, melyek egy két félegyenesbdl allo alakzattol adott d
tavolsagra vannak?

f) Mi azon pontok halmaza, melyek egy két szakaszbdl allo alakzattol adott d
tavolsagra vannak?

7. Egy ABCD rombusz AB oldalat rogzitjiik, az A cstcsnal levo szogét 0-tol 180 fokig
valtoztatjuk. Mi lesz az atlok metszéspontjanak a halmaza?

8. Szerkesztend6 a haromszog, ha adott az oldalak, sz6gek, magassagvonalak és
sulyvonalak koziil harom adat.

9. Egy ABC haromszog AC ¢és BC oldalara kifelé ACB’ és BCA’ szabalyos

haromszoégeket rajzolunk. Mutassa meg, hogy AA’ = BB’ és hogy ezek 60°-0s szoget
zéarnak be egymassal.



10. Egy hatszog minden szoge 120°. Mutassa meg, hogy két szomszédos oldal 6sszege
megegyezik a szemben fekvé szomszédos oldalak dsszegével.

11. Egy trapéz hosszabbik alapja a, rovidebbik alapja b hosszisagu. Szarai derékszoget
zarnak be egymassal. Mutassa meg, hogy az alapok felezépontjat 6sszekotd szakasz
hossza (a - b)/2.

12. Mutassa meg, hogy egy a és b oldalu parallelogramma szogfelez6i téglalapot
hataroznak meg, melyben az atlok hossza éppen a - b.

13. Egy ABC haromszog C cstcsabol merdlegeseket bocsatunk az A illetve B csticsokbol
induld kiilsé és belso szogfelezOkre. Mutassuk meg, hogy az igy nyert négy merdleges
talppontjai egy egyenesen vannak!

14. Egy ABCD négyszog belsejében felvett P pontot kossiink dssze a négyszog csucsaival.
a) Keressiik meg azt a pontot, melyre az AP + BP +CP + DP 6sszeg minimalis.
b) Bizonyitsuk be, hogy ez az 6sszeg nagyobb a négyszog keriiletének felénél.

15. Mutassa meg, hogy minden négyszdgben van olyan oldal, amely kisebb valamelyik
atlonal.

16. Egy ABC haromszog valamely belsd P pontjat tiikrozziik az oldalakra, majd a kapott
képet 0sszekotjiik ennek az oldalnak a végpontjaival. Az igy nyert P1, P2 és P3 pontok
¢s a hdromszdg csucsai tehat kifeszitenek egy hatszoget. Mi a feltétele annak, hogy ez a
hatszog konvex legyen?

17. Adott egy szogtartomany belsejében egy R rogzitett ponttal. Szerkessziink minimalis
keriileti haromszoget, melynek egyik csucsa R, masik két csticsa pedig a szog szarain
van.

18. Mutassa meg, hogy egy haromszog
a) a kozépvonalak altal alkotott haromszog sulypontja megegyezik az eredeti haromszog
sulypontjaval,
b) a kozépvonalak altal alkotott haromszog magassagpontja megegyezik az eredeti
haromszog koriilirt korének kozéppontjaval,
¢) hozzairt koreinek kdzéppontjai altal alkotott haromszog magassagpontja megegyezik
az eredeti haromszog beirt korének kozéppontjaval.

19. a) Ha egy hegyesszogli haromszogben 0sszekotjiik a magassagtalppontokat, kozépen a
talpponti haromszdéget kapjuk, és a csticsokndl még harom darab haromszog
keletkezik. Mutassuk meg, hogy a csticsoknal keletkez6 haromszogek hasonlok az
eredeti haromszdghoz.

b) Bizonyitsuk be, hogy a talpponti haromszog beirt korének kézéppontja megegyezik
az eredeti haromszog magassagpontjaval.

20. Egy kornek AB atmérdjén tigy valasztjuk a C és D pontokat, hogy azok a kor
kozéppontjatdl egyenld tavolsagra legyenek. Mutassuk meg, hogy ha e két pontot a kor
keriiletének egy tetszés szerinti P pontjaval 6sszekotjiik, akkor a CP? + DP? 0sszeg
allando.

21. Bizonyitsa be, hogy egy parallelogramma atldinak négyzetosszege megegyezik az
dsszes oldalai négyzetének dsszegével. Tehat 2a” + 2b% = e2 + 2.



22. Mutassa meg, hogy egy haromszdg oldalai és stilyvonalai kozott fennall a kdvetkezo
sszefiiggés: a° + 4s;” = 2(b% + ¢2).

23. Egy haromszog harom oldala folé egy-egy négyzetet szerkesztiink. A négyzetek
haromszogtél kiilonbozé csticsai egy hatszoget alkotnak. Allitasunk, hogy ennek a
hatszognek minden masodik oldala az eredeti haromszog valamelyik sulyvonala
hosszéanak kétszeresével egyezik meg. Miért?

24. Bizonyitsa be, hogy a hdromszog szogfelezdjét a szogfelezOk metszéspontja a
kovetkezd ardnyban osztja: A cstics melletti rész tigy aranylik a masik részhez, mint a
szogfelez6t kozrefogd két oldal 6sszege a harmadik oldalhoz.

25. Milyen hasonlosagi transzformaciok viszik a derékszogli haromszoget a magassag
behuzasaval keletkezd kisebb derékszogli haromszdgekbe? (Magassag €s befogotétel!)

26. Egy tetraéderben a cstcsot €s a szemkozti lap valamelyik sulyvonalat tartalmazoé sik
hogyan osztja a szemkdzti lap teriiletét?

27. Egy utca a Budapest térképen az A3 négyzetben van, mig egy masik a D7-ben. Ha egy
négyzet 4x4 cm-es a térképen, mig a 1épték 1:25 000-hez, akkor milyen tartomanyban
mozoghat két a fenti utcakban 1év6 héz ,légvonalbeli” tavolsaga?

28. Két egymastol 90 km-re levd adotorony hatosugara 75 illetve 60 km. A két tornyot
0sszekotd szakaszra merélegesen a nagyobb hatosugartatol 60 km-re halad egy egyenes
ut.

a) Vegyen fel egy koordinatarendszert tigy, hogy az egyik ad6 legyen a kezddpont, s
ebben adja meg a masik add koordinatait, illetve az ut egyenletét!

b) Hatdrozza meg az Gt azon szakaszat, ahol mindkét ad6 foghatd!

c¢) Hol nem foghato egyaltalan adas?

29. Egy koriv alaku hidat helyezzen el tigy egy koordinatarendszerben, hogy a hid
legmagasabb pontja legyen a rendszer kezdOpontja. Mi lesz az iv egyenlete, ha a hidfok
tavolsadga 100 méter, és a hid ,,magassaga” 5 méter?

30. a) Adjameg az A =(2; 1) B=(0; 4) és C = (-5; -2) pontok altal meghatarozott

haromszog stlypontjanak koordinatait!
b) Adja meg az ABC korée irt kor kozéppontjanak koordinatait!
¢) Adja meg ABC magassagpontjanak koordinatait!

31. Egy ABCD konvex négyszogben az AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadol6 pontjat
H-t kdssiik 6ssze a DC szakasz D-hez kozelebbi harmadold pontjaval J-vel, valamint az
AD szakasz ismét A-hoz kozelebbi harmadolé pontjat K-t a BC szakasz B-hez
kozelebbi harmadolo pontjaval I-vel.

Milyen aranyban osztja a HJ szakaszt az IK szakasz?

32. Egy parabola keresztmetszetii tiikkrot helyezzen el Gigy egy koordinatarendszerben, hogy
a parabola ,,fenékpontja” €éppen az origbban legyen. Ekkor a tiikor egyik sz€lsé
pontjanak koordinatai: (4; 4).

a) Mi lesz a parabola egyenlete?



b) Mi annak a kornek az egyenlete, amelyik atmegy a megadott (4; 4) pontot, a parabola
fenékpontjan és a sugara 5 egység?

33. Bizonyitsuk be, hogy egy négyszog atloi akkor és csak akkor merdlegesek egymasra,
ha a szemkozti oldalak négyzetdsszege egyenld!

34. a) Hogyan hatarozza meg egy parallelogramma csucsabdl az atldinak felezépontjaba
mutato vektort, ha az ebbdl a csticsbol induld két élvektorat a illetve b jeloli?

b) Hogyan hatarozza meg egy trapéz csticsabol az atldinak felezpontjaba mutato
vektort, ha az ebbdl a csucsbol indulod két élvektorat a illetve b jeldli, és az a
vektorral parhuzamos oldalanak a hossza éppen |a|/2?

¢) Hogyan hatarozza meg egy altalanos négyszog kozépvonalainak metszéspontjaba
mutatd vektort, ha a sik egy pontjabdl a négyszog csticsaihoz vezetd vektorok rendre
a,b,c,d?

35. Jelolje az egység élhossziisagl szabalyos tetraéder egy csucsabal kiinduld élvektorait
a, b és c. Mi az eredménye a kovetkezé miiveleteknek:

a) (a+b)-c
b) (atb)(b+c)
¢) (a+b+c)(a-c)?

Kombinatorika, valoszinuségszamitas

1. Legalabb hany 13 tippes totdszelvény kitoltésével biztosithato, hogy legyen legalabb 5-
Os talalatunk?

2. Hany lottoszelvényt kell kitdlteniink a biztos telitalalathoz?

3. Majus 35-én a lottot ugy jatsszak, hogy az 1, 2, 3, ..., 20 szamokbol 18-at huznak ki.
a) Hany szelvényt kell kitolteniink a biztos telitalalathoz?
b) Hany kell ahhoz, hogy biztosan legyen legalabb 15 talalatunk?

4. Két iskola legjobb sakkozo6i versenyeztek egymadssal. Mindenki mindenkivel egy
jatszmat jatszott. El6szor az egy-egy iskolan beliili jatszmakra: dsszesen 66 jatszmara
keriilt sor. Az egész kormeérkdzés 136 jatszmabol allt. Hany versenyzd indult az egyik
¢s hany a masik iskolabol?

5. Héany olyan egymashoz nem hasonlé haromszdg van, amely tompaszdgili, tovabba nem
egyenld szart és mindegyik szoge fokokban mérve egész szamot ad?

6. Egy egyfordulos futballbajnoksagon a csapatok sorrendjét a golaranyok
figyelembevétele nélkiil egyértelmiien meg lehetett hatarozni. A bajnoksagon volt olyan
csapat, amelyet a nala jobb helyezést elért csapatok valamelyike nem gydzott le.
Bizonyitsuk be, hogy a bajnoksag folyaman volt dontetlen mérkdzés is. (Egyfordulos
futballbajnoksdgon minden csapat minden csapattal egyszer jatszik. Minden egyes
mérkdézés utdn a gydztes csapat két pontot, dontetlen esetén mindkét csapat egy-egy
pontot kap.)

7. Hany téglalapot lehet kijeldlni egy 6 x 10-es négyzetracsban ugy, hogy oldalaik
racsegyenesek legyenek?

8. A sakktéabla bal alsé sarkabol a jobb felsd sarokba hanyféle Gitvonalon juthat el a bastya,
ha a bastyat csak jobbra és folfelé lehet tolni?



9. Az 1,2,3,4,5, 6 szamjegyekbdl hany olyan hatjegyli szamot készithetiink, amely
oszthat6
a) 2-vel,

b) 3-mal,

c) 4-gyel,

d) 5-tel,

e) 6-tal,

feltéve, hogy mindegyik szamot csak egyszer hasznaljuk fel.

10. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbOl hany olyan hatjegyli szdmot készithetiink, amely
oszthatd 3-mal, feltéve, hogy egy-egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk? Mennyi
ezeknek a szdmoknak az 6sszege?

11. Mi a valészintibb: két dobokockaval legalabb egy 6-ost vagy négy dobdkockaval
legalabb két 6-o0st dobni?

12. lgaz-e, ha egy szobaban véletlenszeriien 6sszegytilik 5 ember, akkor valosziniibb, hogy
van koztiik két olyan, aki a hét ugyanazon napjan sziiletett, mint az hogy nincs két ilyen
ember? Miért?

Az egységes érettségi feladatgyiijtemény

129, 140, 157, 172, 205, 208, 227, 232, 237, 242, 2584, 2586, 2612, 2615, 2619. 2609, 2604,
2658, 2662, 2667, 2677, 2710, 2727, 2729, 2739, 2747, 2761, 2777, 2770, 2779, 2894, 2927,
2918, 2912, 2809, 2863, 2957, 2958, 2960, 2949 sorszamu feladatai.



