Kitlizott feladatok

_BSc Elemi matematika 2

l. rész

1.

2.

10.

Az ABC derékszogli haromszog AB atfogdjan vegyiik fel a D és az E pontokat
ugy, hogy AC = AD ¢és BC = BE legyen. Mekkora az ECD sz6g?
Egy ABD haromsz6g szdgei rendre a, B, y. Mekkora szoget zar be egymassal
a. az A és B csticsokbdl induld szogfelezok
b. az A ¢és B csucsokbol indulé magassagvonalak
c. Az A cstcsbdl indulo szogfelezd és magassagvonal.

. Egy ABC haromszdgnek adott az AB oldala, valamint tudjuk, hogy a hdromszog

A illetve B cstcsabol indul6 szégtelezok 120°-os szoget zarnak be egymassal.
Szerkesztendd a haromszog koriilirt kore!

. Adott egy ABC haromszog k korilirt kdre és ezen rogzitve az A és B csucsok.

Szerkesztendd
a. a beirt korok kozéppontjainak mértani helye
b. amagassagpontok mértani helye
c. asulypontok mértani helye

ha a C csucs korbefut a kor kertiletén.

. Mutasd meg, hogy a haromsz6g ugyanazon oldalhoz tartozo felezé merdlegese €s

szogfelezodje a koriilirt koron metszi egymast.

. Az ABC szabalyos haromszog kortlirt korén felvesziink egy D pontot az AB

kozotti koriven. Mutasd meg, hogy a DC = DA + DB!

ABC haromszog kortilirt korének kozéppontjat jelolje O. Mutasd meg, hogy az A
csucsbol indulo szogfelezo felezi a magassagvonal és az AO sugar altal bezart
szoget!

Az ABC haromszog A csticsabdl indul6 belsé szogfelezé a BC oldalt a D
pontban, az AD szakasz felezdmerdlegese az AC oldalt az E pontban metszi. Az
E pontra illeszkedd és az AD-vel parhuzamos egyenes a BC oldalt az F pontban
metszi.

a) Bizonyitsa be, hogy az ED parhuzamos az AB-vel!

b) Igaz-e, hogy az EF felezi a CED szoget?
Egy ABC haromszog C csucsabol merdlegeseket bocsatunk az A illetve B
csucsokbol indulo kiilso és belso szogfelezokre. Mutassuk meg, hogy az igy nyert
négy merdleges talppontjai egy egyenesen vannak!

a) Igaz-e, hogy ha két haromszdgben van két-két azonos hosszuisagl oldal
€s van egy-egy azonos nagysagu szog, akkor egybevagoak?

b) Igaz-e, hogy ha két haromszdgben van két azonos hossziisagu oldal és
két azonos nagysagu szog, akkor egybevagoak?

c¢) Lehet-e egy ponthalmaz egybevago a részhalmazaval?
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Adott egy AB szakasz. Szinezd a sik azon pontjait!

Pirosra azokat a pontokat, melyekre ABC haromszog derékszogii
Kékre azokat a pontokat, melyekre ABC haromszog hegyesszogii
Zo6ldre azokat a pontokat, melyekre ABC haromszog tompaszogi

a) Egy egyenldszart haromszdg alapjan felvett tetszéleges P pontbol
parhuzamosokat huzunk, melyek a szarakat X és Y pontokban metszik. Mutasd
meg, hogy PX + PY nem fligg a P megvalasztasatol.

a) Egy egyenlOszarti haromszog alapjanak meghosszabbitasan felvett
tetszéleges P pontbol parhuzamosokat huzunk, melyek a szarak egyeneseit X és Y
pontokban metszik. Mutasd meg, hogy | PX - PY | nem fligg a P
megvalasztasatol.

a) Mi azon pontok halmaza, melyek egy félegyenestdl adott d tavolsagra
vannak?

b) Mi azon pontok halmaza, melyek egy szakasztol adott d tavolsagra
vannak?

¢) Mi azon pontok halmaza, melyek szogvonaltol adott d tavolsagra
vannak?

d) Mi azon pontok halmaza, melyek egy két pontbdl 4ll6 alakzattol adott d
tavolsagra vannak?

e) Mi azon pontok halmaza, melyek egy két félegyenesbdl allo alakzattol
adott d tavolsagra vannak?

f) Mi azon pontok halmaza, melyek egy két szakaszbol allo alakzattol
adott d tavolsagra vannak?
Egy ABCD rombusz AB oldalat rogzitjiik, az A csucsnal levé szogét 0-t6] 180
fokig valtoztatjuk. Mi lesz az atlok metszéspontjanak a halmaza?

Szerkesztendd haromszog, ha adott két oldalanak a kiilonbsége, a harmadik oldala
¢és egy szoge. Hany megoldasa lehet a feladatnak?

A haromszog alabbi adatai — tehat az oldalak, szogek, magassagok és sulyvonalak
- koziil adott tetszéleges harom. Szerkesztendd a haromszog!

a, b, c,
a, B, Y,
mg, my, me,
Sa Sp Sc

il s >

Egy ABC haromszog AC és BC oldaléra kifelé ACB’ és BCA’ szabalyos
haromszogeket allitunk. Mutasd meg, hogy AA’ = BB’ és hogy ezek 60 °-os
szOget zarnak be egymassal.

Egy hatsz6g minden szdge 120°. Mutasd meg, hogy két szomszédos oldal 6sszege
megegyezik a szembenlévd szomszédos oldalak dsszegével.

Egy trapéz hosszabbik alapja a, rovidebbik alapja b hossziusagu. Szarai
derékszdget zarnak be egymassal. Mutasd meg, hogy az alapok felez6pontjat
0sszekotd szakasz hossza a — b.



20. Mutasd meg, hogy egy a és b oldalu parallelogramma szogfelezdi téglalapot
hataroznak meg, melyben az atlok hossza éppen egyenl6 a — b.

22. Egy ABCD négyszog belsejében felvett P pontot kdssiink dssze a négyszog
csticsaival.

a) Keressiik meg azt a pontot, melyre az AP + BP +CP + DP &sszeg
minimalis lesz.

b) Bizonyitsuk be, hogy ez az 6sszeg nagyobb a négyszdg keriiletének
felénél

23. Egy ABC haromszog belsejében felvett P pontot kossiink 0ssze a haromszog
csucsaival.
a) Bizonyitsuk be, hogy az AP + BP +CP 0sszeg nagyobb a haromszog
keriiletének felénél, de kisebb a haromszog keriileténél.
b) (Nehéz ***)
Keressiik meg azt a pontot, melyre az AP + BP +CP 6sszeg minimalis lesz.
24. Mutasd meg, hogy minden négyszogben van olyan oldal, amelyik kisebb valamelyik
atlonal.
25. Egy sokszdg belsejében felvesziink egy tetszéleges P pontot. Bizonyitsd be, hogy ha
ebbdl a pontbdl merdlegest allitunk a sokszognek a P-hez legkdzelebbi oldaléra, a
merdleges talppontja ennek az oldalnak a belsejébe fog esni.

26. Egy ABC haromszog valamely belsé P pontjat tiikrozziik az oldalakra, majd a kapott
képet 0sszekotjiik ennek az oldalnak a végpontaival. Az igy nyert Py, P, és P; pontok és a
haromszog csucsai tehat kifeszitenek egy hatszoget. Mi a feltétele annak, hogy ez a
hatszog konvex legyen?

27. Adott egy egyenes ¢és rajta kiviil két kiilonbozd pont, A és B.

a) Az egyenes mely P pontjra lesz az AP + BP §sszeg minimalis?
b) Az egyenes mely Q pontjara lesz az AQ - BQ kiilonbség abszolut értéke
maximalis?

28. Adott egy szOgtartomany belsejében egy R rogzitett ponttal. Szerkessziink minimalis
keriiletli haromszoget, melynek egyik csucsa R, masik két cstucsa pedig a szog szarain
van.

29. (nehéz*) Mutasd meg, hogy egy hegyesszogli haromszdgbe beirhatd haromszogek
koziil a legkisebb kertiletlinek a csucsai a magassagtalppontok.

30. Mutasd meg, hogy egy haromszog

a) a kozépvonalak altal alkotott haromszog stilypontja megegyezik az eredeti
haromszdg sulypontjaval

b) a kdzépvonalak altal alkotott hdromszdg magassagpontja megegyezik az
eredeti haromszdg koriilirt korének kozéppontjaval

c) hozzairt koreinek kdzéppontjai altal alkotott haromszdg magassagpontja

megegyezik az eredeti haromszog beirt korének kozéppontjaval

31.  a) Ha egy hegyesszogli haromszogben 0sszekotjlik a magassagtalppontokat,
megkapjuk kézépen a talpponti haromszdget, és a csicsoknal még harom darab



haromszoget. Mutassuk meg, hogy a csticsoknal keletkez6 haromszdgek hasonldak az
eredeti haromszoghoz.

b) Bizonyitsuk be, hogy a talpponti haromszdg koriilirt korének kozéppontja
megegyezik az eredeti haromszog magassagpontjaval.

32. Egy kornek AB 4tmérdjén ugy valasztjuk a C és D pontokat, hogy azok a kor
kozéppontjatol egyenld tavolsagra legyenek. Mutassuk meg, hogy ha e két pontot a kor
kertiletének egy tetszés szerinti P pontjaval 0sszekotjiik, akkor a

CP* + DP’?
Osszeg allando.
33. Bizonyitsd be, hogy egy parallelogramma atloéinak négyzetdsszege megegyezik az
Osszes oldalai négyzetének Osszegével. Tehat

22+ 267 =¢” +
34. Bizonyitsd be, hogy egy ,.térbeli parallelogramma”, vagyis egy parallelepipedon
atloinak négyzetdsszege megegyezik az Osszes oldalai négyzetének 0sszegével. Tehat

4’ +4b° +4c’ =’ + £ + ¢
35. Mutasd meg, hogy egy hdromszdg oldalai és stilyvonalai kozott fennall a kdvetkezd
Osszefiiggés:
a’+4s,” =b>+ ¢

Il. rész

1. Egy lakatlan szigetre érkezik két rablo a zsdkmannyal. Szeretnék ravaszul eldsni, hogy
ha késoébb visszajonnek 6k megtalaljak, de mas ne. Két nagy csucsos szikla, s egy
jellegzetes palmafa van a szigeten. Egyikiiknek a kovetkezo otlete tdimad. Az egyik szikla
koriil 90 fokkal a masik iranyaba elforgatjak a palmatat, igy kapjak az els6 segédpontot.
Ugyanezt megismétlik a masik szikla koriil is. A kapott két segédpont altal meghatarozott
szakasz felezOpontjaba assak el a kincset. Ez tetszik a masiknak is, elvégzik a munkat.
Két év mulva visszatérnek, s kideriil, hogy a palmafa nyomtalanul eltiint, kiszaradt vagy
tovestdl kiszedték. Vajon megtalaljak-e a kincset?

2. Egy haromszog harom oldala folé egy-egy négyzetet szerkesztiink. A négyzetek
haromszogtd] kiilonbozd csticsai egy hatszoget alkotnak. Allitasunk, hogy ennek a
hatszognek minden masodik oldala az eredeti haromszog egy sulyvonalanak hosszaval
egyezik meg. Miért?

3. Adva van egy sokszog minden oldalfelez6 merdlegese sorban. Hogyan szerkeszthetd
meg a soksz0g? Eldszor probalkozz haromszoggel, négyszoggel, s probalj altalanositani!

4. Adva van egy tetszdleges haromszog. Minden oldala f61¢ szabalyos haromszoget
rajzolva milyen lesz ezen haromszdgek kdzéppontjai altal meghatarozott haromszog? Mi
a helyzet négyszogek €s négyzet esetén?

5. Egy haromszog csucsaira vonatkozo kozéppontos tiikrozések egymasutanja mi lesz?
Mi a helyzet a térben tetraéderrel?



Tovabbi feladatok a kétkotetes Egységes érettségi feladatgytijteménybdl 1. kotet:
1853, 1860, 1864, 1865, 1872, 1890

12. Bizonyitsd be, hogy a haromszdg szogfelezdjét a szogfelezok metszéspontja a
kovetkezo
aranyban osztja: A csucs melletti rész tigy aranylik a masik részhez, mint a szogfelezot
kozrefogo két oldal 6sszege a harmadik oldalhoz.

13.. Szogfelezo tétel és az Apolloniosz kor. Bizonyitsd be, hogy két ponttol azonos
tavolsagaranyu pontok halmaza a sikban egy kor!

14. Ptolemaiosz-tételének altalanositasa:

Igazold, hogy ha egy négyszog négy oldala a, b, ¢, d hossziisagu, mig 4tloi e, illetve f,
akkor

a kovetkezd egyenldtlenség mindig fennall: ac + bd > ef | Mikor lesz egyenldség?

15. Milyen hasonldségi transzformaciok viszik a derékszogii haromszoget a magassag
behuzasaval keletkezo kisebb derékszogli haromszogekbe? (Magassag és befogotétel!)

16. Egy kiils6 pontbdl korhdz hiuzott érintd illetve a szelészakaszokra vonatkozo
Osszefiiggés
levezetése. Ismét a hasonlosagi transzformacidé meghatarozasat is végezd el!

17. Egy tetraéderben a szogfelezo sik hogyan osztja a szemkdzti lap teriiletét?
18.* Igazold, hogy harom kor kiils6é hasonldsagi pontjai mindig egy egyenesen lesznek!

19. Egy fényképen a kameratol 12 méterre allo fa 7 cm ,,magas”. Ugyanazon a képen a fa
elott,
a kamerahoz képest 2 méterrel kozelebb all6 bardtunk 4 cm magassagunak latszik.

a) Ha tudjuk, hogy a baratunk 1,80 méter magas, akkor mit lehet mondani a farol?

b) Hanyadrészére kicsinyitette a kép a ,,valosagot™ ?

20. Egy utca a Budapest térképen az A3 négyzetben van, mig egy masik a D7-ben. Ha
egy négyzet 4x4 cm-es a térképen, mig a Iépték 1:25 000-hez, akkor milyen
tartomanyban mozoghat két a fenti utcakban 1évé haz ,légvonalbeli” tdvolsaga?

21. Két egymastol 90 km-re levo adotorony hatdsugara 75 illetve 60 km. A két tornyot
0sszekotd szakaszra merdlegesen a nagyobb hatdsugarutol 60 km-re halad egy egyenes
ut.

a) Vegyen fel egy koordinatarendszert tigy, hogy az egyik ad6 legyen a kezdépont, s
ebben adja meg a masik ado koordinatait, illetve az Ut egyenletét!

b) Hatarozza meg az Gt azon szakaszat, ahol mindkét ado foghat6!

c¢) Hol nem foghato6 egyaltalan adas?



22. Egy koriv alakt hidat helyezzen el ugy egy koordinatarendszerben, hogy a hid
legmagasabb pontja legyen a rendszer kezd6pontja.
Mi lesz az iv egyenlete, ha a hidfok tavolsaga 100 méter, és a hid ,,magassaga” 5 méter?

23.a) Adjamegaz A=(2; 1) B=(0;4) és C =(-5; -2) pontok altal meghatarozott
haromszog sulypontjanak koordinatait!

b) Adja meg az ABC koré irt kor kozéppontjanak koordinatait!

¢) Adja meg ABC magassagpontjanak koordinatait!

24. Egy négyszog sulypontjanak koordinatait igy kapjuk meg, hogy a négy cstcs
megfeleld koordinatainak vessziik a szamtani kdzepét.

a) Mutassa meg, hogy a négyszog két atlojanak felezOpontjat 6sszekotd szakaszon rajta
van a négyszog sulypontja!

b) Milyen aranyban osztja a stlypont a két atl6 felezépont altal meghatarozott szakaszt?

25. Egy ABCD konvex négyszogben az AB szakasz A-hoz kdzelebbi harmadold pontjat
H-t kossiik 0ssze a DC szakasz D-hez kozelebbi harmadol6 pontjaval J-vel, valamint az
AD szakasz ismét A-hoz kozelebbi harmadolo6 pontjat K-t a BC szakasz B-hez kozelebbi
harmadol6 pontjaval I-vel.

Milyen ardnyban osztja a HJ szakaszt az IK szakasz?

26. Egy parabola keresztmetszeti tiikrot helyezzen el tigy egy koordinatarendszerben,
hogy a parabola ,,fenékpontja” éppen az origdban legyen. Ekkor a tiikor egyik sz¢ls6
pontjanak koordinatai: (4; 4).

a) Mi lesz a parabola egyenlete?

b) Mi annak a kdrnek az egyenlete, amelyik &tmegy a megadott (4; 4) pontot, a parabola
fenékpontjan és a sugara 5 egység?

27. Egy koordinatarendszerben az y tengellyel parhuzamos tengelyti parabola
keresztiilhalad az A = (1; -1), a B=(-2; 2) és a C = (0; 3) ponton. Adja meg a parabola
egyenletét!

28. Bizonyitsuk be, hogy egy négyszog atloi akkor és csak akkor merdlegesek egymasra,
haa
szemkdzti oldalak négyzetdsszege egyenld!

29. a) Hogyan hatdrozza meg egy parallelogramma csticsabdl az atloinak felezdpontjaba
mutatd vektort, ha az ebbdl a csucsbol induld két élvektorat a illetve b jeloli?

b) Hogyan hatarozza meg egy trapéz csticsabol az atldinak felezOpontjaba mutat6 vektort,
ha az ebbdl a cstcsbdl induld két élvektorat a illetve b jeldli, és az a-ral parhuzamos
oldalanak a hossza éppen |a|/2?

c¢) Hogyan hatdrozza meg egy altalanos négyszog kdzépvonalainak metszéspontjaba
mutatd vektort, ha a sik egy pontjabol a négyszog csucsaihoz vezetd vektorok rendre a, b,
c, d?



30. Jelolje az egység €¢lhosszusagu szabalyos tetraéder egy csucsabol kiindulo €élvektorait
a, b, c. Mi az eredménye a kdvetkez6 miiveleteknek:

a, (a+b)c

b, (at+b)(b+c)

¢, (atb+c)(a-c) ?

31. Egy repiilogép szélcsendes idoben 900 km/h-as sebességgel tud haladni. Ha egy
viharos napon repiil az eredeti iranyahoz képest 15°-0s szoget bezar6 irdnyban, akkor
ugyannyi id6 alatt ér célba, mint szélcsendben.

a) Készitsen vektorabrat a feladat feltételeinek megfelelden!

b) Szerkessze is meg a szélerdsség vektorat!

¢) Mekkora a sz¢él er6ssége km/h-ban?

32. Az ABC haromszdgben az A és B csticsbol indul6 sulyvonalak merdlegesek

egymasra. Igazoljuk, hogy ennek a haromszdgnek a C csticsnal fekvo y szogére:
4

cosy Zg .

33*. Az ABCD tetraéder sulypontjat jeldlje S. Igazoljuk, hogy az SA*+SB*+SC*+SD?
Osszeg egyenlo a tetraéder €lei négyzetosszegének negyedrészével.

34*. Egy nxn-es tablazat minden mezdjén 1, -1 vagy 0 all. Barmelyik két sort valasztjuk
is ki, és a két sor azonos oszlopban all6 elemeit 6sszeszorozzuk, akkor a kapott szorzatok
Osszege  zérus. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a tablazatban talalhaté szamok Osszege
nem nagyobb,  mint nvn.

35.* Egy koron vegylink fel n (=23) pontot. Képezziik a 6sszes lehetséges pontpar esetén a
tavolsagaik négyzetdsszegét! Mikor lesz a négyzetdsszeg maximalis?



