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1. feladatsor: vegyes feladatok

1. feladatsor: vegyes feladatok

Hol a hiba?

11—11 s 3> 2
g;=lg; & .

1 1
Tehat 3-lg—>2-lg—.
ehd 83 83

] 1\* 1\?
Igy lg <§> > lg <§>

0N /1y

A lg x fiiggvény szigordan monoton nd, ezért (5) > (5) ,
agyis ! > !
v = > -
s 2=y

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a valés szamok halmazan! (Zold konyv 1084.,
1054., 1070.)

lg(z? — 5r —9) —1g(22z — 1) =0 lg(x —1)=2—-1g4
lg(z —9) +21gv2zr — 1 =2 1g(10 — z) + lg(x — 10) = —4

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a valos szamok halmazan! (Rabai Imre: Elemi
Matematikai Példatar I. Trigonometria - Koordinata-geometria, 13. alapfeladat)

4sin®z —8cos?z =1
4 4 1

sin* z — cos x:§

8cos2x + 4sin’z = —1

Oldjuk meg a kovetkezo egyenlotlenségeket a valés szamok halmazan!
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1.11.

1.13.

(x —2)(2x+5) >0 1.10. | (z+3)(3z—4) < -—12
(z +3)(x —5) VT —2+1+5
>0 1.12.
2 e T
Rajta van-e az A(3;5) pont az x* — 2y = —1, illetve az y*> — 22 = —1 egyenleti alakzatokon?

Hol helyezkedik el a B(—4; 3) pont a kovetkezo feladatokban szereplo alakzatokhoz
képest?

|

1.16.

1.18.

1.20.

doe —3y =7 11S. | 22 +3y=1
r+y=20 1.17. | 22+ 42 =50

22+ =1 1.19. | 22 +¢42 =25

2]+ Jy] =7 oty =1

Hol helyezkednek el a derékszogii koordinatarendszer sikjaban azok a pontok, amelyek
koordinatai eleget tesznek a kovetkezo egyenleteknek, illetve egyenlotlenségeknek?

1.25.

1.28.

1.31.

1.32.

1.33.

2a] + 3ly] = 0 2] — ly| = 0 2+ 1yl = 1
o]+ ] > 1 oyl =1 o=yl =1
-yl <1 Py =1 Py <1

Két 1 forintost feldobunk. Mi a valészintisége annak, hogy az eredmény két "fej" lesz?

Egy derékszogl haromszog oldalai egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai. A harom-
szog teriilete 150cm?. Mekkordk a haromszog oldalai? (Zold konyv 3540.)

Egy derékszogli haromszog oldalainak hossziisdga egy mértani sorozat elsé harom tagja.
Hatdrozza meg a haromszog szogeit! (Zold konyv 3595.)
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2. feladatsor: vegyes feladatok

2.1

[\
w

[}
9]

[
=)

[\
~

Egy haromszog cstcspontjai: A(2;4), B(—3; —5), C(3; —7). Szamitsuk ki a hdromszog ke-
riiletét és teriiletét!

Adott az A(2;4) és a B(8;3) pont. Hatdrozzuk meg az x tengely azon P pontjdt, amely
esetén az AP + P B tavolsag a lehetd legkisebb lesz!

1
Azy = ZIQ egyenletii paraboldnak melyik pontja van a legkozelebb a (0; 5) ponthoz? (Z5ld
konyv 3412.)

Egy novekvl szamtani sorozatnak a 2 és a 4 is tagja. Igazoljuk, hogy e sorozatnak a tagjai
kozott szerepel valamennyi pozitiv paros szadm! (Z6ld konyv 3529.)

Van-e olyan nem allandé mértani sorozat, amelynek minden tagja négyzetszam? (Z6ld konyv
3598.)

Egy 5 x 5-0s sakktdabla minden mezdjén il egy szocske. Adott jelre minden szdcske atug-
rik valamelyik szomszédos mezére. (Két mez6 akkor szomszédos, ha van k6zos oldaluk.)
Bizonyitsuk be, hogy az ugras utdn lesz iires mezg!

Vardzsorszdgban a Nagy Zo6ld Sarkdanynak 100 feje van. A mesebeli Vitéznek olyan kardja
van, amivel egy csapdsra csak 33 vagy 21 vagy 17 fejét tudja levdgni. Igen dm, de az els6
esetben a Sarkdnynak 18 1j feje n6 ki, a mdsodik esetben 36, a harmadik esetben pedig 14.Ha
a Séarkdnynak az 0sszes feje lehullott, akkor mar nem né ki tobb. Le tudja-e gy6zni a Vitéz
a Sarkanyt? (Imrecze Zoltanné, Reiman Istvan, Urban Janos: Fejtord feladatok felsésoknek,
III. fejezet, Szamelméleti feladatok 30.)
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3. feladatsor: logika, kombinatorika

Matematika orszagban a bir6 csak a bizonyitékoknak hisz. Példaul, ha L azt allitja,
hogy van fekete oroszlan, akkor allitasanak helyességérol meggyozheti a bir6t azzal, ha
mutat neki egy fekete oroszlant.

3.1 F azt allitja, hogy minden oroszlan fekete. Elég bizonyiték-e, ha mutat a bironak egy fekete
oroszlant?

3.2 F azt dllitja, hogy minden oroszldn fekete, G pedig azt dllitja, hogy F téved. Hogyan bizo-
nyithatnd G az allitasat?

0 . D
. . .

33 P azt dllitja, hogy a 2-re végz6d6 négyzetszdmok szama péros. Q szerint P téved. Melyikiik
allitasa igaz? Hogyan lehet err6l meggy&zni a bir6t?

Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok igazak vagy hamisak! A valaszokat indokoljuk!

w
=

Ha egy csoportban 14 tanul6 van, akkor biztosan van koztiik legalabb 3, akiknek ugyanabban
a hénapban van a sziiletésnapja.

w
wn

Ha egy csoportban 2 tanulénak ugyanabban a hénapban van a sziiletésnapja, akkor legalabb
13 tanul6 van a csoportban.

Ha x > y, akkor 22 > 3. (Pésa Lajos: Matematika dsszefoglalds 1., 184. alapjan)

w
~

1 1
Ha z > y, és egyik szdm sem 0, akkor — > —. (Pdsa Lajos: Matematika 0sszefoglalés I.,
r Yy

185. alapjén)

w
)

S : g § !

Haz > yésa > b, akkorx —a >y — 0.

Adjunk meg olyan pozitiv egész szamot, amelyre a feladatokban szerepl6 harom allitas
koziil pontosan ketto igaz!

.
l

3.9. | n oszthat6 6-tal, n nem oszthat6 2-vel, n jegyeinek 6sszege 12
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3.10. | n nem négyzetszam, n 2-re végzddik, n oszthat6 3-mal

Lehet-e a kovetkezo allitasokba a betiik helyére olyan szamokat irni, hogy a feladatban
szereplo két allitas koziil pontosan az egyik legyen igaz?

Arz+y=5 B: 2% + 3y + 2zy = 25
P:a—b=10 Q: ab — 1 = 10b

Képezziink hatjegyli szdmokat az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmjegyekbdl tigy, hogy minden szdmjegyet
csak egyszer haszndlhatunk fel. Hény ilyen szdmot tudunk képezni? Koziiliikk hdny lesz

oszthat6 3-mal, 4-gyel, illetve 5-tel?

3.14. | Képezziink hatjegyli szamokat az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmjegyekbdl tgy, hogy a szdmjegyeket
tobbszor is felhaszndlhatjuk. Hany ilyen szdmot tudunk képezni? Koziiliikk hdnyban nem sze-
repel a 3-as szdmjegy? Hanyban szerepel az 5-0s szamjegy? Mi a valészintisége annak, hogy
az Osszes ilyen szambdl véletleniil kivalasztva egyet, a kivalasztott szim minden szdmjegye
kiilonbozé lesz?

3.15. | Hany részhalmaza van a H = {1,2,3,...100} halmaznak? Ezek koziil hdnyban van benne
a 2? Hanyban van benne a 2 és az 5? Hanyban van benne a 2 vagy a 4? Hanyban nincs benne
2?

3.16. | A Fogrontgen szigeten az embereket fénykép helyett a fogdszati rontgenképiikkel azonosit-
jék. Ez azért egyszer(i, mert a szigeten nincs 2 olyan ember, akinek pont ugyanazok a fogai
hidnyozndnak. Hany ember €lhet legfeljebb a szigeten?
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4. feladatsor: logika, kombinatorika

Egy osztidly 28 tanulgja koziil 8-an felvételiznek matematikabol, 6-an fizikabol, 4 tanuld
matematikabdl is és fizikabdl is. Hanyan nem felvételiznek egyik emlitett targybdl sem?
(Zold konyv 224.)

Egy dobozban van 10 piros 15 fehér, 20 z6ld goly6. Hany golyot kell kivenniink ahhoz, hogy
a kivettek kozott biztosan legyen 2 piros? Két piros és 2 fehér? 2 piros vagy 2 fehér? Hény
golyo6t kell kivenniink ahhoz, hogy a kivettek kozott biztosan tobb piros legyen, mint fehér?
Hany goly6t kell kivenniink ahhoz, hogy a kivettek kozott biztosan tobb zold legyen, mint
fehér?

4.3 Mutassuk meg, hogy 6t darab 10-nél nagyobb primszam koziil mindig kivédlaszthat6 2, me-
lyek kiilonbsége oszthaté 10-zel! (Réka Sandor: Szakkori feladatok matematikabdl, 12.
fejezet, 1. példa)

Mi a logikai kapcsolat a feladatokban szereplo allitasok kozott, azaz melyikbol kovetke-
zik a masik? A valaszt indokoljuk!

-A:x>5 A:\/QT—E)<3

B: 22 > 25 B:22—-5<9
A‘V$2—5>—4 A:$2—I‘—6:0

B: 22 —-5> 16 B:z=2
A’5152—:16—6>0 A:x<7 s y<3

B:x>2 B:x—y<4

410. | A:|z—5/<0,1 és |y—5|<0,1
B: |z —y| <0,2

4.11. | Egy 13 jegyt kédszdmban barmely 3 szomszédos szamjegy dsszege 11. A kéd mdsodik jegye
6, a tizenkettedik jegy pedig 4. Mi a 13-adik jegy?
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Valaki pozitiv egész szamokat ir fel egy papirlapra. Hany felirt szdm esetén lehetiink biztosak

4.13.

4.14.

abban, hogy kivdlaszthaté koziiliik (a) kettd, (b) hdrom, amelyek mind azonos szdmjeggyel
kezdbdnek, tovabba az is igaz, hogy utolsé szamjegyeik is azonosak? (Példaul 3518, 328,
38) (Kosztolanyi, Mike, Vincze: Erdekes matematikai feladatok, 25 1.)

A him oroszléan elejtett egy antilopot, s elvitte magéanak és a csaladjanak: pdrjdnak és ha-
rom kolykének ebédre. Ha csak maga fogyasztand el, akkor hdrom o6ra alatt megenné, ha
csak a pérja, akkor az négy 6ra alatt enné meg. Es ha csak egy-egy kolyokoroszlan enne
beldle, az tiz ora alatt fogyasztand el. Mennyi ideig tart az oroszldncsaldd egyiittes ebédje?
(Kosztolanyi, Mike, Vincze: Erdekes matematikai feladatok, 39))

Egy futballcsapat 11 jatékosanak atlagéletkora 22 év. Meccs kdzben az egyik jatékos megsé-

riilt, le kellett mennie a palyardl (csere nélkiil). fgy a jatékosok 4tlagéletkora 21 év lett. Hany
éves a sériilt jatékos? (Kosztoldnyi, Mike, Vincze: Erdekes matematikai feladatok, 51.)

Egy 4 x 4-es tablazat egy mezdje fekete, a tobbi fehér. Egy lépésben barmely sor vagy
oszlop minden mezdjét ellenkez6 szintire valtoztathatjuk. Elérhet6-e néhany 1€pés elvégzé-
sével, hogy minden mez§ fehér legyen? (Kosztolanyi, Mike, Vincze: Erdekes matematikai
feladatok, 283.)
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5. feladatsor: hatvany, gyok, logaritmus

Adjunk meg két raciondlis szamot % alakban, ahol a és b egész szamok, igy, hogy mindkét
S SUURE T
szam 113 és 113 0zott legyen!

Adjunk meg (a) 1000-nél nagyobb, (b) 0,001-nél kisebb pozitiv irracionalis szamot!

. o . 4 bt
Adjunk meg két irraciondlis szdmot ugy, hogy mindkét szdm 13 és 1 kozott legyen!

Alakitsuk szorzatta a kovetkezo kifejezéseket!

8a? — 27 272° +8 8a? + 1S

Melyik szam nagyobb?
3 5
1
515. | /4 va V5 5.16. | 5/2—7 va —
2 ¥ ST

Gyoktelenitsiik a kovetkezo tortek szamlalojat!

IV s1s. | Yeilovo
a

2 _ 4 _ 4 _
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(a1/2 62/3)—% ) (a1/3 b1/4)2
Hozzuk az Lifejezést egyszeriibb alakra, ahol @ & b pozitiv

CL1/12)—%
szamok! (Zo6ld konyv 397.)

Hatarozzuk meg a kovetkezo szamok pontos értékekét szamologép hasznalata nélkiil!
(Pésa Lajos: Matematika osszefoglalas 1. 295., 299., 303., 306. feladatok alapjan.)

logg; 3 logg(—3) log_, 8

glog, 5 flog, 3 -
1

1 1

5 Py (logg 16)— =

s34. | (L) 2 535 | (L)2 536. | (X 2
16 16 3

Melyik szam a nagyobb?

1 1
logs 7 vagy log;5 logs 2 vagy log; 2
LT 1
log, <sm 5) vagy logs (5 log- 49)

Igazak-e a kovetkezo allitasok azon a halmazon, ahol az egyenloség mindkét oldala ér-
telmes? Indokoljuk a valaszokat!

542. | o" +df = a* 543. | v = q"*

logab—logac:% logab—logac:logalg
loga(b—c)zllsgg—“bc Va2 + b2 =a+b
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13 U

548.) (o)} = Ve - VP (Va+ VB = a+b
_ log,c logb a
1

~ log,a

log, b
log,.b

Oldjuk meg az egyenletet a valds szdmok halmazéan!
Vo —5+ |z — 3| + log, 2* = 2log, 2*
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6. feladatsor: hatvany, gyok, logaritmus

Melyik szam a nagyobb?

lg10V2 vagy log 55

3. 21000 1
sin T_I—T( vagy logsV/3

m Hozzuk a kifejezést egyszeriibb alakra! (Zold konyv 428.)
(Va)’ a'’? (a?)?

a~1

log,, , ahola>0 é a#1

Melyik szam a nagyobb?

2 11
logr 7 vagy —logr—
\/logs 125 vagy logs V125
log;(5v2 —7) vagy —log,(5v2+7)

Legyen a > 0 valds szam. Milyen osszefiiggést tudunk mondani az egy feladatban
szereplo kifejezések kozott? (Pésa Lajos: Matematika osszefoglalas 1. 307.)

m log, a és log, a m loggy a és logs a logg a és log, a

Igazak-e a kovetkezo egyenloségek minden olyan esetben, amikor az egyenloség oldalan
allé mindkét kifejezés értelmes? (Egységes érettségi feladatgyiijtemény, Matematika I.,
418., 419., 426. alapjan)
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6.11 | b — pee log,u a" = 7 loga% —logy b

s 2

Igazak-e a kovetkezo allitasok?

6.14. | 32.3°> =310

6.15. | 42 + 92 = (4+9)2

6.16. | Haa >0 (a,b#0),akkora™ <!
3 4
6.17. | Hac > 0,c # 1, akkor log, 1> log,. R

17 15
18. | Hac > 0,c¢ # 1, akkor log, T > log, '

(-
) (3 (2

6.21. | 3°.3100 =3

=)

=)

\o

1

Mi a logikai kapcsolat az egy feladatban szerepl6 allitasparok kozott, azaz melyik alli-
tasbol kovetkezik a masik?)

@ P: n? > 100 6.23. | P:n% > 100

Q:n>7 Q:n>10
P > 100 625 | P: i > 20
Q:n>17 Q:n > 500
P: /n > 20 6.27. | P:\/n>20
Q:n > 100 Q:n > 100

P: 10° < 8 6.29. 5 < 100, (n >0)
n

Qlgzr <1 Q:n > 100
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P:2n2+3n+%>100

Q:n>10

Szamologép hasznalata nélkiil végezziik el a kovetkezo osztasokat!

3 __ =3 3 3
631, | -7 632. | 27T
18 32
3 .
8.123 — 1 6.34. 27125+ 1
23 16
3 3 _
635 | L t1 636. | 15 —1
12 12

27 (224 5) -logg Z=2 27 (22 +5) - logy 252
Oldjuk meg az ( ) logs 557 _ 2 ) logs % egyenletet!

x+10 T+ 7
Mivel a két tort szamldléja megegyezik, ezért a nevezknek is meg kell egyezniiik, ezért
x + 10 = x + 7, ami lehetetlen. Tehat az egyenletnek nincs megoldasa. J6-e az elébbi
érvelés? Van-e megoldésa az eredeti egyenletnek?
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7. feladatsor: egyenletek, egyenlotlenségek

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a valos szamok halmazan!

8r—5 _ . 3u47

71 =5—

2+ 5 3xr — 2
7 22— (22 - 1Dx—(2v/2+1) =0
73. | (z+3P—(z+2)°*=19

1

T+
74. | 9 2+26-371=1

T

lg= =2—1g25

85 g

~
=)

2
2lg 75+ lg(5v* 4+ 1) = 1g(5'~V* 4 5)

3
~

8% = 100022

~
*)

(27 + 1)18@=+1)=3 — 0 01

3
N=)

logs[1 + log,(1 + 3log, z)] =1

Oldjuk meg a kovetkezo egyenlotlenségeket a valés szamok halmazan!

710. | L

12| V5o >

-
[
=

SHE
IA
8

x<3 \/157—m<2

VI >

1 <
— <z
2 —
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18 U

7.16. | 3* <9 7.17. <é> >9

718. | loggz <9 log1z <9

Oldjuk meg a kovetkez6 paraméteres egyenleteket! (A paraméter a, az ismeretlen x.)

3+ ax =2(x+4)

7.21. T a+1
r —a

7.22. Y, P,
a-+1

A p paraméter mely értékeire van a kovetkezo egyenleteknek negativ gyokiik?

7.23. 2 =4—p

rz—1

724. | 6(2+zx) =pzx

7.25. | pa? —Tr+2=0

A k mely értékeire lehet a 222 + x + k polinombdl az (z + 3)-at kiemelni?

Oldjuk meg a kovetkezo egyenlotlenségeket a valés szamok halmazan!

x2—4x+5<0 730. | —2?+42+5>0

2?2 —1<0 732, | =3
br —4
Tr + 2 T — 2 1

7.33. <1 7.34.

<
or +1 5z — 3 T




7. feladatsor: egyenletek, egyenl&tlenségek 19 U

7.35

7.37

< o CEEEEE

|z 46| >2+6

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket!

7.38.

7.40.

7.41.

7.42

7.43.

7.44.

2045 =T - 10g5x+1og5y—1
227

—-3-7=-1 —4-8=0
2? +y* = 80
xy = 32

Ha egy téglalap rovidebb oldalat 3cm-rel meghosszabbitjuk, akkor olyan négyzetet kapunk,
amelynek teriilete 24cm?-rel nagyobb, mint a téglalap teriilete. Mekkordk a téglalap oldalai?

A 3,6m magas lépcs6hdzban 3-mal tébb 1épcsét kellene elhelyezni, ha minden 1épcs6é ma-
gassdga 4cm-rel kisebb volna. Hany 1épcsdje van a 1épcs6haznak?

Egy raktdr alaprajza téglalap, amelynek kiilsé hossza 21m, szélessége 10m. A raktér belsd
alapteriilete 180m?. Milyen vastag a raktar fala?

Egy derékszogii haromszdg keriilete 24cm, teriilete 24cm?. Mekkorék az oldalai?
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8. feladatsor: egyenletek, egyenlotlenségek

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a valos szamok halmazan!

2 0 +]a? — 4] =5 84| Ve B8 - VA2 =0

, 1
85 | VP 14213z 3=a+1 logg[4 — 2logg(5 — 7)] = =
P3r-3=¢ ogs[4 — 2log(5— )] = 3
28 4 100787 = 11 log,  — 2log, & = 3loggz + 1
m log, 8 —log,, 8 = log,, 16

Oldjuk meg a kovetkezo egyenlotlenségeket a valés szamok halmazan!

logsz <0 log%xgo

Oldjuk meg a kovetkezo paraméteres egyenleteket! (A paraméter a, az ismeretlen x.)
814. | (5a—1)z*+ (ha—2)r —Ta—2=0

815. | 22 —2(a—3)z+a*—4=0

A p paraméter mely értékeire van a kovetkezo egyenleteknek negativ gyokiik?

816. | (p—1)2* —2px+p—2=0

817, | or= _ 1
p



8. feladatsor: egyenletek, egyenldtlenségek 21 U

logy(pz) = p

A k paraméter mely értékeire lehet a 422 — 6x + k polinombdl az (z — 3)-at kiemelni?

_ 2 2 — 4z + 8m?
Az m paraméter mely értékeire lesz az SR LU rEom egyenlet gyoke
r—m x+m z? —m?

: : o ok L4
kisebb, mint m? Mekkora az m paraméter értéke, ha az egyenlet megoldasa 3?

Azonossagok-e a kovetkezo egyenloségek a valés szamok halmazan?

Va2 =z logg x 4 logg y = logg zy

2 4 _
z°-1_ 824, | ¥ 1
x+1 2 +1

VIY = VY 8.26. | \/a%y® = 2%

8.23.

Oldjuk meg a kovetkezo egyenlotlenségeket a valés szamok halmazan!

v <s e e
1

v —6] < - 8.30. | | ‘ 1

__7 < =
T 6

8.31. | Egy aut6 100km-en torténd benzinfogyasztdsat v sebesség mellett a c(v — 80)% + 6 képlettel
probéljuk leirni. Hény liter benzint fogyaszt az autd 1001‘7”1 sebesség esetén a képlet sze-
rint? Milyen sebesség mellett fogyasztja a legkevesebb iizemanyagot? Hatdrozzuk meg a c
egyiitthat6 értékét, ha tudjuk, hogy az autd 1201% sebesség mellett 9 liter benzint fogyaszt
100km-en! Milyen sebességek esetén lehet redlis a képlet? Mondjunk olyan sebességet, ahol
a képlet biztosan rossz eredményt ad!

Oldja meg a kiovetkezo egyenleteket és egyenlotlenségeket a valos szamok halmazan!
(Rabai Imre: Matematika mérolapok, 54.2/a,b, 55.2/a,b, 56.6/a,c, 20.6)

832. | 242 =22-38 8.33. | log,(9—2")=3—=z
(833, ] log,(9-27)



8. feladatsor: egyenletek, egyenldtlenségek 22 U

v =422 —4x+1+3 log,(log, x) + logy(log, ) = 2
920+l 1 3.9 _ 2> ( log, (222 + 3z + 2) < 2
V—r2+2x+3>4—-2x V=12 4+2x+3<4-2z

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket a valés szamparok halmazan!
(Rabai Imre: Matematika mérdlapok, 16.1, 64.1, 68.8)

1 1 1
8°40‘ 2 2 - _12 8.41. _ = —

x T +
1 1 4 Y Y
x+y 3 2y + xy® = -2

842. | 22 =1+6log,y
y2 =y- 2% 4 22z+1



9. feladatsor: sorozatok 23 U

9. feladatsor: sorozatok

Irjuk fel a sorozatok elsé 5 tagjat! Irja fel a sorozatok k-adik, k + 1-edik és k — 1-edik
tagjait!

2

a, = 2n — 3 92. | p ="
92 | b=

1 n-+3
=+ 94 |-

Egy sorozat elso tagja 3, a tobbi tagot pedig az el6z0 tag segitségével adjuk meg:
Un+1 = —3a, + 2. Irjuk fel a sorozat elsd 5 tagjat!

Egy sorozat elsé tagja 3, a tobbi tagot pedig az el6z0 tag segitségével adjuk meg:
n = 2a,_1 — 4. Irjuk fel a sorozat elsé 5 tagjat!

7

Egy sorozat elsé tagja %, a masodik tagja 2 a tobbi tagot pedig az el6z6 két tag segitségével

\o
<

) et ° °
: b » =

adjuk meg: @, 1 = 2a,_1 — 3a,. Irjuk fel a sorozat elsé 5 tagjat!

Irjuk fel a kovetkezd sorozatok elsé 5, a 123-adik és 1024-edik tagjat!

. 1
R i T Il

1
—, hab{n

)
n2

9.10. | ¢ — 3, han <100
4, han > 100

9.11. | Egy papirlapra felirtdk egy sorozat elsé néhdny tagjat: 1,3,5. Lehet-e a sorozat szdmtani
sorozat? Biztos-e, hogy a sorozat szdmtani sorozat?

9.12. | Legyena, = 8- {%} — 1. Igaz-e, hogy a,, szdmtani sorozat? (A feladatban {%} az % szam
tortrészét jeloli.)



9. feladatsor: sorozatok 24 U

Dontsiik el, hogy a kivetkez6 sorozatok koziil melyik szamtani, illetve melyik mértani
sorozat! Szamtani vagy mértani sorozat esetén irjuk fel a sorozat els6 15, valamint elso
k tagjanak osszegét! (Zold konyv 3478. alapjan)

9.3. | a, = 5n 2 bn:%_:s

et
Ja—y
n

917. | ¢ —3 fo = sinnm
n+1

9.9. | g, = = logs 3"

9.21. | i, = gosans 922. | j, = (—1)"

Van-e olyan szamtani, illetve mértani sorozat, amelyre teljesiilnek a kovetkezo feladatok
feltételei? Minden valaszt indokoljunk! (Zo6ld konyv 3555. alapjan)

9.23. | ahetedik tag és a huszadik tag is negativ,
az elso tag negativ, a hetedik tag pozitiv,

az elsd tag pozitiv és a huszadik tag negativ?

o

R 2 2
&) $)
< 4 >

=

2 Egy sorozat els6 n tagjdnak 6sszege 3n? minden pozitiv egész szdmra. Hatdrozzuk meg a

sorozat n-edik tagjat n fliggvényében! Igaz-e, hogy ez a sorozat szamtani sorozat? Igaz-e,
hogy ez a sorozat mértani sorozat?

9.27. | Egy sorozat els§ n tagjanak osszege 2" — 1 minden pozitiv egész szdmra. Hatdrozzuk meg

a sorozat n-edik tagjat n fliggvényében! Igaz-e, hogy ez a sorozat szamtani sorozat? Igaz-e,
hogy ez a sorozat mértani sorozat?

Irjuk fel a kovetkezé mértani sorozatok elsé 9, 23, illetve n tagjanak az dsszegét!

9.28. | 4, =3, ¢=5 (929, ] b =2, q:%

9.30. | ¢, =7, ¢=-°



10. feladatsor: sorozatok 25 U

10. feladatsor: sorozatok

Osszeszoroztuk a 2 els6 tiz pozitiv egész kitevdjii hatvanyat. A 2-nek hdnyadik hatvanyat
kaptuk?

Osszeszoroztuk /3-nak az elsé tiz pozitiv egész kitevdjti hatvanyat. Haromnak hanyadik

.1
hatvanyat kaptuk? Es g—nak hanyadik hatvanya ez?

Egy mértani sorozatban az els6 hat tag 0sszege —7-szerese az els§ harom tag 0sszegének.
Mennyi lehet a mértani sorozat hanyadosa (kvéciense)?

Van-e olyan mértani sorozat, amelyben a feladatokban szereplé6 mindharom szam elo-
fordul?

27 36 64 105. ] 1, 2, 3

Az a,, sorozat n-edik tagja az n indexnek masodfoku fiiggvénye, ahol n pozitiv egész szam.
A sorozat els6 harom tagja: 0, 3,8. Hatdrozzuk meg a sorozat negyedik és 6todik tagjat!
Irjuk fel az n-dik tag képletét!

A pozitiv egészek sorozatdban a 2-t6] kezdve minden harmadik szam el&jelét negativra val-
toztattuk. Az igy kapott sorozat (1, —2,3,4,—5,6,7,—8,...) elsd 1000 tagja kozott melyik
az utolsé negativ eldjelli szam? Hatarozzuk meg az elsé 1000 tag osszegét!

Igazak-e minden szamtani sorozatban kovetkezo osszefiiggések?

a7 — Qg = a3 — Qo 10.9. | a3 = a1z - a1s

[y
S
9e

|3

1010.] S, = 2. 24, + (n — 1)d] 1001 ] S, = 2 (a1 + )

Igazak-e minden mértani sorozatban kovetkezo osszefiiggések?



10. feladatsor: sorozatok 26 U

10.12.

10.14.

10.16.

10.17.

10.18.

10.20.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

Qg asg

- == 10.13. | /a5 = .
_q-1 q"—1

Sn = a1 qn — 1 10.15. Sn = ay

qg—1

Hatérozzuk meg 5 els6 n pozitiv egész kitev6ji hatvanyédnak az 6sszegét és szorzatit! (Pdsa
Lajos: Matematika dsszefoglalds 1. 376.)

Hatarozzuk meg a kovetkezd allitasparok logikai kapcsolatat! (Melyik allitasbol kovetkezik
a masik?) (P6sa Lajos: Matematika 6sszefoglalas 1. 395.)

P: 2°* mértani sorozat 10.19. | P: q,, mértani sorozat

Q: a,, szdmtani sorozat Q: a? szdmtani sorozat

P: > mértani sorozat 10.21. | P: a,, mértani sorozat, a,, # 0

1 .
Q: — szamtani sorozat
n

Q: a,, szamtani sorozat

Egy mértani sorozatban a,, = 1, ¢ = 2. Bizonyitsuk be, hogy ekkor S, ;1 = 25, + 1
minden n > 2 egész esetén, ahol S5, a sorozat els6 n tagjanak dsszege!

Hany tagot kell 6sszeadnunk az elsd tagtdl kezdve az a,, = 3 - 2" sorozatbdl, hogy az dsszeg
1 milli6nal nagyobb legyen? (Z6ld konyv 3561.)

Egy haromszog oldalhosszisdgai egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai. Jeloljiik e so-

V5 +1

rozat hdnyadosat g-val! Bizonyitsuk be, hogy 5

<q<

(Zold konyv 3602.)

Egy mértani sorozatban a; + as + a5 = 63 és ay + a4 = 30. Hatdrozzuk meg a sorozat elsd
tagjat €s a hanyadosat! (Zold konyv 3575.)



11. feladatsor: halmazok, fiiggvények

11. feladatsor: halmazok, fiiggvények

Hany eleme van a kovetkez6 halmazoknak? Melyik halmaz intervallum, és melyik nem?

A={a:a€eR,a<5b}
C={c:ceN,-4<c<T}

B={b:beZl <5)
F={f:feR 3<f<T)

Igazak-e tetszoleges A, B, C halmazokra a kovetkezo feladatok allitasai?

(A\B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B)
C\(AUB) = (C\ A)N(C\ B)?

A kovetkezd gorbék koziil melyik lehet valamilyen f(z) figgvénye grafikonja?

-2

-1

2 i 0

NI




11. feladatsor: halmazok, fiiggvények 28 U

Abrazoljuk az egy feladatban szerepld fiiggvényeket kizos koordinatarendszerben!

118. | 2, 2% x 119. | =, 23, ¥z

11.10. | sinz, sin2z, (sin2z)+ 3 11.11. | cosz, cos—, cos— —2
I

11.12. | tgz, tg(z —1) 11.13. | ctgz, ctg(z+1)
w20z, 20x[+3 log,z, lgz

9. (%)x logs x, log%(—x), —log1
A I CER Y

Igaz-e hogy az egy feladatban szereplo f és g fiiggvények egyenlok, ha minden fiiggvény
a lehet6 legb6vebb halmazon van értelmezve?

11.20. | f(x) =logz?, g(z)=2logx

1 — 22
11—z

11.22. | f(z) =/ (1+x2)?, g(z)=|1+2z]
11.23. | f(z) =sinz, g(z)=+v1—cos?x

1121 | f(z)=1+2z, g(z)=

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények leheto legbovebb értelmezési tartomanyat!

VIFsinz VIThEe
Vs 1) logy 2+ tg2
V/ logs(sin z) —éil;ﬁ

Irjuk fel az annak az els6foka fiiggvénynek — ha van ilyen fiiggvény — a hozzarendelési
szabalyat y = max + b alakban, amelyre teljesiilnek a kovetkezo feladatok feltételei!



11. feladatsor: halmazok, fiiggvények 29 U

11.30.

11.31.

11.32.

11.33.

A fiiggvény grafikonja dtmegy a P(2; 3) ponton és a meredeksége —2.
A fiiggvény grafikonja dtmegy a P(2;3) és Q(—5; —7) pontokon.
A fiiggvény grafikonja atmegy a P(—2; 3) ponton és a meredeksége 5.

A fiiggvény grafikonja dtmegy a P(2;3) és Q(2; —7) pontokon.

Lehetnek-e a kovetkezo egyenesek valamilyen linearis grafikonjai? Ha igen, hatarozzuk
meg a linearis fiiggvények meredekségét!

11.34.

11.36.

11.38.

11.39.

11.40.

20 —3xr =4 11.35. | -3y +2x =5
dy = —12 11.37. | 3y + 5z = 20

4o = 24

Milyen m paraméter esetén lesz az ma? + 4z + 1 fiiggvény minden értéke

(a) negativ, (b) pozitiv?

Milyen m paraméter esetén lesz az 422 + ma + 1 fiiggvény minden értéke

(a) negativ, (b) pozitiv?



12. feladatsor: fiiggvények 30 U

12. feladatsor: fiiggvények

Mely fiiggvényeket dbrazoltuk a kdvetkezdk koziil? Keressiik meg a grafikonokhoz tartozé

képleteket!
(a) |log, x| (b) 2> +1 (©) (z+2)(x—1)(x—3)
@) [|z(] (e) |[]] ® (v —=2)(z+ (= +3)
(® (z—3)(1+2) ) ’(%) (i) log, ||

254

0.5




12. feladatsor: fiiggvények 31 U

Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket!

122. | —[z] (—a] .
Vi L
e 223 ) lsina 22—

12.11. | 2% .sgnz (2 4+ 1) -sgnx {z} -sgnz

[
[\°)
9]

—

|
S
-

12.14. | Legyen f(z) = x? — 100. Melyik az a legkisebb egész szdm, amelyre a fiiggvény értéke
negativ? Abrézoljuk a fiiggvényt!

[y
L
>

12.15. | Mely pontokban metszi az f(z) = log,(z + 8) fiiggvény a derékszogil koordindtarendszer x
és y tengelyét? Abrazoljuk a fiiggvényt!

Hatidrozzuk meg a c paramétert tgy, hogy az f(x) = x? + 2z + c fiiggvény kielégitse
a feladatok feltételeit!

12.16. | A fiiggvény grafikonja érintse az z-tengelyt!
12.17. | A fiiggvény minimuma —5 legyen!

12.18. | A fuggvény csak negativ értéket vegyen fel!

2

12.19. | Abrazoljuk az
hol?

J; fliggvényt! Felveszi-e a fiiggvény a 0, 1, 2 értékeket? Ha igen, akkor
x? —3x

12.20. | Adjuk meg a sin 2z + cos 3z fiiggvény legkisebb pozitiv periédusat!

12.21. | Milyen m paraméter esetén lesznek az f(x) = mx +5 ésa g(xr) = Sz — m linedris
fliggvények grafikonjai egymdsra merdlegesek, illetve egymadssal parhuzamosak?

12.22. | Az m paraméter mely értékeire metszi az > + 2(m — 3)x + m? — 4 fiiggvény grafikonja az
x-tengelyt két pontban? Milyen m esetén lesz mindkét metszéspont = koordinétdja pozitiv?



12. feladatsor: fiiggvények 32 U

12.23. | Egy masodfokd fiiggvény minimuma —3, zérushelyeinek sszege 2. Hatdrozzuk meg a fiigg-
vény értékét az x = 1 helyen!

Hatarozzuk meg a kivetkezo fiiggvények paritasat, monotonitasi szakaszait, szélsoérté-
keit!

2 12.25. | sinz [z] {z}
(e—1)2 |1229.] 841 3 0

logy 2| (1298) sgne 22 i) (v +2)(x - 3)

12.36. | Hogyan fiigg k értékétdl a 322 — 2(3k — 4)z + 3k* — 8k — 3 fiiggvény zérushelyeinek
kiillonbsége?



13. feladatsor: geometriai szamitdsok 33 U

13. feladatsor: geometriai szamitasok

13.1. | Egy kocka élei egységnyi hossziak. Milyen tdvol vannak a kocka csdcsai a kocka valamelyik
testatl6jatol?

13.2. | Hogyan ardnylanak egymashoz egy adott kocka csticsain d4tmend, illetve a kocka éleit érintd,
illetve a kocka lapjait érint6 gobmbok sugarai? (Zold konyv 2412.)

13

w9

Egy derékszogli haromszog atfogdjat a magassag két olyan szakaszara bontja, amelyek kii-
lonbsége 1cm. A haromszog kisebbik befogdja 1cm-rel révidebb az atfogéndl. Mekkordk a
haromszog oldalai? (Z6ld konyv 1950.)

[

D) o
. D

3

=

A derékszogl haromszog atfogdjahoz tartozé magassiaga az atfogét harmadolja. A hirom-
sz0g legkisebb oldala 4cm. Mekkora a tobbi oldal? (Z6ld konyv 1949.)

13.5. | Egy derékszogli haromszdg egyik befogdja a mdsik befogé és az atfogd mértani kozepe.
Fejezziik ki a befogokat az atfogo segitségével! (Zold konyv 1955.)

I
.

13.6. | Egy korbe irt trapéz atl6i merSlegesek egymdsra, és harmadoljik egymast. Mekkora a trapéz
keriilete €s teriilete, ha az 4tlok hossza 30cm? (Z6ld konyv 2091.)

13.7. | Egy adott korbe irt téglalap oldalainak ardnya 1 : 3. Héany szdzaléka a téglalap teriilete a
korének ?

13.8. | Egy hdromszog mindegyik oldaldt ugyanabban a koriiljardsi irdnyban hosszabbitsuk meg
sajat hosszdval! A végpontok 0sszekotésével kapott haromszog teriilete hdnyszorosa az ere-
detinek?

13.9. | Egy téglalap teriilete 60cm?, 4tléja 13cm. Mekkorak az oldalak? (Z61d konyv 2060.)

Mekkora a szimmetrikus trapéz keriilete, ha a szdrai egyenldk az adott k& kdzépvonallal?
Bizonyitsuk be, hogy az ilyen trapézban a szdrhoz, mint 4tméréhoz tartozé Thalész-kor a
kozépvonalat felezi! (Z0ld konyv 1729.)

o
Nt
ey
S

13.11. | Egy rombusz egyik szoge 60 fok, magassiga v/6cm. Szamitsuk ki oldaldnak és 4tléinak
hosszat, valamint a rombusz teriiletét! (Zold konyv 2064.)



13. feladatsor: geometriai szamitdsok 34 U

Egy trapéz parhuzamos oldalai 3cm és 7cm hosszisdgiiak. Milyen ardnyban osztjadk egymast
az atlok? Mekkora az atlék metszéspontjan dtmend, az alapokkal parhuzamos egyenesnek a
trapézba es$ szakasza? (Zold konyv 1913.)

Egy téglalap oldalai 2,4dm és 1,8dm hosszisdguak. Egy hozza hasonl6 téglalap keriilete
52cm. Mekkordk az oldalai? (Z6ld konyv 1910.)

1 3 2 5
Hény fokos kozépponti, illetve keriileti szog tartozik a kor T 155 0,3 részéhez?
Adjuk meg a szogeket radidnban is! (Geometriai feladatok gytijteménye I. 951.)

Mekkora szdget zar be a haromszog két belso szogtelezdje, ha a harmadik szog 85 fok? (Zold
konyv 1699.)



14. feladatsor: geometriai szamitdsok 35 U

14. feladatsor: geometriai szamitasok

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5

14.6.

14.7.

[,
&
*

[
b
N=J

14.10.

14.11.

Egy kocka egyik csucsa a testatlotdl 4cm-re van. Mekkora a kocka éle? (Zold konyv 2237.)

Mekkorak a derékszogli haromszog befogdi, ha atfogdja 4 egység, €s teljesiil, hogy az atfo-
gbhoz tartoz6 sulyvonal mértani kozépardnyos a két befogé kozott? (Zold konyv 1952.)

Egy kocka legnagyobb szabdlyos haromszdgmetszetének teriilete 140cm?. Mekkora a kocka
éle? (Zold konyv 2236.)

Egy 12cm élhosszisagu kocka minden cstcsdndl levagunk a kockdbdl egy olyan haromol-
dala gulét (tetraédert), amelynek oldalélei a kockaélek 4cm hosszi darabjai. Mekkora a
megmaradt test térfogata €s felszine? (Zold konyv 2270.)

Irjunk egy forgaskipba érintégombot! Szamitsuk ki a goémb és a kip térfogatdnak, majd a
gomb és a kup felszinének az ardnyat, és mutassuk meg, hogy e két ardny egyenld! (Zold
konyv 2438.)

Egy téglalap egyik oldala 2 egység. A téglalap 4tlgjdnak mérdszdma megegyezik teriiletének
mérészamaval. Bizonyitsuk be, hogy a téglalap atl6ja az egyik oldallal 30 fokos szdget zar
be! (Zold konyv 2061.)

Egy trapéz teriilete 576cm?. A trapéz magassdga 6em-rel, egyik alapja 12cm-rel nagyobb,
mint a mésik alapja. Mekkordk a trapéz alapjai és a magassaga? (Z0ld konyv 2068.)

A 12cm sugart korbe irt szabdlyos hatszog teriilete hany teriiletének? (Z6ld konyv 2095.)

Szerkessziink haromszoget, ha adott a kertilete, és tudjuk, hogy oldalainak az ardnya4 : 5 : 7.
(Zo6ld konyv 2173.).

Adott az a és b metsz6 egyenespdr és sikjukban egy P pont, amelyik nem illeszkedik sem
a-ra, sem b-re. Szerkessziink olyan P-n dtmend egyenest, amelynek a-val és b-vel valé A és

B metszéspontjaira fennall, hogy B3 (Z061d konyv 2195.).

Az ABC egyenld szard haromszogben AC' = BC. Legyen az AC' szar A-hoz kozelebbi
harmadolépontja P, a BC' szar C-hez kozelebbi harmadolépontja (). A P és () pontokon

athalad6 egyenes az alap egyenesét K-ban metszi. Hatdrozzuk meg ﬁ't! (Zold konyv
1906.)
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Egy trapéz parhuzamos oldalai 2 egység és 6 egység, a szdrai 4 egység és 5 egység hosszuak.
Mekkorak a kiegészité haromszog oldalai? Milyen ardnyban osztjdk egymast a trapéz 4tl6i?
(Zo6ld konyv 1915.)

Valamely kor koré irt egyenld szard trapéz parhuzamos oldalainak hossza a és b. A nem
parhuzamos oldalak a kort az M, illetve N pontban érintik. Fejezziik ki az M N tavolsagot
az adatokkal!

Mutassuk meg, hogy a haromszog barmely kiilsé szogének felezbje és a szemkozti oldal
felez6 merdlegese a haromszog koré irt koron metszik egymast! (Geometriai feladatok gyj-
teménye I. 969.)

Egy korben két iv hossza 10cm és 16cm. A kisebbikhez tartozo keriileti szog 35 fok. Mek-
kora kertileti szog tartozik a nagyobb korivhez?
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15. feladatsor: vektorok, koordinatageomet-
ria

A feladatok Rédbai Imre: Elemi matematikai példatar, Trigonometria-koordindta-geometria példatarabol szar-
maznak, vagy azok alapjan késziiltek.

Abrazoljuk derékszogi koordinatarendszerben azokat a pontokat, amelyek koordinatai
kielégitik a kovetkezo feldatok feltételeit!

15.1. | z+ |z] =y + |y 152, | 22— 2=z —y

153 ) Jof + |yl - 4 o]+ [y < 4
(x—=3)(y+5) <0 2?2+ <16ésy > —a2 + 3

[
n
n

. —
15.7. | Adott az ABCD négyzet. frjuk fel a DA és CD vektorokat az AC' és DB dtlévektorok
segitségével!

15.8. | Legyen Q az ABC'D paralelogramma sikjdban egy tetszGleges pont. Bizonyitsuk be, hogy

QA+QC = QB +QD.

15.9. | Adott két pont: A(3; —1) és B(2;1). Hatdrozzuk meg az A pont B-re vonatkoz tiikorképét!

irjuk fel a megfelelo egyenesek egyenletét a kovetkezo adatok alapjan! (Az adott pon-
tok az egyenes pontjai, v az egyenes iranyvektora, n az egyenes normalvektora, m az
egyenes meredeksége.)

15.10. | A(2;—1), B(4;5) 1511 ] P(3,-2), v(2;3)

1512.| Q(~2;5), n(3,-2) 1513.| B(4,5), m=2

15.14. | Hatdrozzuk meg, hogy az ax — 2y — 1 = 0 és a 6z — 4y — b = 0 egyenesek az a és b milyen
értéke esetén
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(a) metszik egymadst
(b) parhuzamosak

(c) egybeesok!

Dontsiik el a kovetkezo kétismeretlenes masodfoki egyenletekrol, hogy kor egyenletei-e!
Ha igen, akkor hatarozzuk meg a kor sugarat és kozéppontjat!

1515. | 22 +9% —42 =0
15.16. x2+y2+2x—10y—|—120
1517. | 22 +¢?> + 10z — 4y +29 =0

15.18. | 22 4+ 42 — 22 + 6y + 15 = 0

15.19. | Egy egyenesen fekszenek-e az A(0; —3), B(3;3) és C(5;7) pontok? Ha igen, hatdrozzuk
meg az egyenes meredekségét! Milyen hosszi a BC' szakasz?

15.20. | Adott az ABC haromszog: A(4;6), B(—4;0),C(—1;—4). Irjuk fel

(a) az AB oldal egyenletét,
(b) a C csucshoz tartozd sulyvonal egyenletét,
(¢c) az AB oldal felez6merdlegesének egyenletét!

(d) Szamitsuk ki a haromszog keriiletét!

15.21. | Irjuk fel az A(—1;0), B(0;1), C(0;2) és D(0;0) pontokbél az 22 + > = 2z kérhoz
hizhat6 érintdk egyenletét!

15.22. | Hatérozzuk meg, hogy a b milyen értékei mellett lesz az 22 + y? + 22 — 4y + 1 = 0 kdrnek
és a 3x — 4y = b egyenesnek 2, 1 vagy 0 kdzos pontja!

15.23. | Milyen r esetén lesz az 22 + y*> = r? és az (v — 2)* + (y — 4)* = 9 koroknek 0, 1 vagy 2
kozos pontja?
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16. feladatsor: koordinata-geometria

A koordindta-geometria feladatokat Rébai Imre: Elemi matematikai példatdr, Trigonometria-koordindta-
geometria példatardbol szarmaznak, vagy azok alapjan késziiltek.

Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azokat a pontokat, amelyek koordinatai
kielégitik a kovetkezo feladatok feltételeit!

16.1. | 22 >9ésy? >4

162. | 22> 46512 > 9

16.3. | zy(y+1)>>0

16.4. | |z| —2 <yésy® <2lz| — 22
16.5. | y > |20 —4|ésy < —a? +4x + 1

16.6. | Egy kocka A csicsabol kiindul6 élvektorok: a, b, c. Fejezziik ki ezek segitségével az A-bol
a kocka kozéppontjdba mutatd vektort!

16.7. | Legyen az ABC D sikbeli négyszog AB és C'D oldaldnak felezGpontja F és F'. Bizonyitsuk

be, hogy ﬁ = <E + B?)

1
2
16.8. | Adottkétpont:A(3; —1) és B(2;1). Legyen C az AB szakasz B-hez kozelebb esé harmadol6
pontja. Hatdrozzuk meg a A pont C-re vonatkozo tiikorképét!

irjuk fel a megfelelo egyenesek egyenletét a kovetkezo adatok alapjan! (Az adott pon-
tok az egyenes pontjai, v az egyenes iranyvektora, n az egyenes normalvektora, m az
egyenes meredeksége.)

169. | A(2;-1), B(2;5) 16.10. | P(3,-2), v(2;0)
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Q(=2;5), n(0,-2) B(4,5), m=—1

Hatarozzuk meg, hogy az ax — 2y — 1 = 0 és a 6x — 4y — b = 0 egyenesek az a és b milyen
értéke esetén merdlegesek egymadsra!

Dontsiik el a kovetkez6 kétismeretlenes masodfoku egyenletekrdol, hogy kor egyenletei-
e! Ha igen, akkor irja fel az adott korrel koncentrikus, de kétszer akkora sugaru kor
egyenletét!

22 +y2 =0 16.15. | 22% + 2 + 22 — 10y +1=0

322 +3y2 — 12y =0 16.17. | 22 — 9>+ 22— 10y +1=0

Adott az ABC haromszog: A(4;6), B(—4;0),C(—1;—4). Irjuk fel

(a) az AB oldallal parhuzamos k6zépvonal egyenletét,
(b) az AB oldalhoz tartoz6 magassagvonal egyenletét,
(¢) a B cstcshoz tartozé szogfelezd egyenletét!

(d) Szamitsuk ki a haromszdog teriiletét!

Egy haromszog cstcspontjai: A(5;5), B(—2;6), C(—4;2). Hatdrozzuk meg a harom-
szog S sulypontjat, M magassagpontjit és a haromszog koré irhaté kor K kozéppontjat!
Bizonyitsuk be, hogy az M, S és K pontok egy egyenesre esnek! Milyen aranyban osztja .S
az M K szakaszt?

Milyen r érték mellett metszi, érinti vagy keriili el a 3x — 4y = —1 egyenes az
(x+1)%+ (y — 2)? = r? kort?

Egy kor egyenlete 22 +y? = 8. Egy mdsik kor kozéppontja C(—12;0), sugara r. Hatdrozzuk
meg 7 értékét, ha a két kornek van az y = z egyenessel parhuzamos kozos érintdje!
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17. feladatsor: trigonometria

A feladatok Rébai Imre: Elemi matematikai példatar, Trigonometria-koordinéta-geometria példatarabol szar-
maznak, vagy azok alapjan késziiltek.

Hatarozzuk meg a kovetkezo Kkifejezések értelmezési tatomanyat! Igazoljuk, hogy azon
a halmazon, ahol a megfelel6 egyenloség mindkét oldala értelmes, az egyenloség azonos-
sag!

1

17.1. =1+tgz 17.2. | tg?z —sin®z =tg’z - sin’x
cos? x
. 2ctge ctg?z — 1
17.3. sin2r = —= m —_° < -
1+ ctg?x - cos 22 ctg?z +1
17.5. | sin?s — # 17.6. | cos?z — w

A feladatokban megadott sz0gfiiggvény értékek alapjan szamitsuk ki a tobbi szogfiigg-
vény értéket!

Doy -

17.7. | sinz = 17.8. | cosx =

17.9.

SIS

17.10. Ctg T =

=+

oQ
8
I

Oldjuk meg a kovetkezo trigonometrikus egyenleteket a valos szamok halmazan!

sinz =1 sinz =0
cosx:—% cosx:—?
17.15. | tga =1 tgr =3

17.17. COSQ:p:i SiI12 (233_ %) :%

Oldjuk meg a kovetkezo trigonometrikus egyenleteket a valés szamok halmazan!
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17.19. | 4sinz +4cos’z—1=0 17.20. | cosz —5 = sin’x
17.21. | sin 5= 1 —cosz 17.22. | sinz +cosx —sinzcosz = 1

sinx +cosx =1 V3sinz + cosx = —1

Oldjuk meg a kovetkezo egyenlotlenségeket a valés szamok halmazan!

singv>\/7§ Cosxg—%
gz <3 cos2:1:>%

17.29. | Oldjuk meg a sin x = sin b egyenletet a valés szamok halmazdn, ahol = az ismeretlen, b pedig
a paraméter!

17.30. | Abrazoljuk a derékszogii koordinitarendszerben azokat a pontokat, amelyek koordinatdira
teljestil, hogy siny = sin z.

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket a valos szamparok halmazan!

17.31. | sinz +cosz =0

. . 1

sinx - siny = —3

) 1

17.32. | cosxz —siny = 5

3
cos 2z + cos 2y = 3

17.33. | Egy paralelogramma két oldaldnak hossza 21cm, illetve 24cm, és egyik szoge 60°-os. Hatd-
rozzuk meg meg annak a négyszognek a teriiletét, amelynek csicspontjai a paralelogramma
oldalfelez6 pontjai!

b
17.34. | Igazoljuk, hogy a haromszdg teriilete T' = Z_I;’ ahol a, b, és ¢ a haromszog oldalai, R pedig
a hdromszog koré irhaté kor sugara!
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17.35. | Egy trapéz két parhuzamos oldala 4, 2dm és 27dm, egyik szdra 20, 5dm, a mésik szdra a
hosszabb parhuzamos oldallal 58°7" szoget zar be. Szamitsuk ki a trapéz madsik szarat és
tertiletét!

17.36. | Hatdrozzuk meg annak a fanak az x magassagat, amely a fat6l b méter tavolsdgban 1€v3, h
magassagu pontbol 5 szogben latszik!
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18. feladatsor: trigonometrikus egyenletek,

egyenlotlenségek

A feladatok Rédbai Imre: Elemi matematikai példatar, Trigonometria-koordindta-geometria példatarabol szar-

maznak, vagy azok alapjan késziiltek.

Hatarozzuk meg a kovetkezo kifejezések értelmezési tatomanyat! Igazoljuk, hogy azon
a halmazon, ahol a megfelel6 egyenloség mindkét oldala értelmes, az egyenloség azonos-

sag!
. tg? 1

2, 18.2. 2p ="
18.1. SIn“x = 1 n th . COS™ 1 I th "
T T
2tg — 1—tg? =

o= 20 ETAPR
Sl”-m Cosx—m

2
185, | Locosr __sinw 186 | L2870
sin T 1+ coszx sinx 2

18.7. | Szamitsuk ki a tobbi szogfiiggvény értéket, ha

188. | sinx = s 18.9. | cosz =c¢

18.10. | tgo =1t 18.11. | ctgz =g

Oldjuk meg a kovetkezo trigonometrikus egyenleteket a valés szamok halmazan!

T T 1

18.12. | sin 3 cos 5 = 1 18.13. | 4sinxcoszcos2z =1
18.14. \/§Sin x4+cosx =0 18.15. 8cos2x -4 Sin2 r=—1
18.16. | sin®’z +cosz+1=0 18.17. BT o tgx

1+sinz
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18.18.

sinz -tgx =

1 3
3 18.19. | sin?2z +sin’x = 1

Oldjuk meg a kovetkezo egyenlotlenségeket a valés szamok halmazan!

18.20.

[y

8.2

[\

18.2

=

18.25.

18.26.

sina +v/3cosz > 1 18.21. | 2cos®2z < 1

sinx > cosx 18.23. | sinz 4+ cosz > 1

|sinz| + |cosz| > 1

Oldjuk meg a cosx = cosb egyenletet a valds szamok halmazan, ahol x az ismeretlen, b
pedig a paraméter!

Abrizoljuk a derékszogii koordinatarendszerben azokat a pontokat, amelyek koordinataira
teljestil, hogy cosy = cos .

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket a valés szamparok halmazan!

18.27.

18.28.

[
*
N
N

[
*
w
e

18.31.

18.32.

s
ZB+yZZ
y=1

3

sinx - cosy = 1

tgx + tg

tgx -tgy =3

Egységnyi teriileti rombusz hegyesszoge 30°. Szamitsuk ki a rombusz oldalat és atloit!

Egy derékszogli haromszog egyik hegyesszogének szogfelezdje az egyik befogot 1 : 2 ardny-
ban osztja. Hatdrozzuk meg a haromszog hegyesszogeit!

Egy derékszogi trapéz rovidebb atljanak hossza megegyezik a nagyobb parhuzamos oldal

hosszédval. A trapéz teriilete T = 28, 5cm?, hegyesszoge o = 58°38'. Mekkorik a trapéz
oldalai?

Hatdrozzuk meg annak a 3 szogli emelkedd tetején 4ll6 fanak az x magassagat, amely abbdl
a pontbdl, amelyik a fa aljatdl s tdvolsdgra van lefele a lejtén, o szog alatt 1atszik!
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19. feladatsor: fiiggvények, grafikonok

Hatarozzuk meg a kivetkezo fiiggvények leheto legbovebb értelmezési tartomanyat!

19.1. | log,(2z + 3) log \/x
m JIog; © log(sin )
(195 ez log, 22

19.7. | log,, .5 log,| cosx

Igazak-e az alabbi kovetkeztetések? Minden valaszt indokoljunk!

19.9. | Hasinz = sinc, akkor z = c. 19.10. | Halog, » = log, ¢, akkor = = c.

19.11. | Ha 23 = ¢3, akkor = = . 19.12. | Ha+/z = \/c, akkor z = c.
19.13. | Ha /zr = /c, akkor z = c. 19.14. | Ha 2® = 2¢, akkor z = c.
19.15. | Ha |z| = |c|, akkor z = c.

19.16. | Igaz-e, hogy (a) sgnz - 2% = 23, illetve, hogy (b) |23| = 2*?

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a valos szamok halmazan!

19.17. | log,sinz =0

19.18. | Ig2? =2lgx

19.19. lgm—HgsiH% —|—1gtg% +1gsing =0
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19.20. | 1g2 +Igsin & +1gcos & — lgsinz = 0

Lehetnek-e valamilyen x valtozoju fiiggvény grafikonjai a derékszogi koordinata rend-
szerben a feladatban megadott alakzatok?

19.21. | y-tengellyel parhuzamos egyenes
19.22. | z-tengellyel parhuzamos egyenes
19.23. | ellipszis

19.24. | Olyan egyenes, amelyik dtmegy a P(—3;5) és Q(—3; —7) pontokon.

19.25. | Olyan egyenes, amelyik dtmegy a P(—8;5) és Q(—3; —7) pontokon.

Tegyiik fel, hogy az f(x) > 0 egyenlitlenség megoldasa: (—oo, 2] U [5, 00). Lehet-e
f (x) a feladatokban megadott fiiggvény? Ha valamelyik feladat esetén a valasz "'lehet",
akkor mutassunk konkrét példat!

19.26. | elsdfoki polinom 19.27. | mésodfoki polinom

19.28. | harmadfokd polinom 19.29. | negyedfoki polinom

Tegyiik fel, hogy az f(x) > 0 egyenlGtlenség megoldasa: (—oo, 2] U [5,7]. Lehet-e
f () a feladatokban megadott fiiggvény? Ha valamelyik feladat esetén a valasz "'lehet",
akkor mutassunk konkrét példat!

19.30. | els6fokd polinom 19.31. | mésodfokd polinom

19.32. | harmadfokd polinom 19.33. | negyedfokd polinom

Az m paraméter milyen értékei mellett teljesiilnek az alabbi feladatok allitasai?

19.34. | Az ma? + 20z + 5 kifejezés értéke minden valds x esetén negativ.

19.35. | Az mx? — 3mz — 22 + 5m + 4 > 0 kifejezés értéke minden valés x esetén pozitiv.
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19.36. | Az m paraméter milyen értékeinél lesz az aldbbi egyenletrendszer gyokeinek Osszege, azaz
x + y nagyobb, mint 5?

de —y =0
mr+y=1
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20. feladatsor: szoveges feladatok

m Melyik az a szdm, amelyet hozzdadva a 30-hoz, az 50-hez és a 80-hoz, harom olyan szamot
kapunk, amelyek koziil az els6 ugy ardnylik a masodikhoz, mint a mdsodik a harmadikhoz?

20.2. | Egy négyjegyli szam utolsé jegye 7. Ha ezt a végérdl toroljiik, és a tobbi szdmjegy elé
irjuk, akkor az eredeti szdmndl 2826-tal nagyobb szdmot kapunk. Melyik ez a négyjegyl
szam?

20.3. | Két szam kiilonbsége 100. Ha az els6 szdmot a masodikkal elosztjuk, a hdnyados 6, a mara-
dék 5. Melyik ez a két szdm?

20

=

Egy tort szamlaldja 3. Ha a nevez§jébdl 12-t kivonunk, 4-szer akkora tortet kapunk. Mekkora
az eredeti tort nevezdje?

Egy kétjegyl szam szdmjegyeinek Osszege 12. Ha a jegyeket felcseréljiik, a szam értéke
75%-kal novekszik. Melyik ez a szam?

=

) ) ) ) )
S S S : = :
o . > = b :

Az lizemvezetS 5 szivattyit ledllitott, hogy az lizemanyag 12 dra helyett 16 6rdra legyen
elegendd. Hany szivattyd mikodott eredetileg?

A tej tomegének 7,3%-a tejszin. A tejszin tomegének 62%-a vaj. Hany kilogramm tejbsl
készithetd dkg vaj?

Egy kétjegyli szam egyik szdmjegye 2-vel nagyobb, mint a masik. A szam és a jegyek fel-
cserélésével kapott szdm négyzetosszege 4034. Melyik ez a szdm?

Mekkora p és q értéke, ha —z% + pr + ¢ = 0 egyenlet két gydke 2 és 4?

20.10. | Adjuk meg az m paraméter értékét tigy, hogy az f(x) = mx + 5 linedris fiiggvény meredek-
sége nagyobb legyen, mint a P(—3;5) és Q(2; 15) fiiggvény meredeksége!

20.11. | Adjuk meg az m paraméter értékét ugy, hogy a cos mz fiiggvény legkisebb periddusa fele
akkora legyen, mint a sin 3x fliggvény legkisebb periédusa!

20.12. | Hatdrozzuk meg az m paraméter értékét ugy, hogy az f(x) = x? + 2x + m fliggvény grafi-
konjdnak és az 2% + y? = 1 egyenlet(i kornek egy kozds pontja legyen!
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A kovetkezo fiiggvények koziil melyiknek van abszoliit minimuma? Melyik monoton
novo a teljes értelmezési tartomanyan? Melyik paros? Melyik se nem paros, se nem
paratlan? Melyiknek van zérushelye? Melyik periodikus? Melyik polinom?

o sne - [2048.] 1 )
. r ; 0

|log, = 2?2 sgnx log, = (x+2)(z —3)
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21. feladatsor: szerkesztések, bizonyitasok

A feladatok tobbsége Geometriai feladatok gytijteményének 1. kotetébdl szarmazik. A feladatok végén za-
réjelben szerepel a feladat sorszdma.

Vegyiink fel egy szakaszt! Szerkessziik meg azt a szakaszt, amelynek hossza az eredeti
szakasz hosszanak a feladatokban szerepl6 tobbszorose! Irjuk le a szerkesztéseket!

). me)! o (malvi (ma

Mekkorak azoknak a konvex sokszogeknek a szogosszegei, amelyeknek az oldalszama a
kovetkezo feladatokban szerpel? (69.)

21.5. | 4 21.6. | 8 13 86 21.9. |

21.10. | Hany oldald az a sokszdg, amelyben a szogosszeg 1620°? (70.)

21.11. | Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszogii haromszog egyik szoge 15°-0s, akkor az dtfogéhoz
tartoz6 magassag negyede az atfogonak! (141.)

21.12. | Mi a mértani helye azon ABC haromszogek C csicsainak, amelyek A és B pontjai rogzitet-
tek, és az ABC haromszog koré irt kor sugara ugyanakkora? (213.)

21.13. | Adott hdrom egyenes. Szerkessziink egyenls oldald haromszoget, amelynek az egyik egye-
nes szogfelezbje, a masik kettd pedig egy-egy csticsdn megy at! (363.)

21.14. | Adott egy négyszog és belsejében egy pont. Irjunk a négysziogbe olyan paralelogrammit,
amelynek kozéppontja az adott pont! (411.)

21.15. | Egy szog szérai kozé helyezziink el dgy egy adott hossziisagi szakaszt, hogy az a szogsza-
rakbdl egyenld darabokat messen le! (498.)

21.16. | Egy haromszog szogei 62° és 43°. Mekkora szdgben ldtszanak az oldalak (a) a beirt kor
kozéppontjabdl; (b) a magassagpontbdl? (564.)
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21.17.

21.18.

21.19.

21.20.

21.21.

21.22.

21.23.

21.24.

Két egymadst metsz6 kor egyik k6zos pontjabdl hizzuk meg mindkettdben az dtmérdt. Bi-
zonyitsuk be, hogy az atmérdk végpontjait 6sszekotd egyenes dtmegy a korok masik kozos
pontjan! (607.)

Szerkessziink rombusz, ha adott (a) oldala és egyik szoge; (b) két atlja; (c) oldala és magas-
saga; (d) egyik szoge és magassaga! (732.)

Egy paralelogramma keriilete 48cm, magassdgainak ardnya 5 : 7. Mekkordk az oldalai?
(1205.)

Egy 120°-o0s szog két szarat és szogfelezdjét metszi az AB egyenes. Szamitsuk ki, hogy a
szogfelezdnek a szog C' csicsatdl az AB egyenesig terjedd C'C; darabja milyen hosszu, ha
ismerjitk a 120°-0s szog két szaranak a csucstdl az egyenesig terjedd6 CA = p és CB = g
darabjat! (1226.)

Hat4rozzuk meg a szimmetrikus trapéz teriiletét, ha alapjai 7 és 9, szdrai bcm-esek! (1456.)

Szerkessziik meg egy négyzet atl6jdn azt a pontot, amelyet a négyzet hdrom csticsaval 6ssze-
kotve, harom egyenl? teriiletl idomot kapunk! (1520.)

Mekkora a kor sugara, ha benne egymadstdl 22cm tavolsagra egy 40cm-es és egy 48cm-es
parhuzamos hurpar helyezhetd el? (1619.)

A haromszog egyik oldala 60cm, a hozz4 tartoz6 sulyvonal, illetve magassdg 13cm, illetve
12cm. Mekkora a masik két oldal? (1674.)
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22. feladatsor: szerkesztések, bizonyitasok

A feladatok a Geometriai feladatok gytijteményének . kotetébol szarmaznak. A feladatok végén zardjelben
szerepel a feladat sorszadma.

22.1. | Egy sokszog szogosszege s. Hogyan valtozik a szogosszeg, ha az oldalak szamat kétszeresére
noveljik? (77.)

22.2. | Bizonyitsuk be, hogy minden konvex sokszog kiils6 szogeinek dsszege 360°. (83.)

22.3. | Tgazoljuk, hogy ha P az ABC héaromszog bels6 pontja, akkor PB+ PC' < AB+ AC. (172.)

Mi a mértani helye azon ABC haromszogek C' csucsainak, amelyeknek az A és B csicsai
rogzitettek, és a C' csicshoz tartozé magassdguk ugyanakkora? (212.)

%}

5. | Megrajzoltuk a hdromszdg hdrom (egy ponton dtmend) szogfelezbjét, és megadjuk az egyik
oldal egy pontjat. Szerkessziik meg a hdromszoget! (368.)

Adott két kor és egy pont. Szerkessziink a ponton at szel6t a korokhoz gy, hogy annak a
korok kozé esd szakaszat a pont felezze! (419.)

N
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7. | Irjunk egy hdromszogbe paralelogrammat tigy, hogy harom csticsa harom oldalegyenesen
legyen, egyik oldala pedig egy adott szakasszal legyen parhuzamos €s egyenld! (504.)

Igazoljuk, hogy egy négyszog két-két szomszédos oldaldnak felezGpontjait dsszekotve, par-
huzamos és egyenld hosszu szakaszokat nyeriink! (557.)

Egy téglalap négy oldaldn adott egy-egy pont, tovabbd adott a téglalap egyik oldaldnak
hossza. Szerkessziik meg a téglalapot! (611.)

22.10. | Bizonyitsuk be, hogy minden négyszdg kdzépvonalai felezik egymést! (776.)

22.11. | Az ABCD paralelogramma AC' 4tléjanak E pontjabdl hizzunk parhuzamost a BC oldallal!
Hatarozzuk meg, hogy ez a parhuzamos mekkora részekre osztja az AB oldalt, ha az E pont
az AC atlét m : n aranyu részekre osztja! (1223.)

22.12. | Egy trapéz oldalai @ = 10cm, b = 6cm, ¢ = 3cm és d = 4cm, ahol az alapok a és c.
Szamitsuk ki a kiegészitd haromszog oldalait! (1231.)
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22.13. | Hatdrozzuk meg annak a konvex négyszognek a teriiletét, amelynek 4tléi 8cm és 12cm
hosszuak, és az atlok merSlegesek egymadsra! (1464.)

22.14. | Egy 7cm sugard korhoz kézéppontjatdl 25cm tavol levd P pontbdl két érintét hizunk. Hata-
rozzuk meg az érintési pontok tavolsagat! (1628.)

22.15. | Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog silyvonalainak négyzetdsszege az oldalak négyzetdssze-
3
gének 1 részével egyenld! (1676.)
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23. feladatsor: vegyes gyakorlofeladatok

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a valos szamok halmazan!

I
.

23.1

23.2.

23

[\°]

!!

3

23.5.

23.6.

23.7.

23.8.

23.9.

lg(z — 9 +6lgy2x —1=6
.9 1
4cos2x + 2sin“x = —5
Egy hdromszog cstcspontjai: A(2;4), B(—3; —5), C(3; —7). Szamitsuk ki a hdromszog sz6-
geit!

Hol helyezkednek el a koordinitarendszerben azok a pontok, amelyeknek a koordindtdira
igaz, hogy sin x = siny?

1
Melyik nagyobb: log /, (2 . \/5> — 7 vagy log, /3 (5 . \/E) +7?
Milyen p értékek esetén igaz, hogy a pr? — 7x + 2 fiiggvény csak negativ értéket vesz fel?

Oldjuk meg a log, (27 + 3z + 2) < 2 egyenlStlenséget!

Hény tagot kell 6sszeadnunk az elsd tagtdl kezdve az a,, = 3 - 2" sorozatbdl, hogy az 6sszeg
1 milliénél nagyobb legyen?

Hatdrozzuk meg p és m értékét ugy, hogy a pz? 4+ ma + 3 fiiggvény grafikonja dtmenjen az
(1,2) és (—1,5) pontokon!
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24. feladatsor: Rabai Imre: Matematika mé-
rolapok 6. feladatsora

24.1.

24.2.

24.3.

=
19

) )
! =
¢ >

Egy derékszogli haromszog egyik befogdja 6,5 egység, az atfogbéhoz tartoz6 magassag 6
egység. Szamitsuk ki a masik befogé €s az atfogd hosszat!

Az ABC haromszogben AB = 1 egység, BACA = 45°, ABC' L = 120°. Szamitsuk ki az
AC' és BC' oldalak hosszanak pontos értéket!

Ot szdam koziil az elsé négy egy szdmtani, az utolsé harom egy mértani sorozat egymast
kovetd tagjai. Melyik ez az 6t szdm, ha az elsd négy Osszege —36, a masodik és a harmadik
szorzata 72?

A P pont koordinatdi (4; 1), az e egyenes egyenlete t —y = —1, az f egyenesé x + 2y = 11.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a P ponton, és az e és f kozé es6
szakaszanak f-hez kozelebbi harmadolépontja P.

Oldjuk meg a /4log, z — (log, ¥)2 = p egyenletet a valés szimok halmazdn, ha p valés
paraméter!

1.2

Oldjuk meg az ; <9—zx egyenlGtlenséget a valds szdmok halmazan!

Igazoljuk, hogy ha a haromszog szogei «, [3, 7y, akkor

cos? o + cos? B+ cos?y + 2cosacos Bcosy = 1.

Hatarozzuk meg azokat a k és n egész szdmokat, amelyek esetén a
(2k — Dnz* + 2k — D)n(k —n —4)x — 22k — 1)n(k —n—2) —1=0

egyenlet gyokei szintén egész szamok!
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25. feladatsor: vegyes gyakorlofeladatok

Hozzuk egyszeriibb alakra a kivetkezo kifejezéseket!

25.2.

£

25.5.

!

25

25.7.

25.8

25.9.

log, (\/b\/bﬁ-{’/b%/z?), aholb >0, b#1

a?7°8327  ghola > 0, a#1

Van-e olyan értéke a p paraméternek, amelyre a kovetkezd egyenletnek nincs valés gyoke?

T D x
=0
x2—4+x2+2x+x2—x—2

Oldjuk meg a kovetkezd egyenl6tlenséget a valds szamok halmazén!
1 1

<1
r—2 x+3

Az m val6s paraméter mely értékei mellett lesznek a p(z) = 22 — (8m — 2)x — 2m — 7
polinom béarmely valds szdmhoz tartozo helyettesitési értékei pozitiv szamok?

Van-e olyan hdromszog, amelyben az egyik szog szinusza egyenld egy masik szog koszi-
nuszaval, és a haromszodg oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai? (Ha nincs ilyen,
bizonyitsuk, hogy nincs, ha van ilyen, mutassunk ra példat!)

[rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a (—4; 3) ponton, és a koordina-
tatengelyekkel 25 egységnyi teriiletii haromszoget zar be!

Hény olyan n természetes szdm van, amelyre az ’;:r—_l; kifejezés értéke szintén természetes
szam?

Van kilenc, kiilsére egyforma érménk, de az egyik nehezebb a tobbinél, amelyek egyforma
sulydak. Keresse meg a nehezebb érmét egy kétkard mérleg segitségével, amelyen két mérést
végezhet!
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26. feladatsor: vegyes gyakorlofeladatok

26.1.

|

26.3.

!

26

26.5.

26.6.

l

26

26.8.

Fejezziik ki lg 15-6t p és ¢ segitségével, ha tudjuk, hogy lg 75 = p és 1g 45 = q.

Ha egy téglalap egyik oldaldt 4m-rel megroviditjiik, masik oldaldt pedig 3m-rel meghosszab-
bitjuk, akkor olyan négyzetet kapunk, amelynek teriilete 3m?-rel nagyobb, mint az eredeti
téglalapé volt. Mekkordk a téglalap oldalai?

Oldjuk meg a kovetkezd egyenl6tlenséget a valds szamok halmazén!

Vii+dr+4 <z +6

Hatdrozzuk meg a k valds paraméter értékét ugy, hogy a p(z) = (5—k)x*—2(1—k)x+2—2k
polinom barmely val6s szdmhoz tartozo6 helyettesitési értékei negativ szamok legyenek!

Egy haromszog oldalai olyan szdmtani sorozat egymds utdni tagjai, amelynek kiilonbsége 1.
A legnagyobb szog kétszerese a legkisebbnek. Mekkorédk a haromszog oldalai?

[rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a P(3;5) ponton, és a koordina-
tatengelyekbdl egyenld szakaszokat vag le!

Elallithat6-e 22° legalabb kettd, egymadst kovetd pozitiv egész szdm dsszegeként?

A 8 x 8-as sakktablarol a bal alsé €s a jobb felsd sarokban 1évo mezdket levagtuk. Le lehet-e
fedni hézagmentesen és atfedés nélkiil ezt a csonka sakktdbldt 1 x 2-es domindkkal?
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27. feladatsor: vegyes gyakrolofeladatok

27.1.

27.2.

27.3.

274.

27.5.

27.6

27.7

27.8

Az paraméter mely értéke esetén merdlegesek egymdsra a 2z — 3y = 7 és 6 + ay = 8
egyenesek?

Szamitsuk ki az y — 107%2 = 1075, az y = 107% és a 2y = 107 %2 + 107° egyenesek 4altal
kozrezart haromszog teriiletét!

Hatdrozzuk meg az 22 — 4z + y? — 6y — 12 = 0 egyenlettel megadott kor kozéppontjat és
sugarat! Bizonyitsuk be, hogy a 3x + 4y = 43 egyenletii egyenes érinti a kort, és adja meg

az érintési pontot!

Egy trapéz egyik alapjdnak hossza 6cm, és egyik dtlgja 5cm hosszd. A trapéz atléi merdle-
gesek egymadsra, €s tudjuk, hogy van olyan atlgja, amely 30°-o0s szdget zar be az alapokkal.

(a) Hatdrozzuk meg az ismeretlen atl6 hosszat!
(b) Mekkora a trapéz teriilete?

(¢) Mennyi a trapéz keriilete?
Az a szbgre cos o = 3 Hatarozzuk meg cos 2« és sin 2« lehetséges értékeit!

Bizonyitsuk be, hogy az = minden valds értéke mellett cos* z + sin? x cos? z + sin® z = 1.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!

log, , cosx =log .., Sinx

Hatérozzuk meg az alabbi kifejez€s pontos értékét:

lg6+1g4+1g20 —1g3 —1g 16

Melyik nagyobb: log, 9 vagy log, 257 (Segédeszkoz haszndlata nélkiil kell megoldani!)
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Megoldasok

14

H

7

1.10.

1.15.

1.18.

!

1.2

1.28.

1. feladatsor: vegyes feladatok

Az egyenletben szerepld Osszes kifejezés akkor értelmes, ha x > 9. Ekkor az eredeti egyen-
letet talakitva a lg(z — 9) + lg(2x — 1) = 2, majd a lg(z — 9)(2x — 1) = 2, végiil a
lg(z — 9)(2x — 1) = 1g 100 egyenlethez jutunk. A gz fiiggvény szigord monotonitdsét fel-

7
haszndlva (z — 9)(2z — 1) = 100. Az utolsé egyenlet megolddsai: 1 = 13 és zy = —5 Az
eredeti feladatnak az értelmezési tartomany miatt csak az x; megoldasa.

Alakitsuk at az egyenlet bal oldalat:

sin'z — cos’ x = sin* & — (cos? x)” = sintz — (1 — sin? x)Q.

1
Tehit az eredeti egyenlet ekvivalens a kovetkezs, egyenlettel: 2sin®z — 1 = 2
3 3 3
amibdl sin® z = T vagyis sinz = \/7_ vagy sinx = —5 A megoldasok: x = g + 2k és
xr = —g + 2km, ahol k tetszbleges egész szam.

Az eredeti egyenlStlenség ekvivalens a 322 + 5z < 0, illetve az z(3z + 5) < 0 egyenlStlen-

5
ségekkel. A megoldas: —3 <z <0.

Mivel a B pont koordinatéi kielégitik az egyenletet, a pont az egyenesen van.
Mivel (—4)? 4+ 3% = 25 > 1, a B pont a koron kiviil van.)

Az abszolut érték definicidja miatt az elsd siknegyedben a pontok az x + y = 1, a mé-
sodik siknegyedben a —x + y = 1, a harmadikban a —x — y = 1, a negyedikben az
x — 1y = 1 egyenesen vannak. Ha az el6bbi egyeneseknek csak az adott siknegyedbe es6
szakaszat nézziik, megkapjuk a keresett halmazt, egy olyan négyzetet, amelynek csucspont-
jai: (1;0), (0;1), (=1;0), (0; =1).

A feladat szerint x €s y eltérése 1-nél kisebb, tehat teljesiil, hogy r — 1 <y < x 4+ 1. Ez azt
jelenti, hogy a keresett pontok az y = x — 1 és az y = = + 1 egyenesek kozott vannak. A
szigoru egyenlStlenség miatt a két egyenes nem tartozik a megoldashoz.
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2. feladatsor: vegyes feladatok

Utmutatds: Szamitsuk ki, hogy hol metszi az x tengelyt az A pontot a a B pont X tengelyre
vett tiikorképével 6sszekotd szakasz!

. . 1
Utmutatds: Irjuk fel a (0;5) pont és a parabola egy tetszSleges (x; Zﬁ) pontjinak a tavol-

sagat x fiiggvényében! Ennek a fliggvénynek keressiik a minimumat!

Utmutatds: Hatdrozzuk meg a szdmtani sorozat lehetséges differenciit!

Utmutatds: Vizsgaljuk meg mindhdrom esetben, hogy mennyivel véltozik a sarkanyfejek
szdma!
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3. feladatsor: logika, kombinatorika

Utmutatds: Egyrészt hatdrozzuk meg a 2-re végz6d6 négyzetszamok szamat, masrészt fogal-

mazzuk meg, hogy milyen szdmokat neveziink parosnak!

Utmutatas: Vizsgdljunk negativ szdmokat is!

Amikor egy részhalmazt képeziink, minden H-beli elemnél eldontjiik, hogy bevélasztjuk-
e a részhalmazba. Tehiat H minden eleménél 2 lehetGség van, igy a részhalmazok szdma
2190 Ha egy részhalmazban benne van a 2 is és az 5 is, akkor csak 98 szdm esetében van 2
lehetSségiink, tehat 2°° darab olyan részhalmaz van, amelyben benne van a 2 is, és az 5 is.
Hasonl6 meggondolassal belathatjuk, hogy 2% olyan rész halmaz van, amelyikben sem a2,
sem a 4 nincs benne. Tehdt 219 — 298 = 3. 298 olyan részhalmaz van, amiben benne van a 2
vagy a 4. A 2 pedig 2% darab részhalmazban nincs benne.
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P
o

4.14.

4. feladatsor: logika, kombinatorika

Utmutatds: Hatdrozzuk meg, hogy a 10-nél nagyobb primszdmok hanyféle maradékot adhat-
nak 10-zel osztva!

Az A allitasbodl kovetkezik a B allitas, de B-b6l nem kovetkezik A.
Utmutatds: Az A allitas mindig teljesiil. (Miért?) A B allitds nem mindig teljesiil.
Utmutatas: Egyik 4llitdsb6l sem kovetkezik a masik. Mutassunk ellenpéldakat!

Az A Allitas szerint x is, és y is 4,9 és 5,1 kozott van. Ez azt jelenti, hogy x és y eltérése
0, 2-nél kisebb. Tehat A-bdl kovetkezik B. A forditott irdnyd kovetkeztetés nem iga, B-bdl
nem kovetkezik A. Keressiink ellenpéldat!

Utmutatds: Hatdrozzuk meg a jatékosok életkordnak az Gsszegét!
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5.1

5

H

5.15.

l

5.1

5.23.

5.33

5.37.

5.40

5.41.

5.42.

l

54

5.44.

45

HI
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6

o
P
>

5. feladatsor: hatvany, gyok, logaritmus

1 1
A két adott szam kiillonbsége 3 tehat, ha a kisebbik szamhoz 1—13-né1 kisebb racionalis

1 4
szamot adunk, példaul %-ot, akkor az eredmény olyan raciondlis szam lesz, amelyik —

5
es — kozé€ esik.
113

113

A feladat els6 részének megolddsa az 10004/2, mert irraciondlis (miért?), és 1000-nél na-

2
gyobb. Hasonldan gondolkozva kitaldlhatjuk, hogy 1(;{);0
nél kisebb.

Utmutatss: Irjuk fel mindkét szamot olyan alakban, ahol a gydkkitevs megegyezik!

Utmutatas: Gydktelenitsiik a masodik szam nevezgjét!

Utmutatas: 811/4 = 3.

5 5 5

51—3~10g52 — — —
53-logs 2 plogs 8 8

Utmutatas: log, 7 > 1 (miért?), log, 5 < 1 (miért?)

Nem igaz. Keressiink ellenpéldat!

Igaz. Keressiik meg a bizonyitast a kozépiskolai tankonyvben!
Nem igaz. Keressiink ellenpéldt!

Nem igaz. Keressiink ellenpéldat!

Nem igaz. Keressiink ellenpéldat!

Igaz. Keressiik meg a bizonyitast a kozépiskolai tankonyvben!
Nem igaz. Keressiink ellenpéldat!

Nem igaz. Keressiink ellenpéldat!

is irracionalis (miért?), és 0, 001-
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49

n n 0 n
wn '
k S 8 *

51

5.52.

5.53.

Nem igaz. Keressiink ellenpéldat!
Nem igaz. Keressiink ellenpéldat!
Igaz. Keressiik meg a bizonyitast a kozépiskolai tankonyvben!
Nem igaz. Keressiink ellenpéldat!
Nem igaz. Keressiink ellenpéldat!

Vegyiik észre, hogy log, z* = 2log, 2, ezért az eredeti egyenlet ekvivalens a & — 5 +
|x — 3| = 0 egyenlettel. A bal oldalon levé tagok nem negativak, ezért az 9sszegiik csak
ugy lehet nulla, ha mindkét tag nulla. Ez viszont semmilyen x-re nem teljesiil. Tehat az
egyenletnek nincs megoldasa.
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6.17.

6.24

6.31.

6. feladatsor: hatvany, gyok, logaritmus

Utmutatas: adjuk meg a szamok pontos értékét!
Utmutatds: adjuk meg a szamok pontos értékét!

Utmutatds: Vegyiik észre, hogy — log;(5v/2 4 7) , majd hasonlitsuk Ossze a

1
= log;, ————
5V 4T
logaritmus mogotti szamokat!

Utmutatds: Gondoljuk végig a logaritmus definiciéjat! Talaljuk ki, hogy ha 3% = a, és
9Y = a, akkor mi az Osszefiiggés x és y kozott!

Utmutatis: A logaritmus fiiggvény szigordan monoton nd, ha a logaritmus alapja 1-nél na-
gyobb, és szigriian monoton csokken, ha az alap 1-nél kisebb.

Utmutatas: P-bSl nem kovetkezik Q, de Q-bdl kovetkezik P.

259 — 73 (25-7)(25°+25-7T+72)  18-(25%+25-7+ 72
_ BN 425 7HT) _ 18- +18 TT) o557 7 =

18
625 + 175 + 49 = 849
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7.7

7.9

7.11.

7.12.

7.17.

7.19.

l

7.2

7.26.

Ay 28

7.33

7.34.

7. feladatsor: egyenletek, egyenlotlenségek

Utmutatds: egyenlet csak pozitiv z-ekre értelmes. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapi logarit-
musdt, igy lgx - 1lgx = 3 + 21g z. Ez az egyenlet 1g z-re nézve egy masodfoku egyenlet.

Alog; z fiiggvény szigortian monoton, ezért 1+log,(1+3log, ) = 3, tovabba 1+3log, © =
22, amibdl log, v = 1, tehat x = 2. Az eredményt az eredeti egyenletbe val6 behelyettesités-
sel ellendrizhetjiik.

Az egyenlStlenség x < 15 esetén van értelmezve. Mivel az egyenltlenség kisebbik oldala
sem negativ, az egyenlStlenség mindkét oldalat négyzetre emelve nem biztosan valtozik meg
az egyenlGtlenség jel irdnya. Tehédt 15 — x < 4, azaz x > 11.

Utmutatds: Az egyenl6tlenség = < 15 esetén van értelmezve. Ha = < 0, akkor az egyen-

16tlenség biztosan teljesiil, mert /15 — x > 0. Ha « > 0, akkor az egyenl&tlenség mindkét
oldalat négyzetre emelve nem biztosan véltozik meg az egyenl&tlenség jel irdnya.

. 1\"
Utmutatas: Az (§> fliggvény szigortian monoton csokken.

Utmutatas: A log 1 fliggvény szigortian monoton csokken.

Az egyenlet csak  # a esetén értelmes. Az egyenletet atalakitva az ax = a%+ a egyenlethez
jutunk. Ha a = 0, akkor minden = # 0 szdm megoldas lesz, ha a # 0, akkor x = a + 1.

Ha a polinombél z + 3 kiemelhetd, akkor a 222 + = + k = 0 egyenlet egyik gyoktényezdje
x + 3, tehdt az eldbbi egyenlet egyik gydoke —3. Ebbdl 2 - (—3)? + (=3) + k = 0, tehat
k= —15.

Utmutatds: Masodfoki egyenl6tlenség megoldasakor mindig nagyon ajanlott a masodfokd
fliggvény dbrazoldsa! A megoldast konnyen leolvashatjuk a grafikonrdl.

Utmutatds: Egy tort értéke pontosan akkor negativ, ha a szamlalé és a nevezs elgjele kiilon-
boz4.

Utmutatas: Mindkét oldalbél vonjunk ki 1-et, majd vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz a szdm-
1416 és a nevezd elgjele kiillonbozs.

. 1
Utmutatds: Mindkét oldalbol vonjunk ki —-et, a bal oldalon hozzuk a két tortet kozos neve-

z0re, majd a kivonds utdn vizsgéljuk meg, hogy mikor lesz a szdmldl6 €s a nevezd eldjele
kiilonbozo.
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Utmutatds: Abrazoljuk az z2 és az |z| fiiggvényeket k6zos koordindtarendszerben, és a meg-
oldést olvassuk le a grafikonokbol!

Utmutatds: Vezessiink be tij védltozokat, legyen 2% = a és 7¥ = b.

Utmutatds: Az elsd egyenlete dtalakitva a logs xy = 1 egyenlete kapjuk, amibdl zy = 5.
A misodik egyenletet 4talakitva a 2° = 2273 egyenletet kapjuk, amib&l az exponencidlis

fliggvény szigord monotonitdsat felhasznédlva x = 2 + 3y.
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oo
[\°}

; @0 :
= ol ;

oo

8.10.

8.11.

8.12.

8.17.

i

21

8.22.

8.27

8.30.

8. feladatsor: egyenletek, egyenlotlenségek

1—+13

5(71:3,1‘2: 9

—J<zr< 2vagy2<zxr<3

Utmutatés: Irjuk at az 6sszes logaritmust 2-es alapd logaritmusra! A végeredmény: = = 5
Utmutatds: Abrazoljuk a log, x fliggvényt!

Abrézoljuk a log% x figgvényt!

Utmutatds: A log, 3 kifejezés © > 0,2 # 1 esetén értelmes. Az egyenl6tlenség megolddsa
el6tt irjuk at a logaritmus 10-es alapra!

. 1
Utmutatas: Mivel 27* > (, az egyenletnek csak akkor lehet megolddsa, ha — > 0, vagyis

p > 0. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat, fejezziik ki z-et, és vizsgaljuk meg,
hogy x értéke mikor negativ!

Utmutatds: Vizsgaljuk meg, hogy milyen z-ekre értelmes a bal oldal, és hogy milyen z-ekre
értelmes a jobb oldal!

Ha z = y = —1, akkor az egyenl8ség bal oldala nem értelmes, a jobb oldala értelmes, tehat
az egyenldség nem azonossag a valds szamok halmazan.

Az egyenlGtlenséget dtalakitva |x — (—3)| < 5, tehat az egyenlGtlenséget azok a szdmok
oldjak meg, amelyeknek az eltérése —3-tdl kisebb, mint 5, tehat —8 < x < 2.
1 1

. 1
Utmutatas: 7 — - < — < 7+ —.
6 T 6
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9.11.

9.12.

9. feladatsor: sorozatok

Ha a megadott harom szdm példdul a sorozat elsé hdrom tagja, akkor sorozatot lehet az
a, = 2nl képlettel definialt sorozat. Ez szdmtani sorozat. Tehdt a sorozat lehet szdmtani
sorozat. Ugyanakkor az is lehet, hogy a példaul sorozatot tagjai ismétlédnek, tehét a sorozat
igynézki: 1,3,5,1,3,5,1,3,5, 1..., ekkor viszont nem szdmtani sorozat.

Szamoljuk ki a sorozat elsé néhany tagjat:

1 1 2 2
ap=8-9-r—1=8"-=1=1a,=8-¢-p—1=8-—-——-1=3,

4 4 4 4
3 3 2
az =8 - 1 —1:8-1—1:5,a4:8- 1 -1=8-0-1=—1.

Lathatd, hogy as — a; = 2 # 6 = a4 — ag, tehét a sorozat nem szdmtani sorozat.

A sorozat tagji: a; = S; = 3, tovabbd a,,,1 = Spy1 — Sp = 3(n + 1) — 3n? = 6n + 3.
A sorozat szomszédos tagjainak kiilonbsége a,,+1 — a, = 6n+3 — (6(n —1)+3) = 6,

Loz ‘ ) p . ) - (n+1
tehat alland6, ezért a sorozat szdmtani sorozat. A szomszédos tagok hanyadosa —— =

anp,
6n+3
6(n—1)+3

nem allandé, mert n-t6l fiigg, ezért a sorozat nem mértani sorozat.
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102.) (v3)'- (v3)" (va)' - (va) "' = (va

10.3.

104.

10.5.

10.15.

10. feladatsor: sorozatok

) 142434410

- (V8)" = @)
()

.S
A feladat szerint —° —
3 ai -

al-—_q6_1
31 3 _
q - q 1

=¢*>+1=—7.Ebbdl g = —2.

4
Igen van, példaul legyen a; = 27 és ¢ = 3

Tegyiik fel, hogy van ilyen mértani sorozat, azaz vannak olyan 7, k, n pozitiv egész szdmok
€s van olyan ¢ valos szam, amelyekre teljesiil, hogy a; = 1,a, = 2,a, = 3, tovdbba
aj = ar-¢ ap = a1 -¢" 1 a, = ap - ¢ Ekkor ¢"7 = 2 és ¢"* = 3. Ebbdl

2"~k — 3k=J ami nem lehetséges. Tehat nincs ilyen mértani sorozat.

Nem igaz, haqg = 1.
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11.9.

11. feladatsor: halmazok, fiiggvények

A halmaz intervallum, és végtelen sok eleme van.

A halmaz nem intervallum. A halmaznak 5 eleme van.

A fliggvény egyértelml hozzdrendelés. Ez azt jelenti, hogy az értelmezési tartomdany va-
lamely = eleméhez pontosan 1 fiiggvényértéket rendeliink hozza. Ez az elsd sor gorbéire
teljesiil, a masodik sor gorbéire nem teljesiil. Tehdt az els6 sorban dbrazolt gorbék lehetnek
fliggvénygrafikonok, a mdsodik sor gorbéi nem lehetnek.
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11.18.

11.20. | Az f fiiggvény minden = # 0 helyen értelmezve van, a g fiiggvény csak pozitiv z-ekre
értelmes. A két fliggvény értelmezési tartomdnya nem egyezik meg, tehit a két fiiggvény
nem egyenld.

11.23. | f(—7/2) = —1,¢9(—7/2) = 1, tehét a két fiiggvény nem egyenld.
11.36. | Ez egy konstans fiiggvény, a meredeksége 0.

11.38. | Nem lehet fiiggvénygrafikon.

11.39. | Utmutatss: A fiiggvény értéke mindenhol negativ, ham < 0,42 —4-m-1 < 0, és mindenhol
pozitiv,ham > 0,42 —4-m -1 < 0.
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12. feladatsor: fiiggvények

12.2.
—_— 4
— 3
—
T
3 2 1 0 1 2 3
x
14 —
2 —
3 —
12.3.
—_— 3
—_—
—_— 1
3 1 0 1 2 3
| e
2 —_—
3 —_—
4 —_—
12.4.
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12.5.

SANENNN

4f
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12.16.

12.17.

12.26.

12.27.

12.31.

12.32.

12.33.

\

Utmutatds: Legyen a masodfoki kifejezés diszkriminnsa 0.

Utmutatds: A fiiggvény minimumhelye = —1. (Miért?) A minimum érték
f(=1)=(-12+2-(-1)+c=5.

[—1/2] = —1,[1/2] = 0, tehat a fiiggvény se nem pdros, se nem paratlan. A fiiggvény az
egész szamegyenesen monoton nd, abszolit minimuma és abszolit maximuma nincs.

{=3/4} = 1/4,{3/4} = 3/4, tehit a fuggvény se nem pdros, se nem pdratlan. A fiiggvény
monoton nd az [n,n + 1) alakd intervallumokon, ahol n egész szim. Monoton csokkend
szakasz nincs. A fiiggvény minimuma (, maximuma nincs.

A fliggvény pdros is, és pdratlan is. A fliggvény az egész szdmegyenesen monoton nd, a
fliggvény az egész szdmegyenesen monoton csokken. A fliggvény minimuma 0, a fiiggvény
maximuma 0.

Utmutatds: Vizsgaljuk meg a fiiggvény értelmezési tartomédnyat!

Ha f(z) = sgnx - 2%, akkor f(—z) = sgn(—x) - (—x)? = —sgnz - 22 = —f(z), tehdt a

fiiggvény paratlan. Mivel példdul f(—1) = —1 # 1 = f(1), a fiiggvény nem paros.
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13. feladatsor: geometriai szamitasok



14. feladatsor: geometriai szamitdsok — Megolddsok 78 U

14. feladatsor: geometriai szamitasok
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15. feladatsor: vektorok, koordinatageometria

!

15 Az egyenl6séget azy = x és az v + y = 1 egyenes pontjai elégitik ki.

15.3. | Az abszolut érték definiciéja miatt az els6 siknegyedben a pontok az x + y = 14, a masodik
siknegyedben a —x 4+ y = 4, a harmadikban a —z — y = 4, a negyedikben az x — y = 4
egyenesen vannak. Ha az el6bbi egyeneseknek csak az adott siknegyedbe esé szakaszét
nézziik, megkapjuk a keresett halmazt, egy olyan négyzetet, amelynek csicspontjai:

(4; 0)7 (0; 4)7 (_4; 0)7 (O§ _4)‘

15.4. | A megoldds annak a négyzetnek a belseje, amelynek csticspontjai:
(4; 0)7 (Oa 4)7 (_4; 0)7 (07 _4)

—
15.8. | A bizonyitand6 egyenlGséget dtrendezve a QA — Q? = Cﬁ — Q? egyenl6séghez jutunk,

-
ami ekvivalens a BA = C@ egyenlGséggel. Ez utébbi pedig a paralelogramma tulajdonsdgai
miatt igaz.

15.16. | Mivel 22 +y>+22 — 10y +1 = (z+1)*+ (y — 5)* — 25, az eredeti egyenlség ekvivalens a
kovetkezdvel: (z + 1)% + (y — 5)? = 25, ami a (—1;5) kdzéppontd, 5 sugard kor egyenlete.

15.21. | Utmutatis: Vizsgiljuk meg, hogy az adott pontok hol helyezkednek el a korhoz képest. A
belsd pontokbdl nem hizhat6 érintd, a kdrvonal pontjaibdl egy érintd, a koron kiviili pontok-
bol két érintd hizhatd.

15.22. | Utmutatss: [rjuk fel a kor és az egyenes egyenletébdl 4116 egyenletrendszert, és vizsgaljuk
meg, hogy b fiiggvényében hany megoldasa lesz az egyenletrendszernek.
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16. feladatsor: koordinata-geometria

a+b+c

16.6.
2

Utmutatds: Vegyiink fel a négyszog sikjaban egy tetszSleges () pontot, majd fejezziik ki a
feladatban szerepld vektorokat a -val, b -vel, c -vel és d -vel, ahol a kisbettivel jelolt vektorok

a () pontbol a négyszog megfelels csicsaiba mutaté vektorokat jelolik.
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I

17

17.9.

17.13.

17.18.

17.19.

17.23.

17.24.

17.25.

17.32.

17. feladatsor: trigonometria

2

. ) 5 9 ) sin® x
Utmutatds: cos“x = 1 —sin“z, tg“x = 5
cos?x
. ) 9 sin? x 1 —cos’z sin? z
Utmutatds: tg°x = 5 = 5 = 5
Ccos? x Ccos* x 1 —cos’x

2 4
x1:§+2kw,kez,m2:§+2km,kez

2
Legyen y = 2z = % Ekkor siny = —g vagy siny =

|G

5 7 3
Tehat ¢, = f + 2km, o = Zﬂ + 2km,y3 = % + 2k, Yy, = zﬂ + 2k, ahol k € Z.

4 3
Ebb6l$1:%:Iﬂ-—i-kﬂ',xg:ﬂ'—i-kﬂ',xg:%+kﬂ,l’4:g+kﬂ,ah01kez.

Utmutatas: cos?z = 1 — sin® z.

V2 V2 V2

IS

Szorozzuk meg az eredeti egyenlet mindkét oldalat T—Vel: 5 Sz + 5 COST = —
2
Mivel sin(7/4) = cos(mw/4) = %, az utolsé egyenlet helyett irhatjuk, hogy
V2

cos(m/4) - sinx + sin(w/4) - cosx = -

[

Az addicids tételeket felhaszndlva sin(x + 7/4) =
Ebb6l vy +pi/4 = w/4+42km, xo+7 /4 = 3w /4+2kn, vagyis 1 = w/2+2kT, 1y = w42k,
ahol k € Z.

Megjegyzés: Az egyenletet megoldhatjuk dgy is, hogy mindkét oldalt négyzetre emeljiik,
majd felhasznaljuk, hogy sin? x + cos®> v = 1. Ezzel a médszerrel viszont hamis gyokoket
is kapunk. A hamis gyokoket ugy tudjuk kiszlirni, hogy a megoldasokat behelyettesitjiik az
eredeti egyenletbe.

Utmutatds: Az egyenlet mindkét oldaldt osszuk 2-vel, majd hasznaljuk fel az addicids tétele-
ket!

Utmutatds: Abrazoljuk a sin x fiiggvényt, és grafikusan oldjuk meg az egyenlGtlenséget!

Utmutatds: Alkalmazzuk az addiciés tételeket, és vezessiink be j ismeretleneket, legyen
a=sinx,b=cosx.
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18. feladatsor: trigonometrikus egyenletek, egyenlotlensé-
gek

18.13. | Utmutatas: 4sinx cosz cos2x = 2 - ((2sinx cosx) - cos 2z) = 2sin 2z cos 22 = sin 4z.

18.20. | Utmutatis: Osszuk 2-vel az egyenldtlenség mindkét oldalat, majd alkalmazzuk az addicids
tételeket! Az egyenlGtlenséget grafikusan oldjuk meg!
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19. feladatsor: fiiggvények, grafikonok

19.9. | Nemigaz. Legyen x = 0 # 27 = ¢, de sin 0 = sin 2.

19.10. | Igaz, mert a log, = fiiggvény szigordan monoton nd.

19.17. | Utmutatss: Vizsgaljuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat!
19.18. | Utmutatas: Vizsgaljuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat!
19.26. | Nem lehet. Az els6foki polinom grafikonja egyenes.

19.27.| Lehet, példéul f(z) = (z — 2)(z — 5).

19.28. | Nem lehet.

19.29. | Lehet, példaul f(z) = (z — 3,5)* — 1, 5%

19.32. | Lehet, példdul f(z) = —(z — 2)(z — 5)(x — 7).
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20.2.

20.4.

20.6.

20. feladatsor: szoveges feladatok

Legyen a négyjegyli szam ABC7 = 1000A + 100B + 10C + 7. Az Gj szdm

TABC = 7000 + 100A 4+ 10B + C'. A feladat szerint 1000A 4+ 100B + 10C + 7 + 2826 =
7000+ 100A+10B+C'. Az egyenletet rendezve: 100A+10B + C' = 463, amibol az eredeti
szam 4637.

3 TR A feladat szerint 4 - § = 3

3 .
Legyen a tort —. Az uj tort
Y Y= Yy Y-

. Ebbdl y = 16.
75 bbdl y 6

Tegyiik fel, hogy eredetileg x darab szivattyd miikodott, €s hogy minden szivattyd y liter
izemanyagot fogyasztott egy ora alatt. A feladat szerint 12xy = 16(xz — 5)y. Mivel y # 0,
az egyenlet egyértelm&en megoldhatd, x = 20.
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21. feladatsor: szerkesztések, bizonyitasok

Utmutatds: Hasznaljuk fel a Pitagorasz-tételt!
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22. feladatsor: szerkesztések, bizonyitasok
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23. feladatsor: vegyes gyakorléfeladatok
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24. feladatsor: Rabai Imre: Matematika mérolapok 6. fel-
adatsora
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25. feladatsor: vegyes gyakorléfeladatok
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26. feladatsor: vegyes gyakorléfeladatok
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27. feladatsor: vegyes gyakroléfeladatok
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