
ELEMI MATEMATIKA 4G 
 

Pre­algebra 
 
5­6. osztály 

 
1. A rovaroknak 3 pár, a pókoknak 4 pár, a rákoknak 5 pár lábuk van. 
a)​ Hány lába van összesen 3 rovarnak, 4 póknak és 5 ráknak? 
A három rovar lábainak száma: 
A 4 pók lábainak száma:  
Az 5 rák lábainak száma: 
Ez összesen: 

b)​ Egy képen rovarok, pókok és rákok láthatók. Mindegyikből van 
legalább egy a képen, és összesen 46 lábat látunk. Melyikből mennyi 
lehet a képen? 
 

Rákok száma  Pókok száma  Rovarok száma 

     

     

 
2. Írjátok be az ábrán látható tíz körbe 1­től 10­ig az egész számokat úgy, hogy a három kis 
háromszög kerületén lévő hat­hat szám összege mindig 28 legyen! 

3. A 10 kis körbe írd be 1­től 10­ig az egész számokat úgy, hogy bármely szomszédos 
számpár összege egyenlő legyen a velük átellenes számpár összegével! 

 



 
4. Gondolj egy számra! Adj hozzá 2­t! Szorozd meg 9­cel! Oszd el 3­mal! Vonj ki belőle 
12­t! Oszd el 3­mal! Most mennyi az eredmény? 
Az eredmény ismeretében könnyen megmondható a gondolt szám. Elemezd a gondolatsort, 
és add meg a kitalálás receptjét! 
Legyen a gondolt szám az ​x​. Az utasítások után kapott értékek így alakulnak: 
Adj hozzá 2­t! 
Szorozd meg 9­cel! , amit így is írhatunk: 
Oszd el 3­mal! 
Vonj ki belőle 12­t! 
Oszd el 3­mal! 
Ez a gondolt számnál 
Vagyis a kitalálás receptje: 
 
5. A Múzeumkertben golyózó Pál utcai fiúktól a Pásztor testvérek golyókat raboltak. 
Nemecsektől és Richtertől ugyanannyit, Kolnaytól ennél 2­vel többet, Barabástól 4­gyel 
kevesebbet, összesen 30­at. Mennyi a Pál utcaiak vesztesége egyenként? 
 
6. A 6. a osztály kosárlabdacsapata 66 pontot ért el az egyik mérkőzésén egy­, két­, illetve 
hárompontos dobásokból. Az egy, két, illetve három pontot érő dobások számának aránya 
2:3:1. Hány egy­, két­, illetve hárompontos találatot ért el a csapat? 
 
7. Egy fizetőparkoló díjszabása: 
Az első óra: 400 Ft. Minden további megkezdett óra: 200 Ft. 
a)​ Mennyibe kerül ebben a parkolóban egy 6,5 órás parkolás? 
b)​ Mennyi ideig parkoltunk, ha 2400 Ft­ot fizettünk? 
 
8. A legenda szerint Diophantosz sírfelirata hirdette, hány évig élt e földön. Számold ki te is! 
„Vén Diophantoszt rejti e kő. Bár ő maga szunnyad, 
megtanította a sírt, mondja el élte sorát. 
Évei egyhatodát tölté ki a gyönge gyerekkor, 
még feleannyi lefolyt, s álla szakálla kinőtt. 
Egyheted eltelt még, és nászágy várta a férfit, 
elmúlt újra öt év, és fia megszületett. 
Ez feleannyi napig láthatta a fényt idefenn, mint 
atyja, mivel neki így szabta az isteni sors. 
Őt gyászolva a sír felé hajlott agg Diophantosz, 
négy évvel később ő is elérte a célt. 
Mondd, hány esztendőt élt hát meg gyászban, örömben, 
S itta az édes fényt, míg hona lett ez a sír?” 
 
 
   



 
7­8. osztály 
 
9. A Vidám családban három gyerek van. A családtagok életkorának összege 116 év. 
A gyerekek életkorának aránya 5 : 4 : 3. Az apa 4 évvel idősebb az anyánál. Ha az apa 
életkorának kétszereséhez 4­et adunk, 100­at kapunk. 
a)​ Hány évesek a szülők? 
b)​ Hány éves a legidősebb gyermek? 
c)​ Hány év múlva lesz a legkisebb gyerek feleannyi idős, mint az anya most? 
 
10. Nyári munkával és újságkihordással összegyűjtöttem 70 000 Ft­ot, de a laptop, amit 
kinéztem magamnak 100 000 Ft­ba kerül. A boltban ki tudom fizetni a fennmaradó 
összeget hathavi részletre, de akkor a kamat miatt 15%­kal többe kerül. 
a)​ Mennyivel kell így többet fizetnem a laptopért? 
b)​ Hány forint lesz a havi törlesztőrészlet, ha fél évre vettem fel a hitelt, és minden hónapban 
ugyanannyit fizetek? 
 
11. „Falu végén kurta kocsma, 
Oda rúg ki a Szamosra[…]” 
Tudod­e mire utal Petőfi Sándor versében a „kurta kocsma” kifejezés? A XVIII. században a 
parasztok nem egész évben, hanem csak rövidebb ideig árulhatták saját borukat a 
kocsmákban. Az év maradék részében a földesúré volt a borkimérés joga és haszna is. 
a)​ Hány napon keresztül árulhattak bort a parasztok a maguk hasznára, ha az év 1/3 részénél 
11 nappal kevesebb ideig volt övék a borkimérés joga?  
b)​ A haszon hányad része lehetett a földesúré? 
 
12. Péter, Pál és Panka hármas ikrek. Péter születési súlya 40 grammal több, mint Pankáé, de 
60 grammal kevesebb, mint Pál súlya. Mikor mindhármukat egyszerre mérték meg, a kijelző 
8750 grammot mutatott. Hány grammal születtek a gyerekek? 
 
13. Gondoltam egy számra. A szám négyszeresénél 66­tal nagyobb szám fele éppen 100. 
Melyik számra gondoltam? Oldjuk meg próbálgatással, lebontogatással és mérlegelvvel is! 
 
14. Ali, Bali és Cili életkora egész szám. Hány éves Ali, Bali és Cili? Keresd meg az összes 
megoldást, ha a következő négy állítás közül pontosan az egyik hamis! 
a)​ Ali és Bali együtt 22 évesek. 
b)​ Bali és Cili együtt 33 évesek. 
c)​ Ali és Cili együtt 26 évesek. 
d)​ Ali, Bali és Cili együtt 39 évesek. 
 
 
 



15. Ha a kádban fürdést egy ember egyetlen hónapra zuhanyzásra cseréli, akkor körülbelül 
2,5 m​3​ vizet takaríthat meg. Legalább hány napon kellene 10 000 000 embernek fürdés 
helyett zuhanyoznia, hogy egy Velencei­tónak megfelelő vízmennyiséget spórolhassanak 
meg? (A Velencei­tó vízkészlete kb. 41 millió m​3​.) 
 
16. Két hordó áll a pincében. Az egyikben 100 liter víz van, a másikban pedig 100 liter 
alkohol. 
Zsiga egy merőkanálnyi vizet átmer az alkoholoshordóba. Megkeveri, majd ebből a 
keverékből merít át egy mérőkanálnyit a vizeshordóba. A vizeshordóban lesz több alkohol, 
vagy az alkoholoshordóban lesz több víz? 
 
17. Latouret őrmester kivezényli Galamb közlegényt, hogy ásson egy 0,5 m széles, 6 m 
hosszú, 1,5 m mély lövészárkot a sivatag szélén. Egyedül 24 óra alatt végezne az ásással. 
a)​ Galamb barátja, Troppauer Hümér, a költő, szintén 24 alatt ásná ki egyedül a lövészárkot. 
Mennyi idő alatt ásnák ki ketten együtt? 
b)​ Közös barátjuk, Minkusz is 24 óra alatt végezne a munkával egyedül. Mennyi idő alatt 
ásnák ki hárman együtt? 
c)​ Ha az ezred minden katonája 24 óra alatt ásná ki a lövészárkot, akkor igaz­e, hogy 
ezer katona 86,4 másodperc alatt ásná ki az árkot együtt? 
 
18. Én egy óra alatt összepakolom a lakást, neked viszont másfél óráig tart. Csináljuk meg 
együtt! – javasolja Judit az öccsének. Hány perc alatt végeznek, ha közösen raknak rendet? 
 
19. A városi sportpályának három különböző teljesítményű és márkájú fűnyíró robotja van. 
Az Atolos 3 óra alatt, a Portolosz 4 óra alatt, az Aramosz 6 óra alatt nyírja le a füvet a 
focipályán. 
a)​ Hány perc alatt végez a fűnyírással az Atolosz és a Portolosz, ha együtt dolgoznak? 
b)​ Hány perc alatt vágja le a füvet a Portolosz és az Aramosz? 
c)​ Mennyi idő kell a három robotnak, ha egyszerre dolgoznak? 
 
20. Írjunk a 7 ∗∗∗∗∗∗ 9 tízes számrendszerbeli számban a ∗­ok helyére számjegyeket úgy, 
hogy bármely három szomszédos számjegy összege 20 legyen. 
 
21. Írjunk az  1 2 3 4 5 6 7 8 9=100  kifejezésben a számjegyek közé + és − jeleket vagy 
semmit úgy, hogy igaz legyen az egyenlőség.  
Egy megoldás a következő: 123−4−5−6−7+8−9 = 100.  
Keressünk minél több megoldást. 
 
 
 
 



22. Az ötfős Kertész család síelni megy Ausztriába. Együtt készülődik apa, anya, a 4,5 éves 
Geri, a 9 éves Alma és a 11 éves Dia. A sípályát már kiválasztották, a síbérleteket pedig 
interneten keresztül előre kifizették, mert így olcsóbb volt. Most szállást keresnek. Az egyik 
lehetőség, hogy megszállnak Magyarországon, és napi 100 km­t autóznak (50 km­t a 
sípályáig, majd ugyanennyit vissza a szállodáig). A másik lehetőség, hogy megszállnak egy 
osztrák szállodában a sípálya mellett. Az árakat táblázatba foglaltuk: 
 

  Felnőtt   0‒4 éves 
gyerek 

 4‒8 éves 
gyerek 

 8‒14 éves 
gyerek 

Magyar 
szálloda 

7500 Ft/fő/éj 
(félpanzióval) 

  ingyenes  a felnőtt ár 
50%­a 

a felnőtt ár 
70%­a 

Osztrák 
szálloda 

30 euró/fő/éj 
(félpanzióval) 

 ingyenes  a felnőtt ár 
40%­a 

a felnőtt ár 
75%­a 

 
a)​ Számold át forintba az euróban megadott osztrák árakat! (Nézz utána az interneten, hány 
Ft­ért tudsz eurót váltani!) 
b)​ Számold ki, melyik szállodában mennyibe kerül 1 éjszaka az 5 fős családnak! 
c)​ Mennyibe kerül a napi 100 km megtétele, ha az autó 7,6 liter benzint fogyaszt 100 km­en? 
Nézz utána az aktuális benzináraknak!) 
d)​ Számold ki, mennyibe kerülne egy 5 napos, 4 éjszakás szállás a Kertész családnak 
Magyarországon és Ausztriában! A magyarországi szállás esetén a plusz benzinköltséget is 
add hozzá a költségekhez! 
e)​ Mennyibe kerülne ez a túra a te családodnak? 
f)​ Hány forinttal kell kevesebbet fizetni az osztrák szállodában, ha a szállás félpanzió nélkül 
csak 22 euró/fő/éj egy felnőttnek? 
g)​ Ha a Kertész család az árat félpanzió nélkül kéri, itthonról kell ennivalót vigyen, ami 
35000 Ft pluszköltség. Mennyibe kerül ezzel együtt a szállás és az étkezés? 
h)​ Te melyik szállodát választanád? Miért? Indokold meg a választásodat! 
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KÖZÉPISKOLA 9-12 
 

Nevezetes egyenlőtlenségek 
 
a) Számtani, mértani, harmonikus és négyzetes közép 
 
1. Mutasd meg, hogy egy pozitív számnak és reciprokának összege mindig nagyobb vagy 

egyenlő mint 2. 
2. Mekkora a legnagyobb területű téglalap, amelyet egy 4 cm hosszúságú spárgával körül 

tudunk keríteni? 
3. Egy patak partján egy 3200 m2 nagyságú, téglalap alakú kertet szeretnénk elkeríteni. 

Mekkorának válasszuk a téglalap oldalait, hogy a legrövidebb kerítésre legyen szükség? 
(A patakparton nem állítunk kerítést.)  

4. Az R sugarú gömbbe írható körhengerek közül melyiknek a legnagyobb a palástja?  
5. Egy autós A városból B-be utazik, majd ugyanazon az úton vissza. Kocsija odafele 

10km-enként, visszafele 15km-enként fogyasztott egy-egy liter benzint. Átlagosan 
mekkora utat tudott 1 liter benzinnel megtenni? 

6. Igazold, hogy az ABCD trapézban az a = AB és a c = CD oldalak hosszának 
a. számtani közepe a középvonal hossza; 
b. mértani közepe annak a szakasznak a hossza, amely párhuzamos az alapokkal, 

és két egymáshoz hasonló trapézra szeli az eredeti trapézt; 
c. négyzetes közepe annak a szakasznak a hossza, amely párhuzamos az 

alapokkal, és az eredeti trapézt két egyenlő területű trapézra vágja; 
d. harmonikus közepe annak a szakasznak a hossza, amely párhuzamos az 

alapokkal, és illeszkedik az átlók metszéspontjára 
 

Igazold az alábbi egyenlőtlenségeket: 

7. ( )( )( ) abcaccbba 8≥+++  
8. ( )( )( )( ) abccbcaba 1611 ≥++++  

9. 
2

cba
ac

ca
cb

bc
ba

ab ++
≤

+
+

+
+

+
 

10. ( ) ( ) ( ) abcaccacbbcbaab 6≥+++++  
11. ( ) ( )( )( )accbbacba +++≥++ 38 333  
12. Egy egységoldalú négyzetben n db kis négyzetet helyeztünk el úgy, hogy semelyik 

kettőnek nincs közös belső pontja. Igazold, hogy a négyzetek oldalhosszúságának 
összege legfeljebb n . 

13. Mutasd meg, hogy 
nnn 





 +

≤
2

1!  , ∈n N. 

14. Mutasd meg, hogy nincsenek olyan pozitív egész számok, amelyek egyszerre 
kielégítenék az alábbi egyenlőtlenségeket: 

  ,  ,  . 

b) Rendezési tétel 

15. Pistiéknél otthon négy dobozban tarják a pénzt. Egy-egy dobozban azonos címletű 
bankjegyek vannak : az első dobozban 500 Ft-osok, a második dobozban 1000 Ft-osok, 
a harmadik dobozban 2000 Ft-osok, a negyedik dobozban 5000 Ft-osok. Pistinek 
jutalomként szülei megengedik, hogy valamelyik dobozból 3, két másik dobozból 2-2, 
a hátralevő dobozból pedig 1 bankjegyet kivegyen. Pisti választhatja meg a dobozokat. 
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Hogy válasszon, hogy a lehető legtöbb pénzhez jusson ? Milyen választás esetén kapja 
a legkevesebb pénzt? 

16. Hol van a hiba a következő okoskodásban? Tekintsük a pozitív egész számok halmazát. 
Azt állítjuk, hogy ebben a halmazban az 1 a legnagyobb szám. Valóban bármelyik 1-nél 
nagyobb k egész számot tekintjük is, ennek a négyzete k2>k. Mivel k2 is pozitív szám, k 
nem lehet maximális, tehát 1 a legnagyobb pozitív egész szám. 

17. Két vektorról a következőket tudjuk : v1 koordinátái 3, 4, 12 valamilyen sorrendben, v2 
koordinátái 2, 5, 14 valamilyen sorrendben. Határozzuk meg a két vektor által bezárt 
szöget, ha a 21 vv ⋅  skaláris szorzat maximális, illetve ha minimális. 

18. Bizonyítsuk be, hogy ha x, y, z pozitív valós számok, akkor 

a) xyzzxyyzxzxyzxy ⋅+⋅+⋅≥++ , 

b) zyx
y
zx

x
yz

z
xy

++≥++ . 

19. Mutassuk meg, hogy az a, b, c pozitív valós számokra teljesül, hogy 

2
3

≥
+

+
+

+
+ ba

c
ac

b
cb

a . 

20. Bizonyítsuk be, hogy ha a, b, c pozitív valós számok, akkor 

3222

333 cba
cba
cba ++

≥
++
++  

21. Mutassuk meg, hogy ha a, b, c pozitív számok, akkor 

ab
c

ca
b

bc
a

b
ac

a
cb

c
bacba

333222222

222
++≤

+
+

+
+

+
≤++ . 

 

c) Cauchy- és Bernoulli-egyenlőtlenség 

22. Legyen ∈ia R, i = 1; 2; … ; n ; 1...21 =+++ νaaa . Mutassuk meg, hogy akkor 

n
aaa n

1... 22
2

2
1 ≥+++ . 

23. Az a; b; c; d; e legyenek olyan valós számok, hogy  
20=++++ edcba ; 

.10022222 =++++ edcba  
Állapítsuk meg, hogy mi az e szám maximális értéke!  
(Egy ötlet a megoldáshoz: a dcbae +++=−20 jobb oldalát a Cauchy-egyenlőtlenség 
segítségével becsüljük felülről.) 

24. Ha ∈ba; R+ és 1=+ ba , akkor 

2
2511 22

≥





 ++






 +

b
b

a
a . 

25. Ha ∈cba ;;  R+ és 1=++ cba , akkor 

3
100111 222

≥





 ++






 ++






 +

c
c

b
b

a
a . 

26. Bizonyítsuk be teljes indukció segítségével a Bernoulli-egyenlőtlenséget: 
Ha ∈a R, 1−>a ,  ∈n N+, akkor 

( ) naa n +≥+ 11  
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Sorozatok 
 

1. Egy számsorozat bármely három szomszédos tagjának szorzata megegyezik a középső 
szám négyzetével. Az első öt elem szorzata azonos a második öt elem szorzatával, ami 
éppen 2. Határozzuk meg a sorozat 2005. tagját. 

2. Egy számtani sorozat nyolcadik tagja 8, differenciája 3. Hány tagja van a sorozatnak 500 
és 700 között? 

3. Egy számtani sorozat első eleme –210, n-edik eleme 228. A közbülső tagok összege 45. 
Hány közbülső tag van? Írjuk fel az első n tagot. 

4. Négy szám összege 8, szorzata –15, a négy szám számtani sorozatot alkot. Melyik ez a 
sorozat? 

5. Készítsünk 3×3-as bűvös négyzetet az 1, 2, 3, … , 9 számokból. A bűvös négyzetben a 
sorokban, az oszlopokban és a két főátlóban álló számok összege megegyezik; ez az ún. 
bűvös állandó. (A feladat első ismert megoldása több mint háromezer évvel ezelőtt írott 
kínai könyvből származik.) 

6. Mutassuk meg, hogy ha kilenc szám számtani sorozatot alkot, akkor mindig készíthetünk 
e számokból 3×3-as bűvös négyzetet. 

7. Hány oldalú az a sokszög, amelynek szögei egy olyan számtani sorozat egymást követő 
tagjai, amelynek első tagja 120°, a differenciája pedig 5°? 

8. A páratlan számokat beírjuk a következő háromszög alakú táblázatba: 
1 

3    5 
7      9     11 

    13    15    17    19 … 
a) Számítsuk ki a tizedik sorban álló számok összegét. 
b) Melyik szám áll a 11. sor közepén? 
c) Milyen szám áll az n. sor k. helyén (k, ,+Ν∈n  nk ≤ ? 

9. Egy ( )na  mértani sorozat második tagja 6, ötödik tagja 318 ⋅ . Hány 1000 és 3000 közé 
eső tagja van a sorozatnak? 

10. Egy mértani sorozat első hét tagjából az első három elem összege 26, a három utolsó elem 
összege pedig 2106. Mennyi a hét tag összege? 

11. 10 évre vonatkozóan összehasonlították két vállalat termelését. Kezdetben mindkét 
vállalat termelése egyenlő volt, s a 10. év végére mindkét vállalat megduplázta termelését. 
Az I. vállalat termelése évente mindig ugyanannyival növekedett, a II. vállalat növekedése 
minden évben ugyanannyi százalékos volt. 

a) Mutassuk meg, hogy az I. vállalat többet termelt a 10 év alatt. 
b) Azonos ütemű fejlődést feltételezve, hány év múlva „előzi meg” a II: vállalat 

össztermelése az I. vállalatét? 
12. Egy számtani és egy mértani sorozatnak közös az első és a második eleme; a mértani 

sorozat harmadik eleme 1-gyel nagyobb a számtani sorozat harmadik eleménél, és 3-mal 
nagyobb a mértani sorozat első eleménél. Írjuk fel mindkét sorozat első három elemét. 

13. Három szám mértani sorozatot alkot, összegük 26. Ha az elsőhöz 1-et, a másodikhoz 6-ot, 
a harmadikhoz 3-at adunk, a kapott három szám számtani sorozatot alkot. Melyik ez a 
három szám? 

14. Egy erdőben a faállomány egy időpontban 10 000 m3. Ettől kezdve a faállomány 20 éven 
át átlagosan 6%-kal gyarapodik. A 20. év végén ritkítás céljából kivágják az állomány 
10%-át. Ettől kezdve a gyarapodás 15%-os lesz. A 10%-os ritkítást a 23. és a 26. év végén 
is megismétlik. Az évi gyarapodás 10%-os marad. Mennyi fát termelnek ki összesen a 
három ritkítás alkalmával, s mekkora lesz a faállomány a 26. év végére? 



Néhány analízis feladat

1. Rekurzív sorozatok; Finonacci sorozatról

A Fibonacci sorozat az F1 = F2 = 1; Fn+1 = Fn + Fn−1; n ≥ 2 rekurzióval
definiáljuk.

1. Bizonyítsuk be, hogy Fn+2 − 1 = F1 + F2 + · · ·+ Fn;n ≥ 1 !

2. Bizonyítsuk be, hogy Fn+1Fn = F 2
1 + F 2

2 + · · ·+ F 2
n ;n ≥ 1 !

3. Bizonyítsuk be, hogy F 2
n − Fn+1Fn−1 = (−1)n+1 !

4. Bizonyítsuk be, hogy Fn < 1
2

(√
5+1
2

)n

;n ≥ 2 és Fn > 1
3

(√
5+1
2

)n

;n ≥ 1

esetén!

A fentiek pl. indukcióval

5. a.) Monoton sorozat-e az xn = Fn

Fn−1
?

b.)* Ha nem, vajon van-e olyan részsorozata, amelyik monoton?
Útmutatás: xn − xn+1-et közös nevezőre hozva ez a 2. feladat miatt

pozitív, ha n páratlan és negatív, ha n páros, azaz nem monoton a sorozat.
Ám ha n páratlan, akkor xn > xn+1 és xn+2 > xn+1, xn−xn+1 =

1
FnFn−1

és
xn+2−xn+1 =

1
FnFn+1

, amiből xn+2 < xn következik; azaz a páratlan indexűek
monoton csökkenő és hasonlóan a páros indexűek monoton növő sorozatot
alkotnak.

6. Egy sorozat tagjairól: a1 = 4; an+1 = 3an−2. Adjunk explicit képletet
an-re !

7. Egy sorozat tagjairól: a1 = 3, a2 = 6; an+2 = 3an+1 − 2an − 1.
Mutassuk meg, hogy an = 2n + n !

1



2. Számtani és mértani sorozatokról

8. Egy cég alkalmazottja belépéskör évi 1,800,000 HUF fizetést kap, évi 8
%-os emeléssel. Mekkora a havi (fix) fizetése a 10-dik évben?

9. Egy számtani sorozat második tagja 14 kilencedik tagja −1. Adjuk
meg az első három tagját a sorozatnak.

10. Legyen X = {1, 2, . . . , n} és készítsük el ebből a konzekutív tagok
összegéből álló K sorozatot; azaz pl. ha X = {1, 2, 3}, akkor K = {1+2, 2+
3, 1 + 2 + 3}.

a.) Adjunk explicit formulát a K egy általános tagjára.
b.) Vannak-e ezek között azonos értékűek?
c.)* Mely számok állnak így elő 1 + 2 + · · ·+ n-ig?
11. 200,000 HUF-ot teszünk a bankba havi 0,5%-os kamattal, de csak

az év végén vesszük ki a pénzünk. Mennyit kapunk készhez, ha a kamatadó
0, 1% ?

12. Piréziában 200,000 PIT (piréz tallér) bankbetétnél ugyancsak havi
lekötéssel az év végén kivett pénz 203,000 PIT. Ott nincs bankadó. Mekkora
a havi kamat?

13. Határozza meg a 8 − 4 + 2 − 1 . . . mértani sor összegét, ha az hét
tagból áll!

14. Készítsük el a következő halmazokat: Legyen H0 a [0, 1] szakasz.
Osszuk három egyenlő részre e szakaszt, a középső fölé rajzoljunk egy szabá-
lyos háromszöget és hagyjuk el az alapját (azaz az (1/3; 2/3) szakaszt). Így
megkaptuk H1-et, ami négy 1/3 hosszúságú szakaszból áll. Ismételjük meg
az előbbi eljárást e négy kis szakasszal, ez lesz H2 és így tovább az n-edik
lépésben legyen ez a töröttvonal-halmaz Hn.

Mekkora a Hn töröttvonal hossza?
Útmutatás: Jelölje tn a töröttvonal hosszát és használjunk rekurziós kép-

letet!
15. Két, 30 km távolságban levő barát egymással szemben biciklire pat-

tan, és elindulnak egymásfelé. Sebességük 10 − 10 km/h. Az indulás pilla-
natában egyikük orráról, kétszer olyan gyorsan mint ők, egy légy indul el a
másik orra felé. Mikor odaér, abban a pillanatban visszaindul az első barát
felé (az orrát keresve). Majd amikor elérte megfordul, és így tovább, a két
biciklista találkozásáig. A kérdés az, összesen hány km-t repül a légy.
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3. Egyenlőtlenségek

16. Bizonyítsa be, hogy a számtani-közép nagyobb egyenlő, mint a harmonikus-
közép, azaz ha a1, a2, . . . , an pozitív valós számok, akkor

a1 + a2 + · · ·+ an
n

≥ n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

.

17. Legyenek a1, a2, . . . , an pozitív valós számok, melyekre
∑n

k=1 ak ≤ 1.
Ekkor

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
≥ n2.

18. Bizonyítsa be a Cauchy-egyenlőtlenséget! Lehet-e ezt középiskolában
(pl. szakkörön) tanítani? Milyen fogalmak, állítások szükségesek ehhez?

19. Legyenek a1, a2, . . . , an pozitív valós számok, és tegyük fel, hogy∏n
k=1 ak = a ̸= 1. Bizonyítsa be, hogy

(loga a1)
2 + (loga a2)

2 + · · ·+ (loga an)
2 ≥ 1

n
.

20. Adott 1.2m drótból készítsünk egy négyzetes alapú hasábot, melynek
térfogata maximális!

Megoldás: A térfogat: V = a2b és (8a + 4b = 1, 2 ⇔ 2a + b = 0, 3). A
számtani-mértani miatt

a2b ≤
(2a+ b

3

)3

= 0, 001.

Egyenlőség pontosan akkor van, amikor a = b.

4. Függvények

21. F (x)-et majdnem periódikusnak nevezzük, ha létezik m ̸= 0, hogy min-
den x−re F (x+m) = −F (x). Igaz-e, hogy ekkor F (x) periódikus is?

22. Tegyük fel, hogy egy −1−et és 0−t nem felvevő függvényre teljesül,
hogy bármely x ∈ R,

f(x+ 1) =
f(x)− 1

f(x) + 1
.
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Bizonyítsuk be, hogy f(x) periódikus függvény.

23. Legyen f(x) α ̸= 0 szerint periodikus függvény, g(x) β ̸= 0 szerint
periodikus függvény,és tegyük fel, hogy α/β racionális szám.

Bizonyítsuk be, hogy ekkor f(x) + g(x) is periodikus!

24. Egy f(x) függvényre teljesül, hogy f(x + 1) + f(x − 1) =
√
2f(x).

Bizonyítsuk be, hogy f(x) periodikus!

25. Egy f(x) függvényre teljesül, hogy f(x + a)f(x) = b ab ̸= 0. Bizo-
nyítsuk be, hogy f(x) periodikus!

26. Bizonyítsuk be, hogy az y = 1
x

első síknegyedbe eső pontjaihoz húzott
érintők egy 2 egység területű háromszöget metszenek le a tengelyekből!

27. Adjunk több, (pl analízis eszközeit felhasználó) bizonyítást a követ-
kező feladatra:

Bizonyítsuk be, hogy ha a < b < c, akkor az

(x− a)(x− b) + (x− a)(x− c) + (x− c)(x− b) = 0

egyenletnek léteznek valós gyökei x1, x2, amelyekre a < x1 < b < x2 < c.

28. Oldjuk meg a 4x = 2x+ 1 egyenletet és indokoljuk precíz indoklással
meg a megoldásokat az analízis eszközeivel!

29. Tegyük fel, hogy f(x) és g(x) két nem azonosan nulla, valós együtt-
hatós polinom, melyekre teljesül, hogy minden x−re

f(x2 − x+ 2) = f(x)g(x).

Bizonyítsuk be, hogy f(x) páros fokú polinom.
Megoldás: Indirekt t.f., hogy f(x) páratlan fokú polinom. Ekkor viszont

van valós gyöke. Legyen a a legnagyobb. Így 0 = f(a)g(a) = f(a2 − a + 2),
azaz a2 − a+ 2 is gyök. Ám a2 − a+ 2 > a ellentmondásban azzal, hogy a a
legnagyobb gyök.

30. Mi az f(x) explicit alakja, ha 2f(x) + 3f(1 − x) = 4x − 1 teljesül
minden x-re?

31. Mi az f(x) explicit alakja, ha 2f(x)−3( 1
x
) = x2 teljesül minden x ̸= 0

értékre?
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