ELEMI MATEMATIKA 4G

Pre-algebra

5-6. osztdly

1. A rovaroknak 3 par, a pokoknak 4 par, a rakoknak 5 par 1dbuk van.
a) Hany laba van 6sszesen 3 rovarnak, 4 pdknak és 5 raknak?

A harom rovar labainak szama:

A 4 pok labainak szama:

Az 5 rak labainak szama:

Ez 0sszesen:

b) Egy képen rovarok, pokok és rakok lathatok. Mindegyikbdl van
legalabb egy a képen, ¢s Osszesen 46 labat latunk. Melyikbdl mennyi
lehet a képen?

Rakok szama Pokok szama Rovarok szama

2. Irjatok be az abran lathato tiz korbe 1-t61 10-ig az egész szamokat tigy, hogy a harom kis
haromszdg kertiletén 1évo hat-hat szdm 6sszege mindig 28 legyen!

N/ N ok

3. A 10 kis korbe ird be 1-tdl 10-ig az egész szamokat tigy, hogy barmely szomszédos
szampar Osszege egyenld legyen a veliik atellenes szampar dsszegével!



4. Gondolj egy szamra! Adj hozza 2-t! Szorozd meg 9-cel! Oszd el 3-mal! Vonj ki beldle
12-t! Oszd el 3-mal! Most mennyi az eredmény?

Az eredmény ismeretében konnyen megmondhatd a gondolt szdm. Elemezd a gondolatsort,
¢s add meg a kitalalas receptjét!

Legyen a gondolt szam az x. Az utasitasok utan kapott értékek igy alakulnak:

Adj hozza 2-t!

Szorozd meg 9-cel! , amit igy is irhatunk:

Oszd el 3-mal!

Vonj ki beldle 12-t!

Oszd el 3-mal!

Ez a gondolt szdmnal

Vagyis a kitalalas receptje:

5. A Muzeumkertben goly6zo6 Pal utcai fiaktol a Pasztor testvérek golyokat raboltak.
Nemecsektdl és Richtertdl ugyanannyit, Kolnaytol ennél 2-vel tobbet, Barabastol 4-gyel
kevesebbet, 0sszesen 30-at. Mennyi a Pal utcaiak vesztesége egyenként?

6. A 6. a osztaly kosarlabdacsapata 66 pontot ért el az egyik mérkdzésén egy-, két-, illetve
harompontos dobasokbol. Az egy, két, illetve harom pontot éré dobasok szaméanak aranya
2:3:1. Hany egy-, két-, illetve harompontos talalatot ért el a csapat?

7. Egy fizetOparkolo dijszabasa:

Az els6 ora: 400 Ft. Minden tovabbi megkezdett 6ra: 200 Ft.
a) Mennyibe keriil ebben a parkoldban egy 6,5 oras parkolas?
b) Mennyi ideig parkoltunk, ha 2400 Ft-ot fizettiink?

8. A legenda szerint Diophantosz sirfelirata hirdette, hany évig €élt e f6ldon. Szamold ki te is!
,»Vén Diophantoszt rejti e k6. Bar 6 maga szunnyad,
megtanitotta a sirt, mondja el élte sorat.

Evei egyhatodat tolté ki a gyénge gyerekkor,

még feleannyi lefolyt, s alla szakalla kindtt.

Egyheted eltelt még, és ndszagy varta a férfit,

elmult Gjra 6t év, €s fia megsziiletett.

Ez feleannyi napig lathatta a fényt idefenn, mint

atyja, mivel neki igy szabta az isteni sors.

Ot gyaszolva a sir felé hajlott agg Diophantosz,

négy évvel késobb 0 is elérte a célt.

Mondd, hany esztendot €1t hat meg gyaszban, 6romben,
S itta az édes fényt, mig hona lett ez a sir?”



7-8. osztaly

9. A Vidam csaladban harom gyerek van. A csaladtagok életkoranak 6sszege 116 év.
A gyerekek ¢életkoranak aranya 5 : 4 : 3. Az apa 4 évvel id6sebb az anyéanal. Ha az apa
¢letkoranak kétszereséhez 4-et adunk, 100-at kapunk.

a) Hany évesek a sziilok?

b) Hany éves a legidésebb gyermek?

¢) Hany év mulva lesz a legkisebb gyerek feleannyi id6s, mint az anya most?

10. Nyari munkaval és ujsagkihordassal 6sszegylijtottem 70 000 Ft-ot, de a laptop, amit
kinéztem magamnak 100 000 Ft-ba kertil. A boltban ki tudom fizetni a fennmaradé

Osszeget hathavi részletre, de akkor a kamat miatt 15%-kal tobbe kertil.

a) Mennyivel kell igy tobbet fizetnem a laptopért?

b) Hany forint lesz a havi torlesztorészlet, ha fél évre vettem fel a hitelt, és minden honapban
ugyanannyit fizetek?

11. ,,Falu végén kurta kocsma,

Oda rug ki a Szamosra[...]”

Tudod-e mire utal Pet6fi Sdndor versében a ,.kurta kocsma” kifejezés? A XVIII. szazadban a
parasztok nem egész évben, hanem csak rovidebb ideig arulhattak sajat borukat a
kocsmakban. Az év maradék részében a foldesuré volt a borkimérés joga és haszna is.

a) Hany napon keresztiil arulhattak bort a parasztok a maguk hasznara, ha az év 1/3 részénél
11 nappal kevesebb ideig volt 6vék a borkimérés joga?

b) A haszon hanyad része lehetett a foldesuré?

12. Péter, Pal és Panka harmas ikrek. Péter sziiletési sulya 40 grammal tobb, mint Panka¢, de
60 grammal kevesebb, mint P4l stilya. Mikor mindharmukat egyszerre mérték meg, a kijelzo
8750 grammot mutatott. Hiny grammal sziilettek a gyerekek?

13. Gondoltam egy szdmra. A szam négyszeresénél 66-tal nagyobb szam fele éppen 100.
Melyik szamra gondoltam? Oldjuk meg probalgatassal, lebontogatassal és mérlegelvvel is!

14. Ali, Bali ¢és Cili ¢életkora egész szam. Hany éves Ali, Bali és Cili? Keresd meg az dsszes
megoldast, ha a kovetkezo négy allitas koziil pontosan az egyik hamis!

a) Ali és Bali egyiitt 22 évesek.

b) Bali ¢és Cili egyiitt 33 évesek.

¢) Ali és Cili egyiitt 26 évesek.

d) Ali, Bali és Cili egyiitt 39 évesek.



15. Ha a kadban filirdést egy ember egyetlen honapra zuhanyzésra cseréli, akkor koriilbeliil
2,5 m’ vizet takarithat meg. Legalabb hany napon kellene 10 000 000 embernek fiirdés
helyett zuhanyoznia, hogy egy Velencei-tonak megfeleld vizmennyiséget sporolhassanak
meg? (A Velencei-t6 vizkészlete kb. 41 millio m®.)

16. Két hord¢ all a pincében. Az egyikben 100 liter viz van, a masikban pedig 100 liter
alkohol.

Zsiga egy merdkanalnyi vizet a&tmer az alkoholoshordoba. Megkeveri, majd ebbdl a
keverékbdl merit at egy mérdkanalnyit a vizeshorddba. A vizeshorddban lesz tobb alkohol,
vagy az alkoholoshorddban lesz tobb viz?

17. Latouret drmester kivezényli Galamb kozlegényt, hogy asson egy 0,5 m széles, 6 m
hosszu, 1,5 m mély lovészarkot a sivatag szélén. Egyediil 24 ora alatt végezne az asassal.

a) Galamb baratja, Troppauer Hiimér, a koltd, szintén 24 alatt dsna ki egyediil a 16vészarkot.
Mennyi id6 alatt dsnak ki ketten egyiitt?

b) K6z0s baratjuk, Minkusz is 24 ora alatt végezne a munkéval egyediil. Mennyi id6 alatt
asnak ki harman egyiitt?

¢) Ha az ezred minden katondja 24 6ra alatt 4snd ki a 16vészarkot, akkor igaz-e, hogy

ezer katona 86,4 masodperc alatt dsna ki az arkot egytitt?

18. En egy ora alatt 6sszepakolom a lakast, neked viszont masfél 6réig tart. Csinaljuk meg
egylitt! — javasolja Judit az 6ccsének. Hany perc alatt végeznek, ha kozdsen raknak rendet?

19. A varosi sportpalyanak hdrom kiilonb6z0 teljesitményti és markaju flinyir6 robotja van.
Az Atolos 3 ora alatt, a Portolosz 4 6ra alatt, az Aramosz 6 6Ora alatt nyirja le a flivet a
focipalyan.

a) Hany perc alatt végez a flinyirassal az Atolosz ¢és a Portolosz, ha egyiitt dolgoznak?

b) Hany perc alatt vagja le a flivet a Portolosz és az Aramosz?

¢) Mennyi id6 kell a harom robotnak, ha egyszerre dolgoznak?

20. [rjunk a 7 sekseiekk 9 tizes szamrendszerbeli szamban a *-ok helyére szamjegyeket tigy,
hogy barmely harom szomszédos szdmjegy dsszege 20 legyen.

21. Irjunk az 123456789=100 kifejezésben a szamjegyek kozé + és — jeleket vagy
semmit Ugy, hogy igaz legyen az egyenldség.

Egy megoldas a kovetkez6: 123—4—5-6—7+8-9 = 100.

Keressiink minél tobb megoldast.



22. Az 6tfés Kertész csalad sielni megy Ausztridba. Egyiitt késziilddik apa, anya, a 4,5 éves
Geri, a9 éves Alma és a 11 éves Dia. A sipalyat mar kivalasztottak, a sibérleteket pedig
interneten keresztiil eldre kifizették, mert igy olcsobb volt. Most szallast keresnek. Az egyik
lehetdség, hogy megszallnak Magyarorszagon, ¢és napi 100 km-t autéznak (50 km-t a
sipalyaig, majd ugyanennyit vissza a szallodaig). A mésik lehetdség, hogy megszallnak egy
osztrak szallodaban a sipalya mellett. Az arakat tablazatba foglaltuk:

Felndtt 0-4 éves 4-8 éves 8-14 éves
gyerek gyerek gyerek

Magyar 7500 Ft/16/¢j ingyenes a felndtt ar a felndtt ar
szalloda (félpanzidval) 50%-a 70%-a

Osztrak 30 eurd/f6/¢j ingyenes a felnott ar a felnott ar
szélloda (félpanzioval) 40%-a 75%-a

a) Szamold at forintba az euréban megadott osztrak arakat! (Nézz utdna az interneten, hany
Ft-ért tudsz eurot valtani!)

b) Szamold ki, melyik szalloddban mennyibe keriil 1 éjszaka az 5 f0s csaladnak!

¢) Mennyibe keriil a napi 100 km megtétele, ha az aut6 7,6 liter benzint fogyaszt 100 km-en?
Nézz utana az aktualis benzinaraknak!)

d) Szamold ki, mennyibe keriilne egy 5 napos, 4 éjszakas szallas a Kertész csaladnak
Magyarorszagon ¢és Ausztridban! A magyarorszagi szallas esetén a plusz benzinkdltséget is
add hozza a koltségekhez!

e) Mennyibe keriilne ez a tura a te csaladodnak?

/) Hany forinttal kell kevesebbet fizetni az osztrak szallodaban, ha a szallas félpanzid nélkiil
csak 22 eurd/f6/¢j egy feln6ttnek?

g) Ha a Kertész csaladd az arat félpanzi6 nélkiil kéri, itthonr6l kell ennivaldt vigyen, ami
35000 Ft pluszkoltség. Mennyibe keriil ezzel egyiitt a szallas €s az étkezés?

h) Te melyik szallodat valasztanad? Miért? Indokold meg a valasztasodat!



KOZEPISKOLA 9-12

Nevezetes egyenlotlenségek
a) Szamtani, mértani, harmonikus és negyzetes kdzép

1. Mutasd meg, hogy egy pozitiv szamnak és reciprokanak 6sszege mindig nagyobb vagy
egyenld mint 2.
2. Mekkora a legnagyobb teriiletli téglalap, amelyet egy 4 cm hossztsagu spargaval korul
tudunk keriteni?
3. Egy patak partjan egy 3200 m? nagysagu, téglalap alaku kertet szeretnénk elkeriteni.
Mekkoranak valasszuk a téglalap oldalait, hogy a legrévidebb keritésre legyen sziikseg?
(A patakparton nem allitunk keritést.)
Az R sugart gémbbe irhato kérhengerek kézil melyiknek a legnagyobb a paléstja?
Egy autds A varosbol B-be utazik, majd ugyanazon az Uton vissza. Kocsija odafele
10km-enkeént, visszafele 15km-enként fogyasztott egy-egy liter benzint. Atlagosan
mekkora utat tudott 1 liter benzinnel megtenni?
6. lgazold, hogy az ABCD trapézban az a = AB és a ¢ = CD oldalak hosszanak
a. szamtani kozepe a kozépvonal hossza;
b. mertani kozepe annak a szakasznak a hossza, amely parhuzamos az alapokkal,
és két egymashoz hasonlé trapézra szeli az eredeti trapézt;
C. négyzetes kozepe annak a szakasznak a hossza, amely parhuzamos az
alapokkal, és az eredeti trapézt két egyenlo teriiletii trapézra vagja;
d. harmonikus kozepe annak a szakasznak a hossza, amely parhuzamos az
alapokkal, és illeszkedik az atlok metszéspontjara

o s

Igazold az alabbi egyenlétlenségeket:

7. (a+b)b+c)c+a)>8abc
8. (a+1)fb+1)a+c)b+c)>16abc
ab bc ca _a+b+c
- - <
a+b b+c c+a 2

10. ab(a+b)+be(b+c)+ca(c+a)> 6abc
11. 8(a® +b° +¢®)= 3(a+b)b+c)c +a)
12. Egy egysegoldall négyzetben n db kis négyzetet helyeztiink el gy, hogy semelyik

kettének nincs kozds belsd pontja. Igazold, hogy a négyzetek oldalhosszusadganak

0sszege legfeljebb Jn.

13. Mutasd meg, hogy ni< (nTﬂj , heN.

14. Mutasd meg, hogy nincsenek olyan pozitiv egész szamok, amelyek egyszerre
kielégiten¢k az alabbi egyenldtlenségeket:
1 1 1
a(l—b]}; b(i—c}}; c(i—c]};'

b) Rendezési tétel

15. Pistiéknél otthon négy dobozban tarjak a pénzt. Egy-egy dobozban azonos cimletii
bankjegyek vannak : az els6 dobozban 500 Ft-o0sok, a masodik dobozban 1000 Ft-osok,
a harmadik dobozban 2000 Ft-osok, a negyedik dobozban 5000 Ft-osok. Pistinek
jutalomkent sziillei megengedik, hogy valamelyik dobozbdl 3, két masik dobozbdl 2-2,
a hatralevé dobozbodl pedig 1 bankjegyet kivegyen. Pisti valaszthatja meg a dobozokat.
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Hogy valasszon, hogy a lehet6 legtobb pénzhez jusson ? Milyen vélasztas esetén kapja
a legkevesebb pénzt?

16. Hol van a hiba a kovetkez6é okoskodasban? Tekintsiik a pozitiv egész szamok halmazat.
Azt allitjuk, hogy ebben a halmazban az 1 a legnagyobb szdm. Valéban barmelyik 1-nél
nagyobb k egész szamot tekintjik is, ennek a négyzete k>k. Mivel k* is pozitiv szam, k
nem lehet maximalis, tehat 1 a legnagyobb pozitiv egész szam.

17. Két vektorrol a kovetkezoket tudjuk : vq koordinatai 3, 4, 12 valamilyen sorrendben, v,
koordinatai 2, 5, 14 valamilyen sorrendben. Hatarozzuk meg a két vektor altal bezart
szbget, haa v, -v, skalaris szorzat maximalis, illetve ha minimalis.

18. Bizonyitsuk be, hogy ha x, y, z pozitiv val6s szamok, akkor

a) xy+yz+zx2x-\/ﬁ+y-\/§+z-\/x_y,
b) RS L. S y+z2.
z Xy

19. Mutassuk meg, hogy az a, b, ¢ pozitiv valds szamokra teljesul, hogy

\/ a \/ b \/ c 3
+ + >
b+c c+a a+b 2

20. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valos szamok, akkor

a’+b’+c® _a+b+c
a’+b*+c> 3
21. Mutassuk meg, hogy ha a, b, ¢ pozitiv szamok, akkor

a® b c
<—4+—+—.
bc ca ab

a?+b? +b2+c2 +c2+a2
2C 2a 2b

a+b+c<

c) Cauchy- és Bernoulli-egyenlitlenség

22.Legyen a, €R,i=1;2;...;n; a +a, +...+a, =1. Mutassuk meg, hogy akkor

1
a’+al+.+a>=.
n

23. Az a; b; c; d; e legyenek olyan val6s szamok, hogy
a+b+c+d+e=20;
a’+b?+c®+d*+e” =100.
Allapitsuk meg, hogy mi az e szam maximalis értéke!

(Egy oOtlet a megoldashoz: a 20—e =a+b+c+d jobb oldalat a Cauchy-egyenlétlenség
segitségével becsiiljiik feliilrdl.)

24.Ha a;beR" és a+b =1, akkor

2 2
(a+1j +(b+£j 2§.
a b 2

25.Ha a;b:ce R"és a+b+c=1, akkor

(2o o(o3) o (o) =%
a+—| +|b+—| +|Cc+=| >—.
a b C 3

26. Bizonyitsuk be teljes indukcio segitségével a Bernoulli-egyenlétlenséget:
Ha acR, a>-1, neN", akkor
(1+a)" >1+na



10.

11.

12.

13.

14.

Sorozatok

Egy szamsorozat barmely harom szomszédos tagjanak szorzata megegyezik a kdzépso
szam négyzetével. Az elsd 0t elem szorzata azonos a masodik 6t elem szorzatdval, ami
éppen 2. Hatarozzuk meg a sorozat 2005. tagjat.

Egy szadmtani sorozat nyolcadik tagja 8, differencidja 3. Hany tagja van a sorozatnak 500
és 700 kozott?

Egy szamtani sorozat elsé eleme —210, n-edik eleme 228. A kozbiilsé tagok Osszege 45.
Hany kozbiilsé tag van? Irjuk fel az els6 n tagot.

Négy szam 0Osszege 8, szorzata —15, a négy szam szamtani sorozatot alkot. Melyik ez a
sorozat?

Készitsunk 3x3-as blivos négyzetet az 1, 2, 3, ... , 9 szamokbdl. A bilivos négyzetben a
sorokban, az oszlopokban és a két foatloban all6 szamok Osszege megegyezik; ez az un.
blivos allando. (A feladat elsd ismert megoldasa tobb mint haromezer évvel ezeldtt irott
kinai kdnyvbdl szarmazik.)

Mutassuk meg, hogy ha kilenc szam szamtani sorozatot alkot, akkor mindig készithetlink
e sz&mokbdl 3x3-as bilivis négyzetet.

Hany oldall az a sokszog, amelynek szogei egy olyan szamtani sorozat egymast kovetd
tagjai, amelynek elsé tagja 120°, a differencidja pedig 5°?
A pératlan szamokat beirjuk a kovetkezd haromszog alaka tablazatba:
1
3 5
7 9 1
13 15 17 19...

a) Szamitsuk ki a tizedik sorban allé szamok 0sszegét.

b) Melyik szam all a 11. sor k6zepén?

c) Milyen szdm all az n. sor k. helyén (k, neN", k<n?
Egy (an) mértani sorozat masodik tagja 6, 6todik tagja 18-4/3. Hany 1000 és 3000 kozé
esO tagja van a sorozatnak?

Egy mértani sorozat els6 hét tagjabol az els¢ harom elem 6sszege 26, a hdrom utolsé elem
0sszege pedig 2106. Mennyi a hét tag 6sszege?
10 évre vonatkozbéan 6sszehasonlitottak két vallalat termelését. Kezdetben mindkét
vallalat termelése egyenld volt, s a 10. év végére mindkét vallalat megduplazta termelését.
Az |. vallalat termelése évente mindig ugyanannyival ndvekedett, a Il. vallalat névekedése
minden évben ugyanannyi szazalékos volt.

a) Mutassuk meg, hogy az I. vallalat tébbet termelt a 10 év alatt.

b) Azonos iiteml fejlodést feltételezve, hany év mulva ,.el6zi meg” a II: vallalat

Ossztermelése az I. véllalatét?

Egy szamtani és egy mértani sorozatnak k6zos az elsé és a masodik eleme; a mértani
sorozat harmadik eleme 1-gyel nagyobb a szamtani sorozat harmadik eleménél, és 3-mal
nagyobb a mértani sorozat elsé eleménél. Irjuk fel mindkét sorozat elsé harom elemét.

Harom szam mértani sorozatot alkot, dsszegiik 26. Ha az els6h6z 1-et, a masodikhoz 6-ot,
a harmadikhoz 3-at adunk, a kapott harom szam szamtani sorozatot alkot. Melyik ez a
harom szam?

Egy erddben a faallomany egy idépontban 10 000 m°. Ett8] kezdve a fadllomany 20 éven
at atlagosan 6%-kal gyarapodik. A 20. év végén ritkitas celjabol kivagjak az allomany
10%-at. Ettol kezdve a gyarapodas 15%-0s lesz. A 10%-os ritkitast a 23. és a 26. év végén
is megismétlik. Az évi gyarapodas 10%-os marad. Mennyi fat termelnek ki 6sszesen a
harom ritkitas alkalmaval, s mekkora lesz a fadllomany a 26. év végére?



Néhany analizis feladat

1. Rekurziv sorozatok; Finonacci sorozatroél

A Fibonacci sorozat az Fy = F» = 1; F,y1 = F, + F,_1; n > 2 rekurziéval
definiéljuk.

1. Bizonyitsuk be, hogy F,io —1=Fi+ Fo+---+ F;;n> 1!
2. Bizonyitsuk be, hogy F,, \F,, = F2+ F} + -+ F>n> 1!
3. Bizonyitsuk be, hogy F? — F,, .1 F, 1 = (—1)"*! !

4. Bizonyitsuk be, hogy F,, < %(@) n>2és F, > %(‘@“) n>1

esetén!
A fentiek pl. indukciéval

5. a.) Monoton sorozat-e az z, = =27
n—1

b.)* Ha nem, vajon van-e olyan részsorozata, amelyik monoton?

Utmutatas: x, — x,1-et kozds nevezére hozva ez a 2. feladat miatt
pozitiv, ha n paratlan és negativ, ha n paros, azaz nem monoton a sorozat.

Am ha n paratlan, akkor x,, > ;11 €8 Tpio > Tpi1, Tn—Tpi1 = ﬁ és

o 1 1 . 1. 4 . .,

Tnt2=Tntl = Fpoy amibdl x, 9 < x, kqvetkemk, azaz a paratlan indextiek
monoton csokkend és hasonldéan a paros indextiek monoton névé sorozatot

alkotnak.

6. Egy sorozat tagjairol: a; = 4; a,.1 = 3a, —2. Adjunk explicit képletet
ap-re !

7. Egy sorozat tagjairél: ay = 3,as = 6; anio = 3ap41 — 2a, — 1.
Mutassuk meg, hogy a,, = 2" +n !



2. Szamtani és mértani sorozatokrol

8. Egy cég alkalmazottja belépéskor évi 1,800,000 HUF fizetést kap, évi 8
%-o0s emeléssel. Mekkora a havi (fix) fizetése a 10-dik évben?

9. Egy szamtani sorozat masodik tagja 14 kilencedik tagja —1. Adjuk
meg az elsé harom tagjat a sorozatnak.

10. Legyen X = {1,2,...,n} és készitsiik el ebbdl a konzekutiv tagok
osszegebdl allo K sorozatot; azaz pl. ha X = {1,2,3}, akkor K = {1+2,2+
3,1+2+3}.

a.) Adjunk explicit formulat a K egy altalanos tagjara.

b.) Vannak-e ezek kézott azonos értékiiek?

c.)* Mely szamok allnak igy el6 1 + 2+ - - - + n-ig?

11. 200,000 HUF-ot tesziink a bankba havi 0,5%-os kamattal, de csak
az év végén vessziik ki a pénziink. Mennyit kapunk készhez, ha a kamatado
0,1% ?

12. Pirézidban 200,000 PIT (piréz tallér) bankbetétnél ugyancsak havi
lekbtéssel az év végén kivett pénz 203,000 PIT. Ott nincs bankad6. Mekkora
a havi kamat?

13. Hatarozza meg a 8 —4 + 2 — 1... mértani sor Osszegét, ha az hét
tagbol all!

14. Keszitsiik el a kovetkezd halmazokat: Legyen Hy a [0, 1] szakasz.
Osszuk harom egyenlG részre e szakaszt, a kozépsé f6lé rajzoljunk egy szaba-
lyos haromszdget és hagyjuk el az alapjat (azaz az (1/3;2/3) szakaszt). Igy
megkaptuk Hj-et, ami négy 1/3 hosszisagu szakaszbol all. Ismételjiik meg
az el6bbi eljarast e négy kis szakasszal, ez lesz Hy és igy tovabb az n-edik
lépésben legyen ez a torottvonal-halmaz H,,.

Mekkora a H,, torottvonal hossza?

Utmutatas: Jeldlje ¢, a torottvonal hosszat és hasznaljunk rekurzios kép-
letet!

15. Két, 30 km tavolsagban levé barat egyméssal szemben biciklire pat-
tan, és elindulnak egymaésfelé. Sebességiik 10 — 10 km/h. Az indulas pilla-
nataban egyikiik orrardl, kétszer olyan gyorsan mint ¢k, egy légy indul el a
maésik orra felé. Mikor odaér, abban a pillanatban visszaindul az elsé barat
felé (az orrat keresve). Majd amikor elérte megfordul, és igy tovabb, a két
biciklista talalkozasaig. A kérdés az, Osszesen hany km-t repiil a légy.



3. Egyenl6tlenségek

16. Bizonyitsa be, hogy a szamtani-kozép nagyobb egyenld, mint a harmonikus-

kozép, azaz ha aq, asq, . . ., a, pozitiv valos szamok, akkor
ay+ay+---+a, n
n = RS ST S
a1 as an
17. Legyenek ay, as, ..., a, pozitiv valés szamok, melyekre > 7, ap < 1.

Ekkor

1 1 1 9

—t+ =4+ —2=>n"

aq a9 Qp,

18. Bizonyitsa be a Cauchy-egyenlétlenséget! Lehet-e ezt kdzépiskolaban
(pl. szakkoron) tanitani? Milyen fogalmak, allitasok sziikségesek ehhez?

19. Legyenek aq,as,...,a, pozitiv valos szamok, és tegyiik fel, hogy
[1;_, ax = a # 1. Bizonyitsa be, hogy

SEES

(log, a1)* + (log, az)* + - - - + (log, a,)* >

20. Adott 1.2m drotbol készitsiink egy négyzetes alapi hasabot, melynek
térfogata maximalis!

Megoldas: A térfogat: V = a?b és (8a+4b=1,2 & 2a+b=0,3). A
szamtani-mértani miatt

2a + b
Zb<(
“P=\"3

EgyenlGség pontosan akkor van, amikor a = b.

3
) — 0,001.

4. Fuggvények

21. F(z)-et majdnem periodikusnak nevezziik, ha létezik m # 0, hogy min-
den z—re F(x 4+ m) = —F(z). Igaz-e, hogy ekkor F'(x) periodikus is?

22. Tegyiik fel, hogy egy —1—et és 0—t nem felvevs fliggvényre teljesiil,
hogy barmely = € R,
flz) -1

flz+1) = TOESE



Bizonyitsuk be, hogy f(z) periodikus fiiggvény.

23. Legyen f(x) a # 0 szerint periodikus figgvény, g(z) 5 # 0 szerint
periodikus fiiggvény,és tegyiik fel, hogy «/f raciondlis szam.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor f(x) + g(x) is periodikus!

24. Egy f(z) fiiggvényre teljesiil, hogy f(z + 1) + f(z — 1) = V2f(x).
Bizonyitsuk be, hogy f(z) periodikus!

25. Egy f(z) fiiggvényre teljesiil, hogy f(z + a)f(x) = b ab # 0. Bizo-
nyitsuk be, hogy f(x) periodikus!

26. Bizonyitsuk be, hogy az y = % elsé siknegyedbe es6 pontjaihoz hiizott
érinték egy 2 egység teriiletti haromszoget metszenek le a tengelyekbdl!

27. Adjunk tobb, (pl analizis eszkozeit felhasznalo) bizonyitéast a kovet-
kez§ feladatra:
Bizonyitsuk be, hogy ha a < b < ¢, akkor az

(x—a)(x—=b)+(x—a)(x—c)+(xr—c)(x—0b) =0

egyenletnek léteznek valos gyokei zq, xo, amelyekre a < 1 < b < 29 < c.

28. Oldjuk meg a 4* = 2z + 1 egyenletet és indokoljuk preciz indoklassal
meg a megoldasokat az analizis eszkozeivel!

29. Tegyiik fel, hogy f(z) és g(x) két nem azonosan nulla, valos egytitt-
hatos polinom, melyekre teljesiil, hogy minden z—re

fa® =z +2) = f(z)g(x).

Bizonyitsuk be, hogy f(z) péaros foka polinom.

Megoldas: Indirekt t.f., hogy f(x) paratlan foka polinom. Ekkor viszont
van valés gyoke. Legyen a a legnagyobb. Igy 0 = f(a)g(a) = f(a® —a +2),
azaz a®> —a+ 2 is gyok. Am a®> — a + 2 > a ellentmondasban azzal, hogy a a

legnagyobb gyok.
30. Mi az f(x) explicit alakja, ha 2f(z) + 3f(1 — x) = 4 — 1 teljesiil
minden z-re?

31. Mi az f(z) explicit alakja, ha 2f(z) —3(%) = 2? teljesiil minden z # 0
értékre?



