Molnar Emil: Matematikai versenyfeladatok gyiijteménye
14. Legyenek m és n adott pozitiv szamok. Oldjuk meg az x*=y*, x"=y" egyenletrendszert.

Megoldas
Nyilvan x>0, y>0 megoldasokat keresiink. Emeljiik az els6 egyenletet n-edik, a masodikat x-
edik hatvanyra:

Xny:ynx’ me:ynx
Osszehasonlitva a kapott két egyenletet

x=x"",

Tehat x =1, vagy ny = mx.
Ha x=1, akkor a kiindulasi egyenletb6l kovetkezik, hogy y=1.
Ha ny=mx, akkor m#n esetén ebbdl y-t kifejezve és behelyettesitve az eredeti masodik

egyenletbe:
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A kapott gyokoket behelyettesitve az eredeti egyenletekbe:

m

(=)™ m (m)m‘i

_n m |m-n
m jm-n m jm-n\n
y _ _ X
X" =||— =| — =y,
n n

Ha m=n, akkor y=x esetén mindig megoldast kapunk.
Mas megoldasi lehetéség: x#1 esetén attérhetiink logaritmusokra.

36. Oldjuk meg a valos szamok felett a

(D) cos® X +cos” 2x +cos? 3x =1
egyenletet.

1. megoldas: Ismeretes, hogy cos2x = 2cos’x — 1. Kifejezziik cos3x-et is cosx segitségével:
2) cos 3x = cos(2x+X) = c0s2Xcos X — sin2Xsinx =
= 2¢0s’ X — COSX — 2 sin” X cosx =
=2 cos® x — cos X — 2(1 — cos” x)cosx = (4 cos” X — 3)cosx.
Ezekkel (1) igy alakul:
2 coszx(8c0s4x —10cos’x + 3)=0.
Ez akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tenyez6 0. Ha a masodik tenyezd
nulla, akkor cos’x-re masodfoka egyenletet kapunk.
8cos’x — 10cos® x +3 = 0.
A masodfoku egyenlet két gyoke ¥4 és Vs .
Tehat (1) megoldésaira cos® x = 0 vagy cos” x = ¥% vagy cos’x = % teljesiil;
azaz, ha
X1 = 90°+n-180°, x; =30° +n-180°, x3 = 150°+n-180°,



x4=45° +1n-180°, x5 = 135° + n-180° (n egész).

(Felhasznaltuk, hogy a cos” x fiiggvény 180° szerint periodikus fliggvény.)
A [0°, 360°] intervallumban az egyenletnek 10 megoldasa van. Az els6 harom és az
utolsoé két megoldas Gsszevonva egyszeriibben irhato fel:

x =30°+1n-60°, x =45° +n-90°.

I1. megoldas
Az egyenletet 0-ra redukalva, a bal oldalt a

ésa

2 1—cos2w
cos"w=————
2

2 cosucosv = cos(u — v) + cos(u + v)

azonossag ismételt alkalmazdsadval szorzatta alakithatjuk:

1+ cosx N 1+ cos4x
2

2
= c0s3X cosx + cos“3x = cos3x(cosx + cos3x) =
=2c0s3x cosx cos2x = 0.

+cos’3x—1=

A gyokok a kovetkezé harom egyenletb6l szamithatok:

cos3x =0; cosx = 0; cos2x = 0.
3x=90° +n-180°;, x =90° + n-1800; 2x =90° + n-180°.

Lathato, hogy cosx = 0 mellett cos3x = 0 is teljesiil.
A megoldas ismét

x=30°+n-60°, x =45° +n-90°.

Késziiljiink az érettségire matematikabol emelt szinten
82. Egy ruhaiizlet tulajdonosa gyakran valtoztatja a ruhak arat attol fiiggden, hogy az

adott idészakban milyen az egyes modellek iranti kereslet.

a) A szezon elején az egyik ruhamodell nagyon fogyott ezért az arat megnovelte 15%-

kal, majd a szezon vége felé a kereslet esésével a megnovelt arat 15%-kal
csokkentette. Az eredeti arnak hany szézaléka lett a ruha ara a méasodik arvaltozas
utan?

b) Egy masik modell esetében kétszer is novelte az arat, el6szor 10%-kal, majd a

megnovelt arat még 20%-kal. A kétszeres aremelkedést kovetden melyik esetben
lesz magasabb a modell ara? Akkor-e, ha a megadott sorrendben torténik az
aremelés, vagy ha a 20%-ot koveti a 10%-os aremelés?

90. Egy kerékparos A-bol B-be, majd pihend nélkiil B-bdl A-ba kerékparozott. Az utat

93.

oda-vissza két ora alatt tette meg. A-bol az ut els6é fele sik volt, itt 20 km/h
sebességgel hajtott. Majd egy emelkedo szakaszhoz érve lecsokkent a sebessége 15
km/h-ra. Végiil, miel6tt B-be érkezett volna, az utols6 szakasz lejtés volt, ezért 30
km/h sebességgel tudott haladni. Mekkora a tavolsag A és B kozott? (Visszafelé is
15 km/h sebességgel haladt az emelkeddn, 20 km/h-val a sikon és 30 km-t tett meg
oranként a lejton.)

Sara és Kata egy kozvélemény-kutatd cégnél kérddives felmérést vallalt. Ha
mindketten dolgoznak, akkor egyiitt 12 nap alatt végeznek a munkaval. Ha Sara
egyediil elvégzi a munka felét, majd Kata a masik felét, akkor a munkat 25 nap alatt
fejeznék be. Hany nap alatt végezné el a munkéat egyediil Sara, illetve Kata?

115. Két 11. osztaly szinhazba ment ugyanazon a hétvégen. Az egyik osztaly 31250 Ft-

ot fizetett a jegyekért. A masik osztalybol 3-mal kevesebben mentek szinhazba, de



6k 30 Ft-tal fizettek tobbet egy jegyért, igy Osszesen 28160 Ft-ba keriilt a jegytik.
Hany jegyet vettek az egyes osztalyok és darabonként milyen aron? (A jegyek
helytdl fiiggetleniil azonos arban voltak.)

153. Egy alland6 sebességgel halado tehervonat 14 6ra 30 perckor halad at az A falu
vasutallomasan. A 45 kocsibol allo szerelvény hossza 500 méter. A kocsik kozott
van egy 10 méter €s harom 12 méter hosszu zart kocsi, a tobbi nyitott. Egy 35 méter
magasan ivelé 1,5 km hosszi hidon a vonat 4thalad4sa pontosan 4 percig tart (az
id6 mérését akkor kezdjiik, amikor vonat eleje eléri a hidat, és addig tart, amig az
utolsé kocsi vége is elhagyja a hid masik végét). A hid utan emelkedd szakasz
kovetkezik, amelynek emelkedési szoge 5°. A vonat eleje 15 ora 30 perckor éri el a
hid végétol 6,5 km tavolsagra levo teherpalyaudvart.

a) Hany perc telik el attdl kezdve, hogy a vonat utols6 kocsija is elhagyja a hidat
addig, amig a mozdony eleje eléri a palyaudvart?
b) Sorolja fel azokat az adatokat, amelyek nem sziikségesek az a) kérdésre adott
valaszhoz!
¢) Becsiilje meg a két palyaudvar tavolsagat! Ehhez mely adatok kellenek?
167. Lehet-e egyszerre egész a kovetkezo két szam?
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180. A csokoladégyar a kozelben mikddd ovodanak mikuldscsomagokat allit 6ssze.
Osszesen 93 db csokoladét szant a csomagokba, de a valogatas soran kideriilt, hogy
6 db selejtes. Kétféle csomagot készitenek, az egyik fajtaba 5, a masikba 9 db
csokoladét tesznek. Hany 5 és hany 9 csokoladébol all6 csomagot készit, ha
mindegyik (nem selejtes) csokolddét fel akarjak haszndlni a csomagok
Osszeallitasakor?

192. Egy baktériumtenyészetben a t idépontban jelen levd baktériumok szamat jeldljiik

P(t)-vel (t a megfigyelés kezdetétdl jelolt idot jelenti 6raban mérve.) A baktériumok
t

szama t id6pontban a P(t) = B ek Osszefiiggéssel irhato le, ahol B és k konstans. Az

e szam érteke kozelitéleg 2,71. A megfigyelés kezdetén 3000 baktérium volt a

tenyészetben, 8 oraval késobb pedig mar 9000.

Allapitsa meg, hogy a mérés kezdetétél szamitott 24 6ra mulva hany baktérium lesz

a tenyészetben?

195. Egy radioaktiv anyag felezési ideje 5600 év. Az anyag bomlasat az alabbi
Osszefiiggés adja meg: N(t) = Noe™ ahol az e szam értéke kozelitdleg 2,71. Ny a
megfigyelés kezdetén meglevé anyagmennyiség, N(t) a t ido elteltével megmarado
anyagmennyiség, t a bomlas kezdetétol eltelt id6 években mérve.

a) Hatarozza meg A értékét!
b) Hany évvel ezel6tt kezd6dott el a bomlasi folyamat, ha eddig a kezdeti
anyagmennyiség 40%-a bomlott el?

220. Fekete ur ¢lete soran, amig aktiv dolgozd volt, keresetébdl az oOnkéntes
nyugdijpénztarba is befizetett, hogy majd nyugdijasként hasznalja fel a
megtakaritasat. Nyugdijba menetelekor 2000000 Ft-ja van a bankban. Ezt a pénzt
tovabbra is a bankban hagyja, s lekoti évi 6%-os kamatra. Minden honapban egy
ugyanakkora 0Osszeget akar kivenni. Tegyiik fel, hogy december 31-én ment



nyugdijba, és elészor februar 1-jén vesz fel jéaradékot.
Mekkora Osszegeket vehet ki havonta Fekete ur, ha azt szeretné, hogy a
harmincadik év végén fogyjon el a bankban levd pénze?

A bankban havonta szdmoljak el a bent levo dsszeg utan jaré kamatot, s ezt minden
honapban hozzaadjak a mar bent levo dsszeghez. A kamat az éves kamat 12-ed
része.

569. a) Oldja meg a kdvetkezd egyenletet az egész szamok halmazan:
(10x%) +y* =507

Hany megoldas van?

b) Készitsen négyjegyli pozitiv egész szamot gy, hogy egy kétjegyli szamot
egymas utan kétszer leir! Ezeknek a tipusu szdmoknak mi a kzds osztojuk?

c¢) Bizonyitsa be, hogy azok a négyjegyli pozitiv egész szamok, amelyeknek elsd
két jegyiik, illetve a masodik két jegylik egyenld egymassal, 11-gyel oszthato.

d) A c) részben szerepl6 szamok koziil melyik lesz négyzetszam?

610. Négy kiilonb6z6 minaretbe szeretnénk feljutni. (A minaret henger alaki torony, benne
csigalépcsdvel.) Hany 1épcséfok van benniik, ha az alabbiakat tudjuk az egyes
minaretekrdl?

1. minaret: lefelé kétszer olyan gyorsan megyiink, mint feléfelé. Ha lefelé egy percig
haladunk kétszaz 1épcsd, lefelé ugyan ennyi ideig haladva htisz 1épcs6 hianyzik a teljes
fel-, ill. leérkezéshez.

2. minaret: minden lépcs6 egy 15°-0s korcikk. Mire felériink, éppen kilencszer fordulunk
korbe a toronyban.

3. minaret: 11 f6s kis csapatunk szorosan egymas mogott a kovetkezo 1épcséfokon allva
halad felfelé. Egyenletesen gyorsan megylink, s igy az elsé 10 masodperccel elobb ér
fel, mint az utols6. Lefelé haladva 10%-kal gyorsabban megytink és ekkor 3,5 percig tart
az utunk (ennyi id6 alatt ér le mindenki).

4. minaret: ha az els6 1épcsore egy babszemet tesziink, s minden tovabbira eggyel tobbet,
akkor mire felériink, 6sszesen 7381 babszemet helyeziink el a 1épcséfokokon.



