Matematika szintfelméré 2015. szeptember matematika BSC MO

1. A fagylaltok ¢éjszakajan egy kozvéleménykutatdsban vizsgalt csoport 82%-anak 9 pont
izlett az eperfagylalt, 94%-anak pedig a citromfagylalt. A két gyiimolcsfagylalt
koziil mindenkinek izlett legalabb az egyik. Mennyi annak a valoszintisége,
hogy egy véletleniil kivalasztott személynek mindkét gytimolcsfagylalt izlett?

Megoldas
A tetszOlegesen kivalasztott személyekre legyen A esemény, hogy az eprest
szeretik, legyen B esemény, hogy a citromost szeretik.

A szoveg alapjan tudjuk, hogy
p(A)=0,82, p(B)=0,94 ¢s p(A+B)=1.
Mivel
p(A+B)=p(A)+p(B)-p(AB).
az ismert értékeket behelyettesitve:
1=0,82+0,94— p(AB).
Ebbdl
P ( AB) =0, 76.
Vagyis egy véletleniil kivalasztott személy 0,76 valoszintiséggel szereti mindket
gyliimolcsfagylaltot.

2. Hatarozza meg a kx* —(2k +3)x+k —3=0 egyenletben szerepl6 k valos 13 pont
paraméter értékét gy, hogy az egyenletnek pontosan egy valos megoldasa
legyen.
Megoldas
Ha k=0, akkor a —3Xx—3=0 els6foku egyenletrdl van szo, és ennek az X=—1
az egyetlen gyoke.
Ha k # 0, valodi masodfokt egyenletrdl van szo, és annak akkor van pontosan
egy valds megoldasa, ha a diszkriminansa 0, azaz

(2k +3)2 —4k(k —3) =0.
Elvégezve a miiveleteket:

4k? +12k +9—4k* +12k =0,

vagyis 24k =—9, ahonnan k:_ﬂ:_g

24 8
3., 6 3 :
Ekkor az egyenlet 3 X" — (_§ +3)X 3 —3=0, amely ekvivalens az
X2 + (2 +8)x+1+8=0egyenlettel, amelynek egyetlen gyoke az X =—3.
Az egyenletnek tehat a k = —g ¢és a k = 0 paraméterértékekre van pontosan egy

valos gyoke.



3. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a valds szamparok halmazan: 12 pont
log, (x+y) —log,(x—y) =1,
X —y*=2.

Megoldas

Atalakitjuk az egyenleteket a logaritmus azonossagainak felhasznalasaval. Az 1.
egyenlet:

X+Yy
log, =y 1,
tehat
X+y _y
X-Yy
azaz
X+Yy=2X-2Y,
ahonnan
x=3y.
Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
@By) -y* =2,
azaz
8y’ =2, y’=1,
4
tehat
1
Y—ii

A negativ gyok esetén x+y = 4y is negativ lenne, amire az eredeti elso
egyenletben szerepld logaritmus nincs értelmezve. Az egyenletrendszer egyetlen

lehetséges megoldasa megoldéasa az X :g Y :% szampar, és ez ki is elégiti az

egyenleteket.

4. Oldja meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan: 12 pont
12xF —x =2,
Megoldas
Bevezetjiik az U= X 4 valtozot. Ekkor a
12u° —u=2"
egyenletet kell megoldani. Ennek pozitiv gyoke az U = % , amib6l x=2°.

3
8

_3
Valoban, 12(28) 4=3.27%s (28) 2.2, tehat a kiilonbségiik 2.

5. Oldja meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan: 13 pont



1 —sin2x
cos2x + [———=20
2
Megoldas

A /1_S;n2x = —cos2x atrendezésbol latszik, hogy cos2x < 0.

Négyzetre emelés €s rendezés utan a megoldandé egyenlet
2sin?2x — sin2x — 1 = 0.
Az a = sin2x 4j valtozo bevezetése utan a
202 —a—-1=0

egyenlet gyokeit keressiik, ezek a; = 1¢ésa, = —% :

Az a; = sin2x = 1 értékhez a 2x = g + 2kn, k € Z, azaz x, = E + kmt
gyoksorozat tartozik.

: 1, ., , : :
Az a, = sin2x = -3 ¢rtékhez két sorozat is tartozik.

Az egyik a 2x = —= + 2km sorozat, de erre nem teljesiil a cos2x < 0 feltétel

(cos2x = g ), igy nem ad gyokot. A masik sorozat a 2x = 7?“ + 2km, amelyre

teljestil a cos2x < 0 feltétel, tehat x, = Z—: + km, k € Z is egy gyoksorozat.

6. Kovacs ur a fia 6. sziiletésnapjan 200 000 Ft-ot helyezett el a bankba évi 13 pont
5,5%-0s kamatra. Ezt kdvetden a fill minden sziiletésnapjan Gjabb 30 000 Ft-ot
tett az 0sszeghez. Mennyi pénz lesz a szdmlajukon a fii1 18. sziiletésnapjan?
(A szamlavezetési koltségektol eltekintiink.)

Megoldas
Jelolje a 200 000 Ft indulo 6sszeget A, a 30 000 Ft évenkénti befizetést B. A fiu
12 év mulva lesz 18 éves. Felirjuk évenként a bankban levé pénzosszeget:

1 évutan: A-1055+B

2 év utan: (A-1,055+B)-1,055+B=A-1,055*+B-1,055+B
3 évutan: A-1,055°+B-1,055°+B-1,055+ B

4 év utan: A-1,055" +B-1,055° +B-1,055* + B-1,005+ B

stb.
12 év utan:

A-1,055" + B-1,055" + B-1,055" + B-1,055 +.......+ B-1,055+B.

Ez egy 13 tagu Osszeg. A B-t tartalmaz6 12 tag egy mértani sorozat 0sszege,

amelynek els0 tagja B, hanyadosa pedig 1,055. Tehat az 6sszeg
12
A-1,055% + B - (1+1,055+1,055° +......+1,055") = A-1,055% + B- ]-Z,I_,O%Sll :

A konkrét 6sszegekkel:

12
200000-1,0552 +30000. 2922 —1

0,055
Kovacs ur fia 18. sziiletésnapjan kb. 871 808 Forintot vehet fel a bankbol.

~ 380241+ 491567 ~871808.



7. Egy haromszog két csucspontja A(—3;1) és B(7;7). A haromszog harmadik 13 pont
csucsan atmend szogfelezé egyenes egyenlete x = —1. Irja fel a harmadik cstcs
koordinatait és a haromszog koré irt kor egyenletét.

Megoldas
Ha egy szog egyik szaran levdé pontot tikroziink a szogfelezOre, akkor a
tilkorkép a felezett szog masik szarara keriil. Az A pont tiikorképe az Xx=-1
szogfelezbére az A’(1;1) pont. A haromszog C cstcsa a BA’ oldalegyenes ¢és az
Xx=-1 szogfelezd egyenes metszéspontja. A BA’ egyenes egyenlete: X=Y,

tehat a C csucs koordinatai C(—1; —1).

Az AB szakasz felezépontja (2;4), az AB szakaszfelez6é merdlegesének egyenlete
5x + 3y = 22. Az AC szakasz felez6pontja (-2; 0), az AC szakaszfelezd
merdlegesének egyenlete x —y = —2. A két felezOmerdleges metszéspontja a
(2, 4) pont, ez a hdromszog koré irt kor kozéppontja.

A kor sugara a (2, 4) felez6pont és a C(—1; —1) cstics tavolsaga, v/34.

Az ABC haromszog koré irt kor egyenlete (x — 2)2 + (y — 4)? = 34.
Megjegyzes: Az AC és BC oldalak merdlegesek egymasra, igy a koré irt kor
kozéppontja AB felezépontja, sugara AB fele.

8. Adott két olyan kor, amelyeknek a kdzos bels6 érintdik merdlegesek egymasra. 15 pont
Tekintsiik azt a derékszogli haromszoget, amelynek derékszogli csicsa a két
belsd érintd metszéspontja, befogoi a belsd érintdkre, az atfogodja pedig az egyik
kiilsd érintére illeszkedik. Bizonyitsa be, hogy ennek a derékszogl
haromszdgnek a teriilete megegyezik a korok sugarainak szorzatival.



Megoldas
A korok sugarai ry és rp, a kozéppontjaik O; és O, és a kérdéses hdromszog

csucsai A, B, C, a derékszog C-nél van.
A

Iy ry

Belathatd, hogy az AO,C ¢és az O,BC haromszogek hasonlok.

(Példaul a szogek vizsgalataval: ha az A-nal levo szog a, akkor az AO,C szog és
az O,BC szogek nagysaga egyarant 45° + %
A megfelel6 oldalak aranya CA : CO; = CO, : CB, ami szorzat alakban
CA-CB=CO, - CO,.

Tudjuk még, hogy CO; =11 - V2 és CO, = 1, - /2.

EzekbSl1 CA - CB=CO0; - CO, =1, N2 1,2 = 2115,

amit a teriilet T = % képletébe beirva

CA-CB 2rr,

T - 2 ES 2 ES rlrz.

Megjegyzes: Tobbféle megoldas lehetséges.




