Matematika kritériumdolgozat 2013. december 14. II. rész MO

1. Egy tarsasag tagjai koziil a parok felsorakoznak a paros tanchoz. Egy fit és egy lany alkot 7 pont
egy part. A tarsasag hanyadrésze 4llt fel a tdnchoz, ha a fitk % része, a lanyok % része
tancol?
Megoldas
A tancolo fiuk szama legyen f, a lanyoké n.
A pérok szdma gf = %n.
Ebbsl f = =n.
A tarsasag tagjai 0sszesen f +n = %n.

v eeqee , , , . 3 6
Koziliik a tancolok szama Osszesen 2 - cn=cn

A keresett arany s, -1z
5°10 19
2. Oldja meg a kovetkezé egyenletet a valds szamok halmazan: 7 pont

6% + 6x+1 =X + 2x+1 + 2x+2
Megoldas
A hatvanyozas tulajdonséagai alapjan
2%3¥ 4+ 6-2%3* =2 4+2-2¥4+4.2%
2*-nel (nem nulla) osztva
3*+6-3*=1+2+4

Rendezve
7-3*=7
azaz
3¥=1
amibdl
x=0.
3. Oldja meg a kovetkezd egyenldtlenséget a valds szamok halmazan: 9 pont
V3x —5-V4x—-3<3x-1
Megoldas

A négyzetgyok akkor van értelmezve, ha 4x — 3 = 0, illetve 3x — 5 > 0.
Mivel a baloldal nem negativ, a jobboldalra a 3x — 1 > 0 feltétel adodik.
Ezek egyiitt Z < x esetben teljestilnek.
Az

(Bx —5)(4x —3) < (3x —1)?
egyenldtlenséget kell tehat az 2 < x halmazon megoldani.

Rendezve
3x? —23x + 14 < 0.
A pozitiv féegyiitthatdji masodfoku fliggvény a zérushelyek kozott negativ,

azaz % és 7 kozott.
Ebbol g < x < 7 esik a megengedett tartomanyba.

4. Egy szabalyos pénzérmét tizszer egymas utan feldobunk. Ha fejet dobunk, 2-est, ha irast 11 pont
dobunk, akkor 3-ast irunk sorban egymas mellé. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a
kapott tizjegyli szam oszthat6
3-mal?
Megoldas
A fenti eljarassal 6sszesen 219=1024 szam kaphatd, mivel mind a 10 helyre 2 szdmjegy
keriilhet.



A kapott szam oszthat6 3-mal, ha szamjegyeinek dsszege oszthato 3-mal.
Mivel a szdm 2-es és 3-as szamjegyekbdl all, ezért a szamjegyek 6sszege pontosan akkor
lesz 3-mal oszthato, ha a 2-esek szama oszthaté 3-mal, azaz 9, 6, 3, 0 darab 2-es van benne.

Ezek szama:
eset indoklas kiil. esetek szama
9.db 2-es,azaz 1 db 3-as |10 helyre keriilhet 10
10 N 10-9-8-7
6 db 2-es, azaz 4 db 3-as ( 4 ) helyre kertilhet 34 " 210
10-9-8
3db 2-es (130) helyre kertilhet —5.3 = 120
0 db 2-es egyértelmil 1

A fenti eljarassal 6sszesen 10 + 210 + 120 + 1 = 341 szdm kaphato.

Annak a valoszinlisége, hogy 3-mal oszthato szdmot kapunk % ~ 0,333
5. Egy r sugart korben az a har kétszer olyan hosszi, mint a b hir. Tudjuk azt is, hogy a 12 pont
rovidebb hur kétszer olyan tavolsagra van a kézépponttol, mint a hosszabbik hur.
Mekkora a kor sugaranak és a rovidebb har hosszanak az aranya?

Megoldas

Két r atfogdju derékszogl haromszdgre felirjuk
Pithagorasz tételét:
2

2

a 2 _ 24 (2) 2 _ .2

(2) +d°=r°és > + 2d) =r 5

A feltételek szerint a = 2b, ezért
2

b .
b?+d? = (E) + (2d)? !

<

Rendezve
3b% = 12d?,azaz b?> = 4d? b = 2d.
Ezt valamelyik kiindul6 egyenletbe visszairva
2 _ .2 ST _r
5d* = r* adodik, azaz d = NE
Mivel b = 2d, a keresett arany

V5
T‘.b—7

Q,

6. Hatarozza meg X azon valos értékeit, amelyekre az 14 pont
a, =log,1
a, = log,(sin?x — cos?x)
a; = log,cos?x
egy szamtani sorozat elsé harom tagja.
Megoldas 1 pont

21745 a7az

A harom szam egy szamtani sorozat e¢lsé harom tagja, ha a, =
log,cos?x + log, 1
> .

Az egyenletben szerepld kifejezések akkor vannak értelmezve, ha 1 pont
sin®x — cos?x > 0 éscosx # 0.

log, (sin?x — cos?x) =

Felhaszndlva, hogy 3 pont
log,cos?x

log,1 =0 ¢
0g> és >

= log,|cos x|,



¢és hogy a logaritmus kdlcsondsen egyértelmii, megoldandé a kovetkezd egyenlet:
sin?x — cos?x = |cos x|

A) A cosx > 0 eset vizsgalata: 4 pont
Az egyenlet rendezése és a sin®x + cos?x azonossag alkalmazésa utan cos x-ben
masodfoku egyenletet kapunk
2cos?x +cosx —1=0
A masodfoku egyenlet megoldasai
cosx = —1éscosx = >
amelyekbdl az elsé hamis gyok.
A cosx = % egyenletb6l az x; = + g + 2km gyokok adédnak, ahol a k egész szam.
B) A cosx < 0 eset vizsgalata: 4 pont

Ekkor a cos x-ben masodfoka 2cos?x — cosx — 1 = 0 egyenlet negativ gyokeit
keresstik.

A masodfoku egyenlet gyokei cosx = 1és cosx = —% , de az elsé hamis gyok.
A
cosx = —% egyenletbdl az x, = + 2?71 + 2nm gyokok adddnak, ahol a n egész szam.

Konnyen lathato, hogy az A) és B) eset megoldasai kielégitik a sin?x — cos?x > 0

feltételt.

Mindkét esetben ugyanaz a harom szam a szadmtani sorozat els6 harom tagja: 1 pont
a,=0; a, =-1; az = —2.



