Matematika szintfelméré 2012. szeptember matematika BSC MO

1. Mennyi az n? + 2n szam utolso elbtti szamjegye, ha az utols6 szamjegye a 4, és az n 12 pont
természetes szam?
1. megoldas:
n+2n=m+1)>2-1 (5 pont)
Ha a sz4m utols6 szamjegye 4, akkor az (n + 1)? négyzetszam 5-re végzddik, (7 pont)
de akkor az (n + 1) is 5-re végzddik.
Ha egy 5-re végz0dd szamot négyzetre emeliink, akkor a négyzetszdm 25-re végzodik, tehat az
utolso elétti szamjegy a 2.
2. megoldas:
Legyen n = 10a+b, ekkor n*+2n = 100a*+20a(1+b)+b*+2b. (3 pont)
A fenti kifejezés végzédése csak b?+2b végzédésétdl fiigg, (megvizsgalva b lehetséges (6 pont)
végzddéseit — mind a 10-et) ez csak akkor végzodik 4-re, ha b=4.
Ekkor n?+2n = 100a?+20a(1+b)+b*+2b = 100a°+100a+24, aminek utolsé elbtti szamjegye (3 pont)
nyilvéan 2.
2. Egy sorozatot a kovetkez6 képlettel adunk meg: 13 pont
a, = —4 +log,(n + 1), ahol n tetszdleges pozitiv egész szam.
Hany 2-nél kisebb nemnegativ tagja van a sorozatnak?
Megoldas:
A kovetkez6 egyenlétlenséget kell megoldani a pozitiv egész szamok halmazan. (2 pont)
0<—4+log,(n+1) <2
Egyrészt 0 < —4 + log,(n + 1), azaz 4 < log,(n + 1), ebbél n+ 1 > 16, tehat n > 15. (5 pont)
Masrészt —4 + log,(n + 1) < 2, azaz log,(n+ 1) < 6, ebb8l n + 1 < 64, tehat n < 63. (5 pont)
Osszevetve a két feltételt: 15 <n < 63 (1 pont)
Tehat 6sszesen 48 megfeleld tagja van a sorozatnak.
3. A derékszdgli koordinata rendszer sikjaban adott egy négyszog négy csucsaval: 12 pont
A(-2;-3), B(4;-3), C(4;11), D(-2;11) és egy kor az egyenletével:
x?+y?—20x — 12y + 100 = 0.
Hatarozza meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely felezi a négyszognek is és a kdrnek
is a teriiletét.
Megoldas:
Belathato, hogy a négyszog téglalap. (2 pont)
A keresett egyenesnek at kell mennie mind a téglalap, mind a kor kdzéppontjan (4 pont)
A téglalap kozéppontja: (1;4), a kor kozéppontja: (10;6), (3 pont)
az ezeken atmend egyenes egyenlete: y = %x + % (3 pont)
4. Egy autobuszvonal két végallomasa egy lejtOs ut két végén van. Az alsé végallomasrol 12 pont

elindul egy busz felfelé, majd 6 perc elteltével elindul egy masik busz a felsé veégallomastol
lefelé, és az ut felénél taldlkoznak. A lefelé halado az als6 végallomason 6 percet varakozik,
majd elindul felfelé. Ekdzben az elsd busz felér a fels6 végallomasra, és azonnal visszafordul.
A két busz az Gtnak az alsé végallomastdl szamitott harmadrészénél talalkozik.

Mekkora a menetidd lefelé és felfele?




Megoldas:

Legyen a menetid6 felfelé t; és lefelé tp. Lefelé az ut feléhez 6 perccel kevesebb id6 kell, mint (2 pont)
felfelé, ezért to =t — 12.
Az induléstol a masodik talalkozasig eltelt iddt felirjuk mindkét busz szemszogébdl, ezek (2 pont)
egyenlok:
Egyszer felmegy és a 2/3 részig visszajon: t; + 2t,/3
6 perccel késébb indul, lemegy, 6 percet var, 1/3 részig felfelé megy: 6 + t, + 6 + 11/3, azaz (2 pont)
2 1
+=t, =12+t,+=
st =12+, 2,
Rendezve: 2t —36 =t, (2 pont)
Osszevetve az els6 egyenlettel: 2t —36=t, —12 (2 pont)
Tehat t; = 24 és t, = 12 a lehetséges megoldaspar, a szovegbe behelyettesitve lathatjuk, hogy az (2 pont)
IS.
5. Oldja meg a kovetkezo egyenletet a valds szdmok halmazan: 11 pont
sinx
t — =2
ctgx+ 1+ cosx
Megoldas:
A kifejezések akkor értelmesek, ha (2 pont)
sinx # 0éscosx # —1,tehat x # 0+ kmw ésx +# RQk+ )m, k€ Z
Mivel ctgx = % beszorzunk sinx(1 + cosx) -szel: (5 pont)
cosx + cos?x + sin?x = 2sinx + 2sinxcosx,
felhasznaljuk, hogy cos’x+sin?x=1, és a jobboldalon kiemeliink 2sinx — et:
cosx + 1 = 2sinx(1 + cosx).

Mar kikotottik, hogy (1 + cosx) # 0, tehat osztunk vele, kapjuk sinx = % (2 pont)
Ez akkor igaz, ha x = % + 2km, vagy x = 5?” + 2km, k € Z (és ez nem iitkozik a kiktésekkel). (2 pont)
6. Péter és Tamas kézilabdazok, szorgalmasan gyakoroljak a gollovést. Hogy ne legyen 13 pont

unalmas a gyakorlés, versenyeznek egymassal. Péter altalaban a jobb gollovo, az eddigi

tapasztalatok alapjan 0,6 valosziniiséggel talal be a haloba, mig Tamas 50% valoszintiséggel.

Egy jatszmaban mindegyikiik egyszer dob, megallapodnak a dobéasok sorrendjében eldszor

Péter, aztan Tamas dob. Péter nyer, ha 6 talal be és Tamés nem, illetve Tamads nyer, ha 6 talal

¢és Péter nem. Minden mas esetben dontetlen az eredmény. Mennyi a valosziniisége annak,

hogy két egymast kovetd jatszma egyikében Péter nyer €s a masikban az eredmény

dontetlen?
Megoldas:
Dontetlen kétféleképpen lehet, vagy mindketten golt 16nek, vagy egyikiik sem talal be. (4 pont)
Ennek a valdszintisége: 0,6-05 + 0,4-0,5 =0,30 + 0,20 = 0,50
Péter nyer, ha az egyik dobasnal golt 16 és ugyanakkor Tamas nem: 0,6:0,5=0,3 (4 pont)
valoszintiséggel
A feladatban vizsgalt esemény kétféleképpen kovetkezhet be, vagy el6szor nyer Péter és a (5 pont)

masodik dontetlen, vagy forditva, ennek a valdszintisége:
0,30-0,50 +0,50-0,30= 0,15+0,15= 0,3
Szo6bajohetd egyéb események €s valdszinliségeik:




két dontetlen: 0,25

egyik dontetlen, masikban Tamas nyer: 0,2
kétszer nyer Péter: 0,09

kétszer nyer Tamas: 0,04

egyikben nyer Péter, a masikban nyer Tamas: 0,12
A valoszintiségek 6sszege: 0,3 +0,25+0,2+0,09 +0,04 +0,12= 1

7. Egy AB szakasz fol¢ félkort rajzolunk, és a korivet felosztjuk hat egyenld részre. A B 13 pont
végponttol szamitva az elsé osztopont legyen a C, a masodik pedig a D pont. Ezekbdl az
osztopontokbol merdlegest allitunk az AB atmérdre, a talppontok legyenek C’és D
A félkor teriiletének hanyad része a CC’, C’D’, D’D szakaszok és a CD iv altal hatarolt
sikidom tertiilete?

Megoldas (az ivvel hatarolt sikidomra):

A koriv O koézéppontjat kossiik 6ssze a C és D osztopontokkal.
Az OCD korcikk tertilete hatodrésze a félkor tertiletének.
Belathatd, hogy a vizsgalt sikidom teriilete egyenld a korcikk
teriiletével, tehat az is hatoda a félkor teriiletének. c
Ehhez felhasznalhatjuk, hogy az OC’C és az OD’D derékszogl
haromszogek (atfogodjuk és szogeik egyenldsége miatt)
egybevagok, tehat a kozos résziikon kiviili alakzatok egyenld A p B
teriiletiiek. O D C

(A teljes megoldas 13 pont, de a célhoz vezeto részlépések is pontozhatok értelemszertien)

A trapézost meg kell oldani.

8. Oldja meg a kovetkezd paraméteres egyenletet az egész szamok halmazan, ha p valos 14 pont
paraméter:
2p+x 8p*—3x x+p

2p—x x2—4p? 2p+x

Megoldas:
A kifejezések akkor vannak értelmezve, ha X* —4p® #0,azaz X =+2p. (2 pont)
Ekkor mindkét oldalt a x* —4p?kifejezéssel szorozva (3 pont)

(2p +x)(2p +x) = 3x — 8p* — (x + P)(2Zp — X)
adodik, amelyben a szorzasokat elvégezve
4p? + 4px + x? = 3x — 8p? — 2px — 2p% + x% + px
és rendezve 14p? = 3x — 5px = x(3 — 5p).

2 pont
Ebbdl latszik, hogy p # g, hiszen ekkor a baloldal pozitiv, a jobboldal pedig 0. (2 pont)
, 14p? : iy , 3 i, (2 pont)
Tehat X= 3 alakl az egyenlet gyoke az X = £2p és p# 3 megszoritasok mellett.
2 (2 pont)
Az x==22p feltétel azt jelenti, hogy ;42 ) #=12p.
14p? y 1 _ (2 pont)
A 3-5p =+2pegyenléség p=0,14p=6-10p,azaz p= vk valamint 14p =—6+10p, azaz

p= %3 esetén teljesiilne, ezeket a p értékeket tehat ki kell zarni.




. 3 1 -3 oy 14p?® (1 pont)
Osszefoglalva: p#—=,p=0,p==—,p#—, bként X = .
sszetoglalva: p 5 p p 4 p > egycbken 3-5p




