MAT BSC Matematika szintfelméro 2011. oktober II. rész MO

1. Egy ember vett két lemezt, majd késSbb eladta azokat egyforma aron. Igy az egyiken 20%-ot nyert, a masikon 7 pont
20%-ot veszitett €s igy dsszesen 100 Ft-tal kapott kevesebbet, mint amennyiért vette azokat. Mennyiért adta és
mennyiért vette a lemezeket?

Megoldds
Felirhatunk két egyenletbdl allo egyenletrendszert:
1,2x = 0,8y
12x+08y+100=x+y
Az egyenletrendszer megoldasa: x = 1000 és y = 1500
Tehat az egyik lemezt 1000Ft-ért, a masikat 1500Ft-ért vette, az eladasi ar 1200 Ft.

2. Oldja meg az egyenleteket a valds szamok halmazan:
a) 2lgx—lg(x+1)=Ig5—-1. 5 pont

Megoldds
A logaritmus azonossagait és a hozzarendelés kolcsondsen egyértelmii voltat felhaszndlva az x> 0 alaphalmazon
ekvivalens az
2x2—x—-1=0, azaz (x+1(x—-1)=0.
masodfoku egyenlettel. Ennek az alaphalmazba es6 egyetlen gyoke x = 1.

b 2(3-1)=3(@E-1). 5 pont

Megoldas
Atrendezéssel és kiemeléssel az eredeti egyenlettel ekvivalens szorzatalakot kapunk:

E-9L-1)-0

ebbdl lathato, hogy a szorzat z— 1=02¢s %— 3 = 0 esetén nulla, azaz x =3 és x = % az egyenlet gyokei.

¢) sin®x + cos2x + tg2x + ctg?x + —— + —— = 7, ahol x € [0: 211]. 7 pont
cos“Xx sin“x
Megoldas
Mindkét iranyban és tobbszor is alkalmazzuk a sin®x + cos?x = 1 azonossagot.
- 5 , ,_sin’x +cos’x sin®x + cos®x
(sin“x + cos“x) + tg“x + ctg”x + 5 + — =7
cos?x sin?x
X X sin?x cos®x
1+tg“x+cetg'x+1+—+1+——=7
cos?x sin?x

tg?x + ctg?x + tg?x + ctg?x = 4
tg?x + ctg?x = 2
Lathatjuk, hogy az egyenlet

1
at+t—=2
a
alakt, amibél a = 1, azaz tg’x = 1. Amib6l tg x = +1. Ennek gydkei a [0: 27r] intervallumban
s 3m 5 7
x1=Z, x2=T, X3=T,X4_=T

3. Abrazoljuk a derékszogii koordinata sikon azoknak a P(x;y) pontoknak a halmazat, amelyek kielégitik az
egyenl6tlenséget. Indoklassal!

a) -2 -x-1<0. 6 pont

Megoldas
A szorzat akkor nulla, ha y = 2* és y = x + 1, azaz az exponencialis fiiggvény és a linearis figgvény
grafikonjanak pontjaira.
A két grafikon a (0;1) és (1;2) pontokban metszi egymast.
Negativ a kifejezés, ha a tényezok ellenkez6 eldjeliiek, tehat az egyik grafikon alatti résznek a masik
felettivel alkotott metszetét kell bejeldlni és forditva.

b)) = >0. 6 pont
|x]-1
Megoldas
Egyenldség van, ha y = x és x # 1,x # —1, tehat a keresett ponthalmazhoz tartoznak az y = x egyenes
pontjai, kivéve ahol x = 1 vagy x = —1 . Pozitiv a kifejezés, ha a nevezd és a szamlalo egyenl6 eléjeliek.
A keresett ponthalmazt tehat a harom egyenes (x = 1,x = —1 és az y = x ) altal 1étrehozott sikrészek koziil

azok alkotjdk, amelyekre teljesiilnek a megallapitott el6jel-feltételek.



4. 20 kiilonb6z6 magassagli embert véletlenszertien 2 egyenld csoportba osztunk. Mi a valoszinlisége, hogy a két 6 pont
legmagasabb ember ugyanabba a csoportba keriil?

1. Megoldas

19
A legmagasabb embernek 9 tarsa van, ezeket [ 9 J -féleképpen valaszthatjuk ki a tobbiek koziil. Ha vele van a masodik

18
legmagasabb is, akkor mar csak [ g J -féleképpen valaszthatjuk ki a tobbieket. Tehat a keresett valosziniiség:

18) 18.17...-11
8) 8! 9

19) 19-18-..-11 19
9 9!
1I. Megoldas

Rakjuk sorba az embereket! Els6 helyre keriiljon a legmagasabb, utana legyenek véletlenszertien! Az els6é 10 fogja alkotni az
egyik csoportot, a masodik 10 a masikat. A masodik legmagasabb ember 19 helyre keriilhet, abbdl az els6é 9 a megfeleld, ezért
9/19 a keresett valosziniiség.
1II. Megoldas
20

20 embert

20
-féleképpen oszthatunk két csoportba, hiszen (IOJ -féleképpen valaszthatd ki egy csoport, de mindegy, hogy

ezt a 10-et vagy a maradék 10-et valasztjuk ki, ugyanahhoz a beosztashoz jutunk. Ha a két legmagasabb egy csoportban van,

18
10 2.10 9

18
akkor a masik csoportot [1 OJ -féleképpen valaszthatjuk ki, tehat a keresett valoszinliség: —= =

( j 2019 19

5. Milyen tavol vannak az egységnyi €l kocka valamelyik testatlojatol a kocka csucsai? 8 pont
Megoldas

A testatld egy olyan derékszogli haromszog atfogdja a kockaban, amelynek az egyik befogoja egy €1, a masik egy lapatlo, a
keresett tavolsag ebben a haromszogben az atfogdhoz tartozé magassag. A haromszog teriiletének kétszeresét kétféleképpen
felirva

_1. o = V2
m-v3=1 \/Z,tehatm—ﬁ.

6. Az ABCD négyzet DC oldalan vegyiink fel egy tetszdleges M pontot. Az MAB/ szbgfelezdje a BC oldalt egy K 10 pont
pontban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy AM = BK + DM
Megoldas K' D M C
1. elemi geometriai 900 g
Forgassuk el +90°—kal az ABK A-et, az AB szakasz elforgatottja az AD '
szakasz, a K pont elforgatottja K’ a CD oldal meghosszabbitasara esik,
ezért K’'D+DM = BK + DM.
Legyen MAK/ = KAB/=K’AD /= q.

De DAMZ/ =90° - 2a, igy K
K’AMZ =90°— 20+ 0.= 90° — o.= MK A .
Tehat az MK'AA egyenl6szaru, igy AM = K’M = BK+DM. N 90°-a

2. trigonometriai szamitdassal “"51 u

Legyen MABZ =2a, ekkor DAMZ =90° — 2q. N

Legyen tovabba DM = x és BK = y. Ekkor az allitds: AM = x+y. A B
A KAB A-ben y = tga és a DAM A-ben x = tg(90° — 2a), ha a négyzet oldalat egységnyinek valasztjuk.
Ekkor x +y =tga + tg(90° — 2a).

o _ 1 _ _ _ 1-tg’x _ 1+tgla
Ismeretes, hogy tg(90° — 2a) = wa2a S tg2a = —=—.Tehat x = e X Ebb8l x + y = tga + ot = 2t
Masrészt a DAM A-ben a Pitagorasz tétel alapja'm AM i =12 + x2, azaz

1—tg? \° 1—2t20<+t4o< 1+ 2tg? o +tg* «
AM2=1+<—g>= + 8 AR S =

2tg « 4tg? o« - 4tg? «
2 N2
De ez ugyanaz , mint a (1:%0() , vagyis (x +y)? = 1+ x? = AM?, tehat valoban AM = x + y = DM + BK.



