Matematika és fizika BSc matematika szintfelméré megoldasai 2010. szeptember

1. (8 pont) Egy matematika versenyen harom feladatot tiztek ki. Az elsé feladatot a résztveveék 85
szazaléka oldotta meg, a masodikat 80, a harmadikat pedig 75 szazalékuk. Allapitsuk meg, hogy a
versenyzoknek legalabb hany sz4zalé¢ka oldotta meg mind a harom feladatot.

Megoldas

Az elso feladatot a résztvevok 15 szdzaléka nem oldotta meg, a méasodikat 20, a harmadikat 25
szazalékuk.

Igy, a legrosszabb esetben a versenyzéknek legfeljebb a 15 + 20 + 25 = 60 szazaléka nem boldogult
legalabb egy feladattal, tehat legalabb 40 szédzalékuk valamennyi feladatot megoldotta.
Az eredmény éles, ha kiilonbozo személyek nem oldottak meg az egyes feladatokat, akkor pontosan 40
szazalékuk oldotta meg valamennyi feladatot.

2. (8 pont) Az m valds paraméter mely értéke mellett lesz a valos szamokon értelmezett 4x2 + mx + 1
kifejezés minden értéke a) pozitiv, b) negativ?

Megoldas
A f8egyiitthaté pozitiv, ezért semmilyen m esetén nem lesz a 4x? + mx + 1 kifejezés értéke minden
valos x értékre negativ. A kifejezés minden értéke akkor pozitiv, ha a D = m* — 16 diszkriminans negativ,
azaz, ha |m| < 4.

3. (8 pont) Bizonyitsuk be, hogy ha a 121 szam jegyei k6z¢é mindkét helyen ugyanannyi nulléat irunk (pl.
10201, 1002001 stb.), akkor mindig egy egész szam négyzetét kapjuk.

Megoldas
Ha ?c darab 0-t irunk mindkét helyen, akkor az els6 1 utan 2(k+1) szamjegy all, tehat a helyiértéke
102+ 3 k6z6ps6 2 helyiértéke 105+, tehat a kapott szam
102(+D 4 2.10%+1 41 = (101 4+ 1)2,
¢s ez valoban egy egész szdm négyzete, k € N.

sorozat n-edik tagjat, ha n tetszéleges pozitiv egész szam.

b) (6 pont) Egy szamtani sorozatban a; = [ és a; = k, ahol k és [ adott, kiilonb6z0 pozitiv egész szamok.
Megoldas
a) a;; —as = (17 —5)d, azaz 5 — 17 = (17 — 5)d, amib6l d = - 1. Az n-edik tag
a,=as+n—-5)d=17+ (n—-5)(-1) =17 —n + 5, tehat a, = 22 — n.
b)a, —a; = (k—1)d =1 — k tehat
d=-1la,=a,+(n—-k)d=1l-(n—k)=1+k—n.

5. Oldja meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) (8 pont) cos?x = sin2x + sin?x

b) (9 pont) x? =V4x%2 —4x +1+3
3
¢) (10 pont) (log33x)? = logs x? + 4.

Megoldas
a) 1. vdltozat: cos?x = sin2x + sin?x atrendezve cos?x — sin®x = sin2x. A cos?x — sin?x = cos2x
alapjan cos2x = sin2x, amibdl 2x = % + km, azaz x = g-&- k %, keZ.

2. valtozat: A sin2x = 2sinx cosx azonossag segitségével az egyenlet cos™ — sin’x =2sinx cosx alakba
irhat6. Mivel cosx zérushelyei nem gydkei az egyenletnek, feltehetjiik, hogy cosx # 0, és oszthatjuk
az egyenlet mindkét oldalat cos?x —szel, amibél (rendezés utan) a tg?x + 2tgx — 1 = 0 masodfoku-

ra visszavezethet6 egyenletet kapjuk. Ennek gyokei tgx = —1 + V2 éstgx = —1 — /2.
Ebbél x; = arctg(—l + \/?) + km és x,= arctg (—(1 + \/7)) + In= —arctg(l + \/E) +In, k,l € Z.

1



Aki zsebszamologéppel (tal hamar) hasznaljatgx = —1 + /2 ~ 0.4142 és tgx = —1 — V2~ -2.4142
kozelitést, annak x; ~ 22,5°+k-180° és x, ~ -67,5°+[-180°, ahol k,l € Z. Eszrevehetjiik, hogy a két
sorozat 0sszevonhato: x = 22,5°+k-90° k € Z, vagy atirhatjuk radianba, ekkor az 1. véltozat

eredményét kapjuk /4 = 0.78539 kozelitéssel.

b) x? =+4x2 — 4x + 1 + 3, a gyodkjel alatt teljes négyzet van, ezért
x? — 3 = |2x — 1]|. A két oldalt abrazolva két metszéspontot latunk. A pontos
értékeket szamitassal hatarozzuk meg:

x> zi esetén az egyenlet: x? —3 = 2x — 1, ebbsl x = 1 + /3 a kikotésnek
megfeleld gyok.
x < % esetén az egyenlet: x2 —3 =—2x+1, ebbdl x = -1 —+/5 a
kikotésnek megfeleld gyok.
¢) (log33x)? = logs x; + 4
A logaritmus azonosségai alapjan az egyenlet: (logs3 + log;x)? = 3log;x —
logs3 + 4.

a? —a — 2 = 0, amelynek gyokei a; = 2 és a, = —1. Ebbdl

1
x; = 9¢és x, = =, és ezek valoban gyokei az eredeti egyenletnek.
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6. (11 pont) Melyek azok a P(x; y) pontok, amelyek koordinatéi kielégitik az IJ;I_—J;

Abrazolja a megoldashalmazt a koordinata-sikon!

12x-1|

3

7

Uj ismeretlent vezetiink be, legyen logzx = a, x > 0, ezzel az egyenlet: (1 + a)? = 3a + 3, azaz

> 0 egyenldtlenséget?

Megoldas bt *2
A nevez6 zérushelyei |x| = 1, itt a kifejezés nem értelmezett, ezért az x = 1 - .
¢s x = —1 egyenesek nem tartoznak a megoldashoz. E E
Hérom esetet kiilonboztetiink meg: L .
Ha a szamlalo nulla, akkor a nevezd tetszoleges nemnulla értéke esetén
teljesiil az egyenlétlenség, igy az y = x” parabola pontjai (-1;1) és (1;1) . '
kivételével a megoldashalmaz elemei. 1 T
Ha a szdmldlé pozitiv, akkor a nevezdének is pozitivnak kell lennie, x? —y > . .
0és |x| — 1 > 0, tehat a parabola alatti pontok és az x = 1 egyenest6l jobbra, illetve az x = —1

egyenestdl balra esd félsikok metszete tartozik a megolddshalmazhoz.

Ha a szamlalé negativ, akkor a nevezének is negativnak kell lennie, x> —y < 0 és |x| — 1 < 0, tehata
parabola f616tti pontok és az x = 1 és x = —1 egyenesek kozti sav metszete tartozik a

megoldashalmazhoz.

7. (14 pont) Igazoljuk, hogy a kocka egy éle, egy lapatldja és egy testatloja olyan haromszoget hataroznak

meg, melynek van két merdleges sulyvonala!
1. MegO|déS B{U:‘Iik
A kocka egy ¢le, lapatloja €s testatloja olyan derékszogl

haromszdget hataroznak meg, melyek oldalainak aranya 1:+/2: V3.

Azt kell megmutatni, hogy az ilyen hdromszognek van két (3
merdleges stlyvonala.

Ezt a haromszoget elhelyezziik egy olyan koordinatarendszerben, C(0:0)
melynek befogoéi a tengelyekre illeszkednek. Ha méretaranyos abrat

A(Z:0)

készitiink, akkor észrevehetjiik, hogy (valosziniileg) az atfogdhoz és a v/2 oldalhoz tartozé sulyvonalak

merdlegesek egymasra. A hdromszdg S sulypontjanak koordinatai:



V2 1

Felirjuk az SB és SC vektorokat és kiszamitjuk ezek skalaris szorzatat:
. V22 (V2 1 22
B|——;= -z B - =———=0.
S(S’S'SC 3,3,556990
Tehat a két sulyvonal valéban merdleges egymasra.
Megjeqyzés: Skaldris szorzat helyett a két szakasz egyeneseinek meredekségébdl is megdllapithaté a

merdlegesség, az SB egyenes meredeksége — V2, az SC egyenesé pedig 1/V2, a két meredekség szorzata
pedig -1, azaz merdlegesek az egyenesek.

2. Megoldas H
Egy 2 élhossztisagn ABCDEFGH kocka kdzéppontja legyen az origo, és '
¢lei legyenek parhuzamosak a tengelyekkel. Ebben a kockaban példaul £ !
az F(1,1,1), B(1,1,-1), D(-1,-1,-1) csticsok egy ¢él-lapatlo-testatlé harom-
szoget hataroznak meg. A DF testatlé felezGpontja az origé. Igy az
egyik sulyvonal az origobol a B csticsba mutato (1,1,-1) vektor, a masik
a DB lapatlo K felez6pontjabol az F' csucsba mutato (1,1,2) vektor. Di-1.-1,-1)
(A harmadik sulyvonal az (1,1,0) élfelezépontbdl a D csticsba mutato 7
(2,2,0) vektor, ezt nem rajzoltuk be.) Az (1,1,-1) és (1,1,2) vektorok KO
skalaris szorzata 1-1 + 1.1 +(-1)-2 = 0, tehat merdlegesek egymasra. a

(.11

3. Megoldas B(0;1)
Megmutathatjuk példaul, hogy a BC szakasz az S pontbdl derékszog alatt
latszik, azaz S rajta van a BC szakasz Thalész korén. A kor kozéppontja

az F (0 ; %) felezOpont, sugara r = %, egyenlete x>+ (y — %)* = (%4)°. Ezen s

rajta van az S (E ;3) pont, hiszen 2/9 + 1/36 = 9/36 = 1/4.
3’3 A(¥2;0)

4. Megoldas

A feladat tobbféleképpen megoldhato koordinata geometriai modszerek

nélkiil is.

4.a A C-hez tartozo sulyvonal hossza az atfogo fele, azaz V3/2, aminek
CS a 2/3-a, tehat CS = 1/N3. A B-hez tartozo stlyvonal (pl. a
Pitagorasz-tételbdl) \/3/\/2, aminek BS a 2/3-a, tehat BS = V243,
BS*+ CS*= 1/3 + 2/3 =1, tehat az SBC haromszogben S-nél derékszog
van.

4.b Berajzoljuk a harmadik sulyvonalat is, amely BC-t az F felez6pontjaban metszi. Az S pont
harmadolja ezt a sulyvonalat is.

Az FCA derékszogl haromszogre felirt Pitagorasz-tételbdl AF= ;, igy a harmada F'S = % , ami azt

jelenti, hogy S rajta van az F koriil irt %2 sugara koron, a BC szakasz Thalész korén. Ebbdl az
kovetkezik, hogy az SBC haromszogben S-nél derékszog van.

8. a) (4 pont) Egy szabalyos haromszdg mindegyik csticsaban iil egy-egy hangya. Egy adott pillanatban
mindegyikiik elindul egy véletlenszeriien kivalasztott oldalon, és atmaszik rajta a szomszédos csucsba.
A hangyék egyenl6 valoszinliséggel valasztjak az éleket. Mennyi annak a valdszintisége, hogy két
hangya taldlkozik utkdzben vagy az ut végén?

b) (10 pont) Egy tetraéder minden csucsaban iil egy-egy hangya. Egy adott pillanatban mindegyikiik
elindul egy véletlenszeriien kivélasztott élen, és atmaszik rajta a szomszédos csticsba. A hangyak
egyenld valdszinliséggel valasztjak az éleket. Mennyi annak a valdszintisége, hogy két hangya
talalkozik utkozben vagy az ut végén?



Megoldas

a)

b)

Egyszertibb azt kiszamitani, hogy mi a valoszinlisége annak, hogy nem taldlkoznak sem utkdzben,
sem a csucsokban. Jeldlje a haromszog csucsait 4, B, C. Az A cstcsbol induld hangya kétféle
iranyban mehet. Ha a B csticsba megy, akkor az onnan induld hangya a C csucsba mehet, és a
harmadik hangya utiranya mar egyértelmii. Tehat 2 lehetség van arra, hogy a hangyék ne
talalkozzanak egymassal. Az dsszes Utvonal-lehetdség 2° = 8, igy a keresett valosziniiség 1 — V4 =% .

Egyszerlibb azt kiszamitani, hogy mi a valoszinlisége annak, hogy nem talalkoznak sem utkdzben,
sem a csucsokban. Jelolje a tetraéder csucsait A, B, C és D. Az A cstcsbol induld hangya haromfelé
mehet. Ha a B csucsba megy, akkor az onnan indul6 hangya a C vagy a D csucsba mehet, és a tobbi
hangya tutiranya mar egyértelmii. Tehat 3.2 = 6 lehet0ség van arra, hogy a hangyak ne taldlkozzanak
egymassal.

Az sszes Utvonal-lehetéség 3* = 81, igy a keresett valosziniiség

6 _75 0,9259
81 81 '



