Matematika felmérd dolgozat 2007. szeptember 3.
ELTE TTK

1.  Oldja meg az egyenleteket a valds szamok halmazan
a.) log,(x+1)+log,(x—1)=log,8+log,(x—2) (7 pont)
b.) 3+4cosx+cos2x=0 (7 pont)

2. Oldja meg az egyenlétlenséget a valds szamok halmazan!
(x> —18x+77)-10—x >0 (10 pont)

3.  Hol helyezkednek el a derékszogili koordinata-rendszer sikjaban azok, a pontok, amelyek
eleget tesznek a kovetkezd egyenldtlenségnek:

a) |x| =1yl (7 pont)
b) [x+y|>1 (7 pont)

4.  Egy kockat kétszer feldobunk. Melyik valdszinilibb: az, hogy a dobott szdmok Gsszege
paros, vagy pedig az, hogy ez az 6sszeg paratlan? (10 pont)

5.  Melyek azok a haromszogek, amelyekben az oldalak mértani, a szogek szamtani sorozat
egymas utan kovetkezd elemei. (12 pont)

6. Legyen P az egységnyi oldalhosszusadgli négyzet belsejében vagy hataran fekvd pont.
Milyen hatarok kozott valtozhat a P-t6l a négyzet négy csucsdig terjedd tavolsagok
négyzetének dsszege?

Hol kell P-t kijel6lni, hogy ez a négyzetdsszeg minimalis legyen? (12 pont)

7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy pozitiv egészekbdl all6 végtelen sok tagl szdmtani sorozat
elemei kozt van négyzetszam, akkor végtelen sok van. (13 pont)

8. Egy 6x6 mezdbdl allo sakktablat hézagmentesen ¢s atfedés nélkiil dominodlapokkal
fedtiink be. Mindegyik dominolap két szomszédos mezot takar el. Bizonyitsuk be, hogy a
mezoket elvalasztd 5 vizszintes és 5 fliggdleges vonal kozott van olyan, amely egyetlen

domindlapot sem vag ketté. (15 pont)
A dolgozat megirasara 120 perc all rendel-kezésre. A dolgozatok értekelése:
Ennek soran zsebszamoldgépet hasznalhatsz. Minden
egyeb segédeszkdz hasznalata tilos! 0-59 pont nem felelt meg
A kijavitott dolgozatok megtekintheték 09.05-én 60-84 megfelelt
(szerdan) 14h-16h-ig a Déli épiilet 3.219 szobaban 85-100 kivaloan megfelelt




MEGOLDAS, javitasi pontozasi segédlet

Alapértelmezésként minden feladatra az arra jaro pontszam, annak fele, (néhany helyen
harmada, értelemszeriien x-ed része) illetve () pont adhato. Elszamolas, illetve csekély hiba
eseten 1-2 pont levonas jar az adott résznél.

Egyes lehetséges részpontszamokat szemléltet a kévetkezo pontozas.

1.a) A logaritmikus azonossagok helyes alkalmazésa utin az x° —8x+15 =0, masodfok
egyenlet vagy azzal ekvivalens alak 4 pont
Ennek a két megoldasa x, =3, x, =5 . Mindkettd megoldas, amirdl vagy behelyettesitéssel

vagy kikotésekkel meg kell gy6zddnie. 3 pont
b)Atrendezve kapjuk, hogy 2cos” x+4cosx+2=2(cosx+1)> =0, eddig 4 pont
x=m+2kr, kell. Ha valaki fokokban adja meg, annak is oriiljiink. még 3 pont

2. Szorzatta alakitva (x—7)(x—11)v10—x >0.
Abrazolgatva mi hol pozitiv, illetve értelmes x < 7
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Ertelemszeriien az esetleges szorzattd alakitds 2 pont, (ugyanolyan jé, ha valaki parabolaként
tekint az elso részre, de a gyokokre természetesen akkor is sziikség van) az abrazolas vagy
azzal egyenértékii indoklas tényezonkeént 2-2 pont, az osszesités és a végso megoldas ujabb 2-
2 pont.

3. Abrazoljuk az egyenl6ségeket, és a keletkezett tartomanyokbol vélasszuk a jokat.

a) b)

y . V

Mindkét résznél az egyenloségek helyes abrazolasa 3 pont.
Az egyes tartomanyok kivalasztdsa indokldssal 4 pont.

4.  Azels6 dobas utan egyértelmii, hogy a masodik dobas donti el a paritast, ami fele-fele
eséllyel paros illetve paratlan, tehat P(0sszeg paros) = P(0sszeg paratlan) =1/2.



Az dsszes eset felsorolasa, vagy logikai indoklas a paros illetve paratlan esetre 3-3 pont, az
egyes valosziniiségek felirasa 2-2 pont.

5. Legyenek a hiromszdg oldalai 1, g, ¢°, ahol feltehetjiik, hogy ¢ >1.
Ha a haromszog szdgei szamtani sorozatot alkotnak, akkor a kozépsé szog 60°. Ez van a ¢
hossztsagu oldallal szemben. Erre felirva a cos tételt
g =q*+1-2-1-¢> -cos60°, rendezve ¢* —2¢° +1=(¢* -1’ =0=>¢g=1.
Azaz a haromszog szabalyos.
Ha jol jelol és indokol, az 4 pont.
A cos tétel felirasa és rendezése 4 pont.
A megoldas és annak indoklas 4 pont.

6. Legyen a négyzet kdzéppontja a kordinatarendszer origdjaban rogzitve, a négyzet négy
csucsa rendre (1/2; 1/2), (1/2;-1/2), (-=1/2; 1/2), (—1/2; -1/2). A P pont koordinatai legyenek
(x,y),ahol —1/2<x,y <1/2. Felirva a tavolsagok négyzetosszegeit, kapjuk hogy

(=3 +(r=2) s+ lrma) () () + (=2 + (e 2) + (44 =
=4x" +4y" +2
Figyelembe véve x, y nagysagit 2 < 4x” +4y”> +2<4. A minimumot nyilvan x =y = 0, azaz a
négyzet kozéppontja esetében, a maximumot pedig x = £1/2, y = £1/2, azaz a négyzet

cstcsaiban veszi fel.
A négyzet értelmes elhelyezése (sokféle lehet) és a tavolsagok felirdasa 6 pont.
A minimum és maximum értékek meghatarozasa 6 pont.

7. Legyen a* ,egy tagja a szamtani sorozatnak, melynek differenciaja d. A feladat szerint a

és d pozitiv egészek. Nézziik meg az (a+d)* szamot. Atalakitva
a’*+2ad+d*=a’+dQa+d),

ami lathatéan eleme a szdmtani sorozatnak, hiszen a” +dk alaki. Ez a négyzetszdm tehat egy

masik eleme a szamtani sorozatnak, s az eljarast ismételve végtelen sok négyzetszdmot

talalhatunk a sorozatban.

A feladat helyes értelmezése, algebrai felirasa 5 pont.
A logikailag helyes indoklas 8 pont.

Barhogy is tesziink le egy domindt, annak kézépvonala az
abranak megfeleléen két részre vagja a tablat. Ekkor
azonban a tdbla mindkét fele paratlan sok négyzetet
tartalmaz, azaz ha le akarom fedni 1x2-es dominokkal,
akkor ugyanazt a kozépvonalat még egy dominoval le
v kellene fednem. Osszesen 5 vizszintes és 5 fiigg6leges

vonalat kell tehat lefednem 2-2 domindval. Ez 20 dominé
lenne, egy tablara azonban csak 18 domind helyezhetd el.
Ez nem lehetséges, tehat biztosan van olyan vonal, amelyik
nem vag el domindt.

Barmely jo otlet, amely kecsegtet nemi reménnyel 5-5 ponttal jutalmazhato.



